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บทที่ 1
หนวยแรง (Stress)

เรียบเรียงโดย  ดร. สิทธิชัย แสงอาทิตย

1.1 บทนํ า
วิชากลศาสตรเปนสาขาหนึ่งของวิทยาศาสตรทางกายภาพ (physical sciences) ที่ศึกษาเกี่ยวกับสภาวะที่อยูนิ่ง

หรือเคลื่อนที่ (motions) ของวัตถุตางๆ (bodies) ซึ่งถูกกระทํ าโดยแรง (forces)
โดยทั่วไปแลว วิชากลศาสตรจะถูกแยกออกไดเปน 3 สาขาวิชาคือ กลศาสตรของวัตถุแกรง (rigid-body 

mechanics) กลศาสตรของวัตถุที่สามารถเปลี่ยนแปลงรูปรางได (deformable-body mechanics) และกลศาสตรของไหล 
(fluid mechanic)

กลศาสตรของวัตถุแกรงสามารถที่จะถูกแบงออกไดเปนอีก 2 แขนงวิชาคือ สถิตยศาสตร (statics) ซึ่งจะศึกษา
เกี่ยวกับสมดุลของวัตถุ (equilibrium of bodies) ที่อยูนิ่งกับที่หรือมีการเคลื่อนที่ดวยความเร็วที่คงที่ และพลศาสตร 
(dynamics) ซึ่งจะศึกษาเกี่ยวกับการเคลื่อนที่ของวัตถุอยางมีความเรง (acceleration) โดยที่วัตถุแกรง (rigid body) 
หมายถึงองคอาคารของโครงสราง (structural member) หรือโครงสราง (structure) ที่ทํ าดวยวัสดุที่มีความแกรง (rigidity) 
สูงมาก ซึ่งจะถูกพิจารณาวาไมมีการเปลี่ยนแปลงรูปราง (deformation) ภายใตแรงกระทํ า

สวนกลศาสตรของวัตถุที่สามารถเปลี่ยนแปลงรูปรางไดจะศึกษาเกี่ยวกับพฤติกรรมการตอบสนองภายในและ
ภายนอกของวัตถุแข็ง (solid body) ภายใตการกระทํ าของแรง (forces) หรือนํ้ าหนักบรรทุก (loads) กลศาสตรของวัสดุ 
(mechanics of materials) เปนสวนหนึ่งของกลศาสตรของวัตถุที่สามารถเปลี่ยนแปลงรูปรางไดซึ่งศึกษาเกี่ยวกับหนวยแรง 
(stress) การเปลี่ยนแปลงรูปราง (deformation) ความเครียด (strain) และเสถียรภาพ (stability) ของวัตถุแข็ง โดยที่วัตถุ
แข็งหมายถึงองคอาคารของโครงสรางหรือโครงสรางที่ทํ าดวยวัสดุที่มีความแข็งและสามารถเปลี่ยนแปลงรูปรางไดภายใต
แรงกระทํ า เชน คานเหล็ก เสาไม และโครงขอแข็งเหล็ก เปนตน
1.2 สมดุลของวัตถุที่เปล่ียนแปลงรูปรางได (Equilibrium of a Deformable Body)
แรงภายนอก (External Loads)

แรงภายนอกที่กระทํ ากับวัตถุจะถูกแบงออกไดเปน 2 ประเภทคือ แรงกระทํ าที่ผิว (surface force) และแรงกระทํ า
ในตัววัตถุ (body force)

Surface force เปนแรงที่เกิดจากการสัมผัสกันโดยตรงของผิวของวัตถุ ดังที่แสดงในรูปที่ 1-1a ซึ่งจะถูกแบงออก
ไดเปน 2 แบบคือ แรงกระทํ าเปนจุด (concentrated force หรือ point load) และแรงแผกระจาย (distributed load)

รูปที่ 1-1
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- แรงกระทํ าเปนจุดคือ surface force ซึ่งกระทํ าอยูบนพื้นผิวที่มีขนาดเล็กเมื่อเปรียบเทียบกับพื้นผิวทั้งหมด
ของวัตถุ เชน แรงปฏิกริยา (reactions) ซึ่งเกิดขึ้นที่จุดรองรับ เปนตน

- แรงแผกระจายคือ surface force ที่กระทํ าตอพื้นผิวที่มีลักษณะแคบและยาว เชน นํ้ าหนักของผนังอิฐที่
กระทํ าตอคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 1-1b เปนตน จากวิชา statics ขนาดของแรงลัพธ FR  ของแรงแผกระจาย
ดังกลาวจะมีคาเทากับพื้นที่ทั้งหมดใตแรงแผกระจาย w s( )  และจะกระทํ าผานจุด centroid C  ของแรงแผ
กระจาย

Body force เปนแรงที่เกิดขึ้นเมื่อวัตถุๆ หนึ่งสงแรงไปกระทํ ากับวัตถุอีกวัตถุหนึ่งโดยไมมีการสัมผัสกันโดยตรง
เชน นํ้ าหนักของวัตถุที่เกิดจากแรงดึงดูดของโลก เปนตน

ตารางที่ 1-1 แสดงจุดรองรับ (supports) ชนิดตางๆ และแรงปฎิกริยาที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับ (support reactions) ที่
มักจะพบเห็นโดยทั่วไป จากตาราง เราจะเห็นไดวา

ตารางที่ 1-1

- เมื่อจุดรองรับปองกันไมใหเกิดการเลื่อน (translation) ขึ้นในทิศทางใดแลว จุดรองรับนั้นจะทํ าใหเกิดแรงปฏิ
กริยา (reaction force) ขึ้นในทิศทางนั้น
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- ถาจุดรองรับปองกันไมใหเกิดการหมุน (rotation) รอบแกนใดๆ แลว จุดรองรับนั้นจะทํ าใหเกิดโมเมนต
ปฏิกิริยา (reaction moment) ขึ้นรอบแกนนั้น

ยกตัวอยางเชน จุดรองรับแบบลอเล่ือน (roller) ซึ่งปองกันไมใหเกิดการเลื่อนขององคอาคารของโครงสรางในแนวดิ่งจะทํ า
ใหเกิดแรงปฏิกริยา F  ในแนวดิ่งเทานั้น สวนจุดรองรับแบบยึดแนน (fixed support) ซึ่งปองกันไมใหเกิดการเลื่อนและการ
หมุนใดๆ ขึ้นบนองคอาคารของโครงสรางจะทํ าใหเกิดแรงปฏิกริยาซึ่งประกอบดวยแรง Fx  และ Fy  และโมเมนต M
เปนตน

สัญลักษณของจุดรองรับประเภทตางๆ ดังที่แสดงในตารางที่ 1-1 เปนเพียงแบบจํ าลองของจุดรองรับเพื่อใชใน
การวิเคราะหโครงสรางเทานั้น ในความเปนจริงแลว จุดรองรับแบบลอเล่ือน, จุดรองรับแบบหมุด (pin support), และจุด
รองรับแบบยึดแนนจะมีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ 1-2

รูปที่ 1-2

สมการความสมดุล (Equations of equilibrium)
ในการที่วัตถุจะอยูในสภาวะความสมดุลไดนั้น วัตถุดังกลาวจะตองมีความสมดุลของแรง (balance of force) 

เพื่อปองกันการเคลื่อนที่ของวัตถุอยางมีความเรง (acceleration) และจะตองมีความสมดุลของโมเมนต (balance of 
moment) รอบจุดใดๆ เพื่อปองกันการหมุนของวัตถุรอบจุดดังกลาวอยางมีความเรง ดังนั้น เราจะเขียนสมการความสมดุล 
(equilibrium equations) ของวัตถุดังกลาวไดในรูป

       
∑
∑

=

=

0

0

OM

F
(1-1)

โดยทั่วไปแลว สมการความสมดุลของโครงสรางหรือวัตถุจะเขียนอยูในระบบแกนตั้งฉาก x , y , และ z  ซึ่งจะ
ประกอบดวย 6 สมการคือ
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Fx∑ = 0 Fy∑ = 0 Fz∑ = 0

Mx∑ = 0 My∑ = 0 Mz∑ = 0  (1-2)

โดยที่สามสมการแรกแสดงใหเห็นถึงความสมดุลของแรงในแกน x , y , และ z  ตามลํ าดับ และสามสมการที่เหลือแสดง
ใหเห็นถึงความสมดุลของโมเมนตรอบแกน x , y , และ z  ตามลํ าดับ ซึ่งปองกันไมใหมีการเคลื่อนที่และการหมุนของวัตถุ
อยางมีความเรงรอบแกน x , y , และ z  ตามลํ าดับ

ในกรณีที่โครงสรางและแรงกระทํ าอยูในระนาบเดียวกัน (coplanar) แลว สมการที่ 1-2 จะลดรูปลงเหลือเพียงแค
3 สมการ เชน เมื่อโครงสรางอยูในระนาบ x y−  แลว สมการความสมดุลของโครงสรางจะอยูในรูป

Fx∑ = 0 Fy∑ = 0

MO∑ = 0    (1-3)
เมื่อ Fx∑  และ Fy∑  แทนผลรวมทางพีชคณิตขององคประกอบตางๆ ของแรง ซึ่งกระทํ าอยูบนโครงสรางหรือองค
อาคารของโครงสรางในแนวแกน x  และแนวแกน y  ตามลํ าดับ และ MO∑  แทนผลรวมทางพีชคณิตของ โมเมนต 
ขององคประกอบของแรงเหลานั้นรอบแกนซึ่งตั้งฉากกับระนาบ x y−  (รอบแกน z ) ที่ผานจุด O
แรงลัพธภายใน (Internal Resultant Loading)

พิจารณาวัตถุใดๆ ซึ่งถูกกระทํ าโดยแรงภายนอกและอยูในสภาวะสมดุล ดังที่แสดงในรูปที่ 1-3a เราจะหาแรงลัพธ
ภายใน (internal force) ที่เกิดขึ้นในวัตถุนี้ไดโดยใชวิธีตัดหนาตัด (method of sections) โดยวิธีการนี้ เราจะตัดวัตถุผานจุด
ที่เราสนใจออกเปน 2 ชิ้นสวน (segments) โดยทั่วไปแลว เรามักจะไมทราบการกระจายของแรงภายในที่จุดดังกลาว ดังที่
แสดงในรูปที่ 1-3b แตเราจะหาแรงลัพธ FR  และโมเมนตลัพธ MRO  ที่กระทํ าอยูที่จุด O  ไดโดยใชสมการความสมดุล 
ดังที่แสดงในรูปที่ 1-3c ซึ่งจุด O  มักจะเปนจุด centroid ของหนาตัด

ถาเราใหจุด O  เปนจุดกํ าเนิดของระบบแกนตั้งฉาก  x , y , และ z  ดังที่แสดงในรูปที่ 1-3d แลว เราจะแตกแรง
ลัพธ FR  ออกเปนองคประกอบได 3 องคประกอบคือ Vx , Vy , และ Nz  และเราจะแตก โมเมนต ลัพธ MRO  ออกเปน
องคประกอบได 3 องคประกอบคือ Mx , My , และ Tz  ซึ่งแรงลัพธและโมเมนตลัพธดังกลาวจะถูกจัดกลุมโดยใช
ลักษณะการกระทํ าของแรงลัพธและโมเมนตลัพธไดเปนแรงลัพธ 2 กลุมและโมเมนตลัพธ 2 กลุมคือ

1. Nz  หรือแรงตั้งฉาก (normal force) เปนแรงที่กระทํ าตั้งฉากกับหนาตัดของวัตถุ ซึ่งจะเกิดขึ้นเมื่อวัตถุถูก
กระทํ าโดยแรงภายนอกในลักษณะดึงชิ้นสวนทั้งสองของวัตถุออกจากกันหรือกดอัดชิ้นสวนทั้งสองของวัตถุ
เขาหากัน

2. V  หรือแรงเฉือน (shear force) เปนแรงซึ่งกระทํ าขนานกับระนาบของหนาตัดของวัตถุ ซึ่งจะเกิดขึ้นเมื่อแรง
ภายนอกพยายามที่จะเลื่อนชิ้นสวนอันหนึ่งของวัตถุไปบนชิ้นสวนอีกอันหนึ่ง โดยที่

yx VVV +=

3. Tz  หรือโมเมนตบิด (torque) เปนโมเมนตซึ่งจะเกิดขึ้นเมื่อแรงภายนอกจะพยายามที่จะบิด (twist) วัตถุรอบ
แกนๆ หนึ่งซึ่งตั้งฉากกับระนาบของหนาตัดของวัตถุ

4. M  หรือโมเมนตดัด (bending moment) เปนโมเมนตซึ่งจะเกิดขึ้นเมื่อแรงภายนอกพยายามที่จะดัด
(bend) วัตถุรอบแกนๆ หนึ่ง ซึ่งอยูบนระนาบของหนาตัดของวัตถุ โดยที่

yx MMM +=
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รูปที่ 1-3

ถาวัตถุถูกกระทํ าโดยแรงที่อยูในระนาบเดียวกันกับระนาบของวัตถุ ดังที่แสดงในรูปที่ 1-4 แลว องคประกอบของ
แรงลัพธและโมเมนตลัพธขางตนจะลดลงเหลือเพียงแรงตั้งฉาก N  แรงเฉือน V  และโมเมนตดัด M  เทานั้น และเมื่อเรา
ทราบคาแรงและโมเมนตลัพธภายในขางตนที่กระทํ าอยูบนชิ้นสวนใดชิ้นสวนหนึ่งของโครงสรางแลว เราจะทราบคาแรงและ
โมเมนตลัพธภายในที่กระทํ าตอชิ้นสวนที่เหลือไดโดยใชกฎขอที่ 3 ของ Newton ซึ่งกลาววา แรงและโมเมนตลัพธภายในที่
เกิดขึ้นที่หนาตัดของชิ้นสวนทั้งสองจะตองมีขนาดที่เทากัน แตมีทิศทางตรงกันขาม

รูปที่ 1-4
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ตัวอยางที่ 1-1
จงหาคาแรงและโมเมนตลัพธภายในที่เกิดขึ้นที่หนาตัด G  ของคานไม ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 1-1a กํ าหนดให

joint A , B , C , D , และ E  เปนหมุด (pin)

รูปที่ Ex 1-1

รูปที่ Ex 1-1b แสดงแผนภาพ free-body diagram ของโครงสราง เนื่องจากชิ้นสวน BC  เปน two-force 
member ดังนั้น จุด C  จะมีแรงปฏิกริยาเฉพาะในแนวนอนเทานั้น และเนื่องจากจุด E  เปน pin ดังนั้น จุด E  จะมีแรงป
ฏิกริยา Ex  และ Ey  กระทํ า

หาแรงปฏิกริยา
ME =∑ 0; )m 2(kN 5.4)m 3(kN 10)m 0.9( +=BCF

→=  kN 333.43BCF

Fx =∑ 0; ←==  kN 333.43BCx FE

Fy =∑ 0; ↑=+=  kN 5.14kN 5.4kN 10yE

เขียนแผนภาพ free-body diagram ของช้ินสวนของโครงสราง
คาแรงและโมเมนตภายในที่เกิดขึ้นที่หนาตัด G  จะหาไดโดยใช free-body diagram ของชิ้นสวน AG  ของ

คานไม ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 1-1d โดยที่คาแรง FBA  จะหาไดจากแผนภาพ free-body diagram ของ joint B  ดังที่แสดง
ในรูปที่ Ex 1-1c
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Fx =∑ 0; kN 333.43)
5
4( =BAF

kN 167.54=BAF

Equilibrium Equation
จากแผนภาพ free-body diagram ของชิ้นสวน AG  ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 1-1d

Fx =∑ 0; 0)
5
4(kN 167.54 =+GN

kN 333.43−=GN  Ans.

Fy =∑ 0; 0)
5
3(kN 167.54kN 10 =+−− GV

kN 22.5=GV  Ans.

MG =∑ 0; 0)m 6.0)(kN 10()m 0.6)(
5
3)(lb 167.54( =+−GM

m-kN 5.13=GM  Ans.
คาของ NG  มีเครื่องหมายเปนลบแสดงวา NG  มีทิศทางที่ตรงกันขามกับที่เราสมมุติไวในแผนภาพ free-body

diagram ของชิ้นสวน AG
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ตัวอยางที่ 1-2
จงหาคาแรงและโมเมนตภายในที่เกิดขึ้นที่หนาตัด B  ของทอเหล็ก ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 1-2a กํ าหนดให ทอ

เหล็กมีมวลเทากับ 2 kg / m  และถูกกระทํ าโดยแรงขนาด 50 N  และ couple moment ขนาด 70 N - m  ที่ปลาย A
โดยที่จุดรองรับ C  ถูกยึดแนนกับกํ าแพง

รูปที่ Ex 1-2a

เขียนแผนภาพ free-body diagram
จากรูปรูปที่ Ex 1-2a ทํ าการตัดทอเหล็กที่จุด B  และแผนภาพ free-body diagram ของสวนของทอเหล็กจะมี

ลักษณะ ดังที่แสดงในรูปรูปที่ Ex 1-2b โดยที่กํ าหนดใหจุด B  เปนจุดเริ่มตนของแกนอางอิง x , y , และ z  และใหองค
ประกอบของแรงและโมเมนตลัพธกระทํ าผานจุด centroid ของหนาตัดและมีทิศทางไปตามแนวแกนที่เปนบวก

หานํ้ าหนักของแตละชิ้นสวนของทอเหล็ก
WBD = =( )( . )( . ) .2 05 9 81 9 81 kg / m  m  N / kg  N
WBD = =( )( . )( . ) .2 125 9 81 24 525 kg / m  m  N / kg  N

นํ้ าหนักทั้งสองนี้จะกระทํ าผานจุด center of gravity ของชิ้นสวนทั้งสองของทอเหล็ก

Equilibrium Equation
เนื่องจากทอเหล็กดังกลาวเปนโครงสรางที่อยูใน 3 มิติ ดังนั้น องคประกอบของแรงและโมเมนตลัพธทั้งหมดจะหา

ไดโดยใชสมการสมดุล 6 สมการ
Fx =∑ 0; ( )FB x = 0                Ans.
Fy =∑ 0; ( )FB y = 0                  Ans.
Fz =∑ 0; ( ) . .FB z − − − =9 81 24 525 50 0 N  N  N

( ) .FB z = 84 3 N                            Ans.
( ) ;MB x =∑ 0

( ) ( . ) . ( . ) . ( . )MB x + − − − =70 50 05 24 525 05 9 81 0 25 0 N - m  N  m  N  m  N  m
( ) .MB x = −30 3 N - m  Ans.

( ) ;MB y =∑ 0   ( ) . ( . ) ( . )MB y + + =24 525 0 625 50 125 0 N  m  N  m
( ) .MB y = −77 8 N - m  Ans.
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( ) ;MB z =∑ 0 ( )MB z = 0                Ans.

คาของ ( )MB x  และ ( )MB y  มีเครื่องหมายเปนลบแสดงวา ( )MB x  และ ( )MB y  มีทิศทางที่เกิดขึ้นตรง
กันขามกับที่เราสมมุติไวในตอนตน
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1.3 หนวยแรง (Stress)
ในการศึกษาเรื่องหนวยแรงที่เกิดขึ้นในวัตถุ เราจะสมมุติใหวัสดุมีคุณสมบัติดังตอไปนี้
1. วัสดุเปนวัสดุที่มีเนื้อตอเนื่อง (continuous) กระจายอยางสมํ่ าเสมอ (uniform distribution) และไมมีชองวาง
2. วัสดุเปนวัสดุที่มีเนื้อที่ยึดเหนี่ยวกันแนน (cohesive) โดยปราศจากรอยแตก (break) และรอยราว (crack)
หนวยแรง (stress) ที่เกิดขึ้นที่จุดใดจุดหนึ่งบนวัตถุ เชน จุด O  ดังที่แสดงในรูปที่ 1-5a เปนตน จะบงบอกถึง

ความเขมขน (intensity) ของแรงภายใน (internal force) ∆F  ที่กระทํ าอยูบนพื้นที่เล็กๆ ∆A  ดังที่แสดงในรูปที่ 1-5b
เมื่อพื้นที่เล็กๆ ∆A  มีคาลดลงเรื่อยๆ จนเขาใกลศูนย (เกือบจะเปนจุด) แลว แรง ∆F  ก็จะมีคาเขาใกลศูนยดวย 

แตคา limit ของอัตราสวนของแรง ∆F  ตอพื้นที่เล็กๆ ∆A  ดังกลาวจะมีคาคงที่คาหนึ่งที่มีคาไมเปนศูนย โดยนิยามของ
ความเขมขน คาคงที่ดังกลาวจะถูกเรียกวา หนวยแรง

รูปที่ 1-5

โดยทั่วไปแลว แรง ∆F  จะถูกแตกออกเปนองคประกอบในแนวตั้งฉากและในแนวขนานกับพื้นที่เล็กๆ ∆A  ได 
ดังที่แสดงในรูปที่ 1-5c ดังนั้น หนวยแรงจึงถูกแบงออกไดเปน 2 ประเภท ซึ่งขึ้นอยูกับทิศทางของแรงที่กระทํ าตอพื้นที่ดัง
กลาวคือ หนวยแรงตั้งฉาก (normal stress) และหนวยแรงเฉือน (shear stress)

หนวยแรงตั้งฉาก (normal stress) หรือ σ  คือความเขมขนของแรงภายในที่กระทํ าตั้งฉากกับพื้นที่เล็กๆ ∆A  ถา
หนวยแรงตั้งฉากกระทํ ากับพื้นที่ ∆A  ในลักษณะดึงออกแลว หนวยแรงดังกลาวจะถูกเรียกวา หนวยแรงดึง (tensile 
stress) ถาหนวยแรงตั้งฉากกระทํ ากับพื้นที่ ∆A  ในลักษณะกดอัดแลว หนวยแรงดังกลาวจะถูกเรียกวา หนวยแรงกดอัด 
(compressive stress) ซึ่งจากนิยามของหนวยแรง สมการของหนวยแรงตั้งฉากจะอยูในรูป

   
A
Fn

A ∆
∆

=
→∆ 0

limσ (1-4)

หนวยแรงเฉือน (shear stress) หรือ τ  คือความเขมขนของแรงภายในที่กระทํ าขนานกับพื้นที่ ∆A  ซึ่งจากนิยาม
ของหนวยแรง สมการของหนวยแรงเฉือนจะอยูในรูป

   
A
Ft

A ∆
∆

=
→∆ 0

limτ (1-5)
หนวยแรงในระบบแกนตั้งฉากที่จุดใดๆ บนวัตถุ

สภาวะของหนวยแรง (state of stress) ที่เกิดขึ้นที่จุดใดจุดหนึ่งในวัตถุจะหาไดโดยการตัดวัตถุรอบๆ จุดดังกลาว
ใหเปนส่ีเหลี่ยมลูกบาศก โดยใหดานของสี่เหลี่ยมลูกบาศกขนานไปกับระนาบตางๆ ของระบบแกนตั้งฉาก x , y , และ z
จากนั้น ใชนิยามของหนวยแรง เขียนสมการของหนวยแรงที่กระทํ าที่ดานตางๆ ของสี่เหลี่ยมลูกบาศก
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เมื่อทํ าการตัดวัตถุใหขนานไปกับระนาบ x y−  เหนือจุดดังกลาวเพียงเล็กนอย ดังที่แสดงในรูปที่ 1-6a  และ
กํ าหนดใหแรงที่กระทํ าอยูบนพื้นที่เล็กๆ ∆A = ∆ ∆x y  มีคาเปน ∆F  ดังที่แสดงในรูปที่ 1-6b โดยที่แรง ∆F นี้มีองค
ประกอบในระบบแกนตั้งฉาก x , y , และ z  เปน ∆Fx , ∆Fy , และ ∆Fz  ตามลํ าดับ แลว จากนิยามของหนวยแรง สม
การของหนวยแรง zσ , zxτ , and zyτ   ที่เกิดจากแรง ∆Fx , ∆Fy , และ ∆Fz  ที่กระทํ าอยูบนพื้นที่เล็กๆ A∆  ดังที่แสดง
ในรูปที่ 1-6c จะเขียนไดในรูป

A
Fz

Az ∆
∆

=
→∆ 0

limσ

A
Fx

Azx ∆
∆

=
→∆ 0

limτ

A
Fy

Azy ∆

∆
=

→∆ 0
limτ

รูปที่ 1-6

สัญลักษณที่ใชแทนหนวยแรงดังกลาวมีความหมายดังนี้
- ในกรณีของหนวยแรงตั้งฉาก zσ  สัญลักษณ subscript “ z ” จะระบุถึงแกนที่ตั้งฉากกับระนาบที่หนวยแรง

ตั้งฉากกระทํ าและทิศทางของหนวยแรงตั้งฉาก
- ในกรณีของหนวยแรงเฉือน zxτ  สัญลักษณ subscript ตัวแรก ( z ) จะระบุถึงแกนที่ตั้งฉากกับระนาบที่

หนวยแรงเฉือนกระทํ า และสัญลักษณ subscript ตัวที่สอง ( x ) จะระบุถึงทิศทางของหนวยแรงเฉือนดัง
กลาว

เมื่อทํ าการตัดวัตถุใหขนานไปกับระนาบ x z−  และ zy −  โดยใหหางจากจุดที่กํ าลังพิจารณาอยูเพียงเล็ก
นอย ดังที่แสดงในรูปที่ 1-7a และ 1-7c ตามลํ าดับแลว หนวยแรงที่กระทํ าอยูบนพื้นที่เล็กๆ ∆ ∆x z  และ ∆ ∆y z  บน
ระนาบทั้งสองดังกลาวจะอยูในรูป yσ , yxτ , yzτ  และ xσ , xyτ , xzτ  ตามลํ าดับ ดังที่แสดงในรูปที่ 1-7b และ 1-7d 
และเราจะเขียนสมการของหนวยแรงดังกลาวไดโดยใชนิยามของหนวยแรง

สุดทาย เมื่อทํ าการตัดวัตถุในลักษณะที่ไดกลาวมาแลวอีก 3 ครั้ง โดยใหระนาบที่ตัดขนานไปกับระนาบทั้งสาม
ระนาบที่เราตัดไปแลว เราจะไดสวนของวัตถุที่ถูกตัดออกมามีรูปรางเปนส่ีเหลี่ยมลูกบาศก ซึ่งจะเรียกวา cubic volume 



Mechanics of  Materials 1-12

element และจะมีหนวยแรงทั้งหมด 9 หนวยแรงกระทํ าอยูบน cubic volume element ดังกลาว โดยที่หนวยแรงเหลานี้จะ
แสดงถึงสภาวะของหนวยแรง  (state of stresses) ที่กระทํ าอยูรอบๆ จุดที่เรากํ าลังพิจารณาอยู ดังที่แสดงในรูปที่ 1-8

รูปที่ 1-7

รูปที่ 1-8

ขอกํ าหนดของความสมดุล (equilibrium requirements) ของสภาวะของหนวยแรง
ถาหนวยแรงที่กระทํ าอยูบน cubic volume element มีคาคงที่แลว หนวยแรงบางสวนจะมีคาเทากัน ซึ่งจะทํ าให

หนวยแรงมีจํ านวนลดลงจาก 9 หนวยแรงเหลือเพียง 6 หนวยแรง ซึ่งจะพิสูจนไดโดยการพิจารณาสมดุลของแรงและ 
โมเมนต เนื่องจากหนวยแรงตางๆ บน cubic volume element ดังที่แสดงในรูปที่ 1-9

หนวยแรงตั้งฉาก (Normal Stress Components)
จากรูปที่ 1-9 ในกรณีที่หนวยแรงตั้งฉากมีคาคงที่หรือ xx σσ ′= , yy σσ ′= , zz σσ ′=  (เครื่องหมาย prime

แสดงหนวยแรงที่อยูในดานตรงกันขามของ cubic volume element) แลว หนวยแรงตั้งฉากในแตละแกนจะตองมีคาเทา
กัน แตจะมีทิศทางตรงกันขาม

หนวยแรงเฉือน (Shear Stress Components)
จากรูปที่ 1-9 ในกรณีที่หนวยแรงเฉือนมีคาคงที่หรือ yxyx ττ ′= , xyxy ττ ′= , xzxz ττ ′=  แลว หนวยแรงเฉือนที่

อยูบนหนาตัดของ cubic volume element ที่ติดกันจะตองมีคาเทากัน แตมีทิศทางพุงเขาหาหรือพุงออกจากมุมของ cubic
volume element นั้น ซึ่งจะพิสูจนไดโดยการพิจารณาสมดุลของ โมเมนต รอบแกน x , y , และ z
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จากสมการความสมดุลของ โมเมนต รอบแกน z  เราจะไดวา
Mz =∑ 0 ;
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yxxy ττ =

ในทํ านองเดียวกัน จากสมการความสมดุลของ โมเมนต รอบแกน x  และแกน y  เราจะไดวา
zyyz ττ =

zxxz ττ =

ตามลํ าดับ ซึ่งคุณสมบัติของแรงเฉือนนี้มักจะถูกเรียกวา complementary property of shear ดังนั้น สภาวะของหนวยแรง
บน cubic volume element ในกรณีที่หนวยแรงมีคาคงที่ จะมีหนวยแรงเพียง 6 หนวยแรงเทานั้นคือ xσ , yσ , zσ ,
xyτ , yzτ , และ xzτ

รูปที่ 1-9

1.4 คาเฉล่ียของหนวยแรงตั้งฉากบนแทงวัตถุที่ถูกกระทํ าโดยแรงในแนวแกน (Average Normal Stress in an 
Axially Loaded Bar)

แรงในแนวแกน (axial load) เปนแรงตั้งฉากซึ่งมีทิศทางของแรงในแนวแกนของแทงวัตถุและจะทํ าใหเกิดการดึง 
(tension) หรือการกดอัด (compression) ในแทงวัตถุดังกลาว แทงวัตถุที่ถูกกระทํ าโดยแรงในแนวแกนที่ปลายของแทงวัตถุ 
ดังที่แสดงในรูปที่ 1-10a มักจะเปนองคอาคารของโครงสรางที่มีลักษณะตรงยาว เชน ชิ้นสวนของโครงขอหมุน (truss 
members) เปนตน  โดยทั่วไปแลว แทงวัตถุดังกลาวจะมีหนาตัดที่คงที่ตลอดความยาวของแทงวัตถุ ซึ่งมักจะถูกเรียกวา 
prismatic bar

ถานํ้ าหนักของแทงวัตถุมีคานอยมาก เมื่อเทียบกับคาของแรงกระทํ าแลว แผนภาพ free body diagram ของแทง
วัตถุดังกลาวจะเขียนไดดังที่แสดงในรูปที่ 1-10b เนื่องจากชิ้นสวนดานลางของแทงวัตถุอยูในความสมดุล ดังนั้น แรงลัพธ
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ภายใน (internal resultant force) ที่กระทํ าอยูบนพื้นที่หนาตัดของแทงวัตถุจะตองมีคาเทากับและอยูในแนวเดียวกันกับ
แรงภายนอก (external force) P  แตจะมีทิศทางตรงกันขามกับแรง P

รูปที่ 1-10
ขอสมมุติฐาน (Assumptions)

ขอสมมุติฐานที่ใชในการหาคาเฉลี่ยของหนวยแรงตั้งฉากบนแทงวัตถุที่ถูกกระทํ าโดยแรงในแนวแกนมีดังนี้
1. แทงวัตถุยังคงมีลักษณะตรงทั้งกอนและหลังจากที่ถูกกระทํ าโดยแรงในแนวแกน
2. ระนาบของหนาตัดของแทงวัตถุยังคงเปนระนาบเหมือนเดิม เมื่อแทงวัตถุถูกกระทํ าโดยแรงในแนวแกน ซึ่ง

ทํ าใหแทงวัตถุมีการเปลี่ยนแปลงขนาดและรูปรางอยางสมํ่ าเสมอ (uniform deformation) ดังที่แสดงในรูปที่ 
1-10c

ขอสมมุติฐานทั้งสองนี้จะเปนจริงไดก็ตอเมื่อ
1. แรงในแนวแกนกระทํ าผานจุด centroid ของหนาตัดของแทงวัตถุ
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2. วัสดุที่ใชทํ าแทงวัตถุเปนวัสดุที่มีเนื้อเดียวกัน (homogenous material) และมีคุณสมบัติเหมือนกันทุกทิศทาง 
(isotropic material) เชน เหล็กเหนียว (steel) และ อลูมิเนียม (aluminum) เปนตน

ขอใหสังเกตดวยวา ไม (wood) เปนตัวอยางของวัสดุที่ไมเปนไปตามสมมุติฐานขอที่สองขางตน เนื่องจากไม
ประกอบดวยเสี้ยนไม (grains) ที่วางอยูในทิศทางตางๆ กัน (ไมเปน anisotropic material) อยางไรก็ตาม ถาเสี้ยนไมวาง
เรียงตัวตามแนวแกนของแทงไมเปนสวนใหญแลว แทงไมดังกลาวจะมีการเปลี่ยนแปลงขนาดและรูปรางอยางสมํ่ าเสมอ ซึ่ง
ทํ าใหเราสามารถวิเคราะหแทงไมดังกลาวได
การกระจายของคาเฉล่ียของหนวยแรงตั้งฉาก (Average Normal Stress Distribution)

ตามขอสมมุติฐานดังที่ไดกลาวไปนั้น หนวยแรงตั้งฉากลัพธ  (resultant normal stress) หรือ σ  บนหนาตัดของ
แทงวัตถุ (ในชวงที่มีการการเปลี่ยนแปลงขนาดและรูปรางอยางสมํ่ าเสมอ) จะมีการกระจายอยางสมํ่ าเสมอ ดังนั้น
+↑ = ∑F FRz z ;                  ∫ ∫=

A

dAdF  σ  

         
A
P

=σ (1-6)

เมื่อ σ  = คาเฉลี่ยของหนวยแรงตั้งฉากบนหนาตัดของแทงวัตถุ
P  = แรงตั้งฉากลัพธที่กระทํ าอยูบนหนาตัดของแทงวัตถุ
A  = พื้นที่หนาตัดของแทงวัตถุ
ในกรณีนี้ แรงในแนวแกน P  จะตองเปนแรงที่ผานจุด centroid ของหนาตัดของแทงวัตถุ เพื่อที่จะปองกันไมให

เกิดโมเมนตรอบแกน x   และแกน y   จากรูปที่ 1-10d
( )M MR x x= ∑ ;

∫∫∫ ===
AAA

dAydAydFy    0 σσ

( )M MR y y= ∑ ;

∫∫∫ ===
AAA

dAxdAxdFx    0 σσ

เนื่องจากภายใตการกระทํ าของแรง P  คาของหนวยแรงตั้งฉาก σ  จะมีคาไมเทากับศูนย ดังนั้น สมการทั้งสอง
นี้จะมีคาเทากับศูนยก็ตอเมื่อ

y dA
A

 =∫ 0

x dA
A

 =∫ 0

จากวิชา statics เราทราบมาแลววา จุดที่ y dA
A

 =∫ 0  และ x dA
A

 =∫ 0  นั้นคือจุด centroid ของหนาตัดของแทงวัตถุ  

ดังนั้น เราจะสรุปไดวา เพื่อที่จะปองกันไมใหเกิด โมเมนต รอบแกน x   และแกน y  แลว แรงในแนวแกน P  จะตองเปน
แรงที่ผานจุด centroid  ของหนาตัดของแทงวัตถุ

สมการที่ใชหาคาเฉลี่ยของหนวยแรงตั้งฉากนี้อาจจะนํ ามาใชในการวิเคราะหเสาส้ัน (short column) ดังที่แสดง
ในรูปที่ 1-11 ซึ่งถูกกระทํ าโดยแรงกดอัดในแนวแกน (axially compressive force) ได และใชในการวิเคราะหองคอาคาร
ของโครงสรางที่ดานทั้งสองขององคอาคารสอบทํ ามุมกันเล็กนอยได ถาองคอาคารของโครงสรางสอบเปนมุม 15% แลว สม
การ AP /=σ  จะใหคํ าตอบที่มีความผิดพลาดเพียง 2.2% เทานั้น เมื่อเปรียบเทียบกับคํ าตอบที่ถูกตองที่ไดมาจาก 
theory of elasticity
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รูปที่ 1-11

คาเฉล่ียของหนวยแรงตั้งฉากสูงสุด (Maximum Average Normal Stress)
ในกรณีที่แทงวัตถุถูกกระทํ าโดยแรงในแนวแกนจํ านวนหลายๆ แรง ที่ตํ าแหนงตางๆ ตามแนวแกนของแทงวัตถุ 

และในกรณีที่หนาตัดของแทงวัตถุมีการเปลี่ยนแปลงเปนชวงๆ ตามแนวแกนของแทงวัตถุนั้น คาเฉลี่ยของหนวยแรงตั้งฉาก
จะมีคาแตกตางกันตามแนวแกนของแทงวัตถุ ซึ่งเราจะออกแบบแทงวัตถุดังกลาวไดโดย

1. เขียนแผนภาพ axial force diagram ซึ่งแสดงการเปลี่ยนแปลงของแรง P  เทียบกับระยะ x  ในแนวแกน
ของแทงวัตถุดังกลาว โดยกํ าหนดใหแรงดึงมีคาเปนบวกและแรงกดอัดมีคาเปนลบ

2. หาคาของหนวยแรงที่เกิดขึ้นในแตละสวนของแทงวัตถุ
3. เปรียบเทียบคาหนวยแรงที่ได เพื่อหาคาหนวยแรงตั้งฉากสูงสุด
4. หาขนาดของแทงวัตถุโดยใชคาหนวยแรงตั้งฉากสูงสุด
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ตัวอยางที่ 1-3
จงหาคาหนวยแรงตั้งฉากเฉลี่ยสูงสุด (max. average normal stress) ที่เกิดขึ้นในแทงเหล็ก ซึ่งถูกกระทํ าโดยแรง

ในแนวแกน ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 1-3a กํ าหนดใหแทงเหล็กมีหนาตัดส่ีเหลี่ยมผืนผากวาง 35 mm  และหนา 10 mm

รูปที่ Ex 1-3
หา Internal Loading

จากโจทย แทงเหล็กมีหนาตัดที่คงที่ในชวง AB , BC , และ CD  แตเนื่องจากวาคาของแรงที่หนาตัดในชวง
เหลานี้มีคาไมเทากัน ดังนั้น คาหนวยแรงตั้งฉากที่เกิดขึ้นจะมีคาไมเทากัน

โดยใช method of section และแผนภาพ free-body diagram เราจะหาคาของแรงในแนวแกนในชวงตางๆ ของ
แทงเหล็กได ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 1-3b จากนั้น เมื่อนํ าคาของแรงในแนวแกนที่ไดมาเขียนแผนภาพ axial force diagram
เราจะไดแผนภาพ ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 1-3c
หา Average Normal Stress

จากแผนภาพ axial force diagram เราจะเห็นวา คาสูงสุดของแรงในแนวแกนมีคาเทากับ 30 kN  ซึ่งเกิดขึ้นใน
ชวง BC  ดังนั้น คาหนวยแรงตั้งฉากเฉลี่ยสูงสุดจะเกิดขึ้นในชวง BC  จะมีคาเทากับ
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    MPa 7.85
)m 010.0)(m 035.0(

N)10(30 3

===
A
PBC

BCσ                Ans.

ซึ่งเปนหนวยแรงดึง
รูปที่ Ex 1-3d แสดงการกระจายของหนวยแรงตั้งฉากดังกลาวในชวง BC  ของแทงเหล็ก
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ตัวอยางที่ 1-4
โคมไฟ ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 1-4a มีนํ้ าหนัก 80 kg  และถูกแขวนดวย rod AB  และ BC  ถากํ าหนดให rod

AB  และ BC  มีเสนผาศูนยกลาง 10 mm  และ 8 mm  ตามลํ าดับ จงหาหนวยแรงตั้งฉากเฉลี่ยที่เกิดขึ้นใน rod ทั้ง
สอง

รูปที่ Ex 1-4
หา Internal Loading

รูปที่ Ex 1-4b แสดงแผนภาพ free-body diagram ของโคมไฟดังกลาว โดยใชสมการความสมดุลของอนุภาค เรา
จะหาแรงที่เกิดขึ้นใน rod AB  และ BC  ไดดังนี้

Fx =∑ 0; F FBC BA
o( ) cos

4
5

60 0− =

Fy =∑ 0; F FBC BA
o( ) sin .

3
5

60 784 8 0− − = N

เมื่อทํ าการแกสมการ 2 ชั้นแลว เราจะได
N 2.395=BCF

N 4.632=BAF
จากกฎขอที่ 3 ของ Newton แรง FBA  และ FBC  ที่กระทํ าตอ rod AB  และ BC  จะเปนแรงดึงและจะมีคาคงที่ตลอด
ความยาวของ rod
หา Average Normal Stress

       MPa 86.7
)m 004.0(

N 2.395
2 ===

π
σ

BC

BC
BC A

F
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        MPa 05.8
)m 005.0(

N 4.632
2 ===

π
σ

AB

AB
AB A

F               Ans.

เราจะเห็นวา หนวยแรงตั้งฉากเฉลี่ยเกิดขึ้นใน rod AB  มีคาสูงกวาที่เกิดขึ้นใน rod BC  และการกระจายของหนวยแรง
ดังกลาวที่หนาตัดใดๆ ของ rod AB  จะมีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ Ex 1-4c

รูปที่ Ex 1-4d แสดงถึงสภาวะของหนวยแรงที่กระทํ าอยูบน element ของวัสดุ
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1.5 คาเฉล่ียของหนวยแรงเฉือนบนแทงวัตถุ (Average Shear Stress in a Bar)
พิจารณาแทงวัตถุที่ถูกกระทํ าโดยแรง P  ดังที่แสดงในรูปที่ 1-12a ถาจุดรองรับ (support) ของแทงวัตถุมีความ

แกรง (rigidity) สูงมากและเมื่อแรง P  มีคาเพิ่มมากขึ้นถึงจุดๆ หนึ่งแลว แทงวัตถุจะเกิดการวิบัติ (failure) โดยการเฉือน
ตามระนาบ AB  และระนาบ CD  ดังที่แสดงในรูป ซึ่งจากแผนภาพ free-body diagram ของแทงวัตถุ ดังที่แสดงในรูปที่ 
1-12b เราจะไดวา คาเฉลี่ยของหนวยแรงเฉือนที่กระจายอยูบนหนาตัดทั้งสองจะมีคาเทากับ

         
A
V

avg =τ (1-7)

เมื่อ avgτ  = คาเฉลี่ยของหนวยแรงเฉือน
V  = แรงเฉือนลัพธที่เกิดขึ้นที่หนาตัด (internal resultant shear force)
A  = พื้นที่หนาตัดของแทงวัตถุที่ถูกกระทํ าโดยแรงเฉือน V
การเฉือนที่เกิดขึ้นในลักษณะนี้มักจะถูกเรียกวา simple หรือ direct shear  เนื่องจากเปนการเฉือนที่เกิดจากการ

กระทํ าของแรง P  ตอแทงวัตถุโดยตรง

รูปที่ 1-12

โดยทั่วไปแลว simple shear มักจะเกิดขึ้นที่จุดเชื่อมตอแบบใชสลักเกลียว จุดเชื่อมตอแบบใชหมุด และจุดเชื่อม
ตอแบบใชกาว ซึ่งเราจะแบงแรงเฉือนบนจุดเชื่อมตอดังกลาวไดเปน 2 ประเภทคือ single shear และ double shear
Single Shear

เมื่อแผนเหล็กสองแผนถูกเชื่อมตอกันโดยสลักเกลียวและกาว ดังที่แสดงในรูปที่ 1-13a และ 1-13b ตามลํ าดับ
แลว เราจะเรียกจุดเชื่อมตอนี้วา single shear connections หรือจุดเชื่อมตอทาบ (lap joint)

ถาแผนเหล็กมีความหนานอยมากแลว moment ที่เกิดจากแรง P  ก็จะมีคานอยมากดวย จากแผนภาพ free-
body diagram ในรูปที่ 1-13c และ 1-13d  และจากสมการความสมดุลของแรงในแนวแกนของแผนเหล็ก เราจะไดวา แรง
เฉือน V  ที่เกิดขึ้นที่จุดเชื่อมตอ (connections) ดังกลาวจะมีคาเทากับแรงกระทํ า P  หรือ

V P=
และหนวยแรงเฉือนเฉลี่ยที่เกิดขึ้นที่สลักเกลียวหรือที่กาวจะหาไดจากสมการ

A
P

A
V

avg ==τ

เมื่อ  A =  พื้นที่หนาตัดของสลักเกลียวหรือพื้นที่ผิวของกาว
Double shear

ในกรณีที่แผนเหล็กสามแผนถูกเชื่อมตอกันโดยสลักเกลียวและกาว ดังที่แสดงตามรูปที่ 1-14a และ 1-14b ตาม
ลํ าดับแลว เราจะเรียกจุดเชื่อมตอนี้วา double shear connections จากแผนภาพ free-body diagram ในรูปที่ 1-14c และ
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1-14d จุดเชื่อมตอนี้จะถูกกระทํ าโดยแรงเฉือนในสองระนาบ (พื้นผิวดานบนและดานลาง ดังนั้น แรงเฉือน V  ที่เกิดขึ้นที่
จุดเชื่อมตอจะมีคาเทากับครึ่งหนึ่งของแรงกระทํ า P  หรือ

V P= / 2
และหนวยแรงเฉือนเฉลี่ยที่เกิดขึ้นที่สลักเกลียวหรือที่กาวจะหาไดจาก

A
P

avg 2
=τ

เมื่อ  A =  พื้นที่หนาตัดของสลักเกลียวหรือพื้นที่ผิวของกาว

รูปที่ 1-13

รูปที่ 1-14
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Pure Shear
พิจารณา cubic volume element ของแผนเหล็ก ซึ่งถูกตัดออกมาจากรอยเชื่อมตอแบบใชกาวและอยูบนพื้นผิว

ของหนาตัดที่มีหนวยแรงเฉือนเฉลี่ยกระทํ า ดังที่แสดงในรูปที่ 1-15 จากรูป เมื่อผิวดานบนของ cubic volume element นั้น
ถูกกระทํ าโดย avgτ  เนื่องจากแรงในแนวแกน P  แลว ผิวดานขางอีกสามดานของ cubic volume element จะตองมี
หนวยแรงเฉือนเฉลี่ยกระทํ าอยูดวย เพื่อกอใหเกิดสมดุลของแรงและโมเมนตบน element ดังกลาว แรงเฉือนที่เกิดขึ้นใน
ลักษณะนี้มักจะถูกเรียกวา pure shear

รูปที่ 1-15
Stresses on Inclined Section

ใน section ที่ผานมาเราไดศึกษาเกี่ยวกับหนวยแรงตั้งฉากที่เกิดขึ้นบนหนาตัดของแทงวัตถุ ซึ่งถูกกระทํ าโดยแรง
ในแนวแกน โดยที่หนาตัดดังกลาวจะตั้งฉากกับแนวแกนของแทงวัตถุ อยางไรก็ตาม ถาหนาตัดของแทงวัตถุทํ ามุม θ  กับ
แนวแกนของแทงวัตถุ ดังที่แสดงในรูปที่ 1-16a แลว หนวยแรงที่เกิดขึ้นบนหนาตัดดังกลาวจะมีทั้งหนวยแรงตั้งฉากและ
หนวยแรงเฉือน

P P

y

x
θ

n

(a)

P
P

N

V

 θ

   (b)

 A1 = A/cos θ

รูปที่ 1-16

พิจารณาแผนภาพ free-body diagram ของแทงวัตถุ ซึ่งมีพื้นที่หนาตัด A  และถูกกระทํ าโดยแรงในแนวแกน
P  ดังที่แสดงในรูปที่ 1-16b โดยใชสมการความสมดุลและการแตก vector เราจะหาแรงตั้งฉาก N  และแรงเฉือน V  ที่
เกิดขึ้นบนหนาตัดของแทงวัตถุทํ ามุม θ  กับแนวแกนของแทงวัตถุไดในรูป

θcosPN =
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θsinPV =
และหนวยแรงตั้งฉาก θσ  และหนวยแรงเฉือน θτ  ที่เกิดขึ้นบนหนาตัดดังกลาว ซึ่งพื้นที่หนาตัดเทากับ θcos/A  จะอยู
ในรูปของสมการ

θ
θ

σθ
2cos

cos/ A
P

A
N

==

θθ
θ

τθ cossin
cos/ A

P
A

V
==

รูปที่ 1-17

จาก trigonometry เราทราบมาแลววา )2cos1(
2
1cos2 θθ +=  และ )2(sin

2
1cossin θθθ =  และ

กํ าหนดให APx /=σ  ซึ่งเปนหนวยแรงตั้งฉากในแนวแกนของแทงวัตถุ ดังนั้น เราจะเขียนสมการของหนวยแรงตั้งฉาก
θσ  และหนวยแรงเฉือน θτ  ไดใหมเปน

)2cos1(
2

cos2 θ
σ

θσσθ +== x
x

θσθθστθ 2sincossin xx ==

จากสมการทั้งสอง เราจะเห็นไดวา คาของ θσ  และ θτ  จะเปน function ของมุม θ  โดยที่คาสูงสุดของ θσ  จะ
เกิดขึ้นเมื่อมุม o0=θ  ซึ่งมีคาเทากับ xσ  และคาสูงสุดของ θτ  จะเกิดขึ้นเมื่อมุม o45=θ  ซึ่งมีคาเทากับ 2/xσ
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ตัวอยางที่ 1-5
กํ าหนดใหแทงเหล็ก ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 1-5a มีหนาตัดเปนรูปส่ีเหลี่ยมดานเทาและมีความกวางและความหนา

เทากับ 40 mm  เมื่อแทงเหล็กถูกกระทํ าโดยแรงในแนวแกนขนาด 800 N  ผานจุด centroid ของหนาตัดของแทงเหล็ก
แลว จงหาคาเฉลี่ยของหนวยแรงตั้งฉากและคาเฉลี่ยของหนวยแรงเฉือนที่

a.) หนาตัด a a−

b.) หนาตัด b b−

รูปที่ Ex 1-5

a.) หาคาเฉลี่ยของหนวยแรงตั้งฉากและคาเฉลี่ยของหนวยแรงเฉือนที่หนาตัด a a−

หา Internal Loading
จากแผนภาพ free-body diagram ของแทงเหล็กที่หนาตัด a a−  ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 1-5b เราจะไดวา แรง

ภายในที่เกิดขึ้นที่หนาตัดดังกลาวเปนแรงตั้งฉากซึ่งมีคาเทากับ 800 N
หา Average Stresses

คาเฉลี่ยของหนวยแรงตั้งฉาก

kPa 500
)m 04.0)(m 04.0(

N 800
===

A
P

σ                Ans.

เนื่องจากหนวยแรงตั้งฉากที่หนาตัด a a−  มีคาเทากับศูนย ดังนั้น
0=avgτ                Ans.

การกระจายของหนวยแรงตั้งฉากบนหนาตัด a a−  มีลักษณะดังที่แสดงในรูป (c)
a.) หาคาเฉลี่ยของหนวยแรงตั้งฉากและคาเฉลี่ยของหนวยแรงเฉือนที่หนาตัด b b−

หา Internal Loading
จากแผนภาพ free-body diagram ของ bar ที่หนาตัด b b−  ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 1-5d เราจะหาคาของแรงตั้ง

ฉาก ( N ) และแรงเฉือน (V ) ที่เกิดขึ้นที่หนาตัดดังกลาวไดจากสมการความสมดุล
Fx =∑ 0;

0N 80060cos60sin =−+ oo VN
Fy =∑ 0;

060sin60cos =+− oo VN
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เมื่อทํ าการแกสมการสองชั้นแลว
N 400          N 8.692 == VN

หา Average Stresses
ในกรณีนี้ หนาตัด b b−  จะมีความลึกเทากับ mm 19.4660sin/mm 40 =o  ดังนั้น คาเฉลี่ยของหนวย

แรงตั้งฉากจะมีคาเทากับ

kPa 375
)m 04619.0)(m 04.0(

N 8.692
===

A
N

σ                Ans.

และคาเฉลี่ยของหนวยแรงเฉือนจะมีคาเทากับ

kPa 217
)m 04619.0)(m 04.0(

N 400
===

A
V

avgτ                Ans.

การกระจายของหนวยแรงตั้งฉากบนหนาตัด b b−  มีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ Ex 1-5e
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1.6 แรงที่ยอมใหและหนวยแรงที่ยอมให (Allowable Load and Allowable Stress)
โดยทั่วไปแลว เราจะตองพิจารณาถึงปจจัยตางๆ ตอไปนี้ในการออกแบบโครงสราง: กํ าลัง (strength) ของโครง

สราง; หนาที่และการใชงาน (functionality) ของโครงสราง; รูปรางและลักษณะ (appearance) ของโครงสราง; ความ
ประหยัด (economics) ในการกอสรางและบํ ารุงรักษา; และส่ิงแวดลอม (environment)

ในวิชานี้ กํ าลังของโครงสรางจะเปนปจจัยหลักในการออกแบบโครงสราง โดยโครงสรางจะถูกออกแบบใหมีกํ าลัง
หรือหนวยแรงที่ยอมให (allowable stress) มากกวา หนวยแรงที่คาดวาจะเกิดขึ้นเนื่องจากแรงกระทํ าตอโครงสราง

โดยทั่วไปแลว หนวยแรงที่ยอมให (allowable stress) คือ คาของหนวยแรงที่ทํ าใหวัสดุของโครงสรางเกิดการวิบัติ 
(failure stress) หารดวยสวนความปลอดภัย F.S. (factor of safety) หรือ

    
F.S.

fail
allow

σ
σ = (1-8)

     
.F.S.

fail
allow

τ
τ = (1-9)

ถาแรงที่กระทํ าตอโครงสรางมีความสัมพันธเปนเสนตรง (linear relationship) กับหนวยแรงที่เกิดขึ้นในโครงสราง
แลว เราจะหาแรงที่ยอมให (allowable load) กระทํ าตอโครงสรางไดโดยใชคาของ allowable stress ยกตัวอยางเชน เมื่อ 

AP σ=  และ AV avgτ=  เปนตน แลว จากสมการที่ 1.8 และ 1.9 แรงที่ยอมให (allowable load) จะอยูในรูป

   P
P

allow
fail

=
F.S.

            (1-10)
เหตุผลที่ตองใชคา allowable stress หรือ allowable load ในการออกแบบโครงสรางแทนคาแรงและคาหนวย

แรงที่ทํ าใหวัสดุเกิดการวิบัติมีดังนี้
1. เพื่อปองกันการวิบัติโครงสราง เมื่อโครงสรางถูกกระทํ าโดยแรงที่มีคามากกวาที่ใชในการออกแบบ เชน แรงที่

เกิดจากแผนดินไหว เปนตน
2. เพื่อทดแทนความผิดพลาดที่อาจจะเกิดขึ้นในการกอสราง (construction)
3. เพื่อชดเชยสวนของโครงสรางที่อาจจะเกิดการเสื่อมสภาพเนื่องจากการกัดเซาะ (weathering) การผุกรอน 

(corrosion) และการยอยสลาย ในชวงอายุการใชงานของโครงสราง
4. เพื่อทดแทนตอความแปรผัน (variations) ของคุณสมบัติทางกล (mechanical properties) ของวัสดุที่ใชทํ า

โครงสราง เชน เมื่อวัสดุที่ใชมีความบกพรอง (defects) ขนาดเล็กๆ ภายในวัสดุ ซึ่งทํ าใหมีคุณสมบัติทางกล
ของวัสดุมีคาตํ่ ากวาที่ใชในการออกแบบ เปนตน

คาของสวนความปลอดภัยที่จะนํ ามาใชนั้นจะขึ้นอยูกับประสบการณที่ไดเรียนรูโดยตรงหรือโดยออมจากพฤติ
กรรมของโครงสรางที่มีลักษณะเดียวกันหรือคลายคลึงกันกับโครงสรางที่กํ าลังออกแบบอยู คาที่เลือกใชนั้นตองมีคามากพอ
ที่จะปองกันไมใหเกิดการวิบัติของโครงสรางเนื่องจากสาเหตุตางๆ ตามที่ไดกลาวไปแลว และจะตองมีคาที่ไมสูงมากจนเกิน
ไปเพราะจะทํ าใหโครงสรางมีราคาแพงจนเกินไป โดยทั่วไปแลว คาสวนความปลอดภัยมักจะถูกกํ าหนดไวในมาตรฐานการ
ออกแบบตางๆ โดยที่คาสวนความปลอดภัยที่ใชการออกแบบอาคารที่พักอาศัยจะมีคาประมาณ 2.0 ในการออกแบบเครื่อง
บินจะมีคาประมาณ 1.1 ถึง 1.3 และในการออกแบบโรงงานที่ใชพลังงานนิวเคลียรจะมีคาประมาณ 3.0
1.7 การออกแบบจุดเช่ือมตออยางงาย (Design of Simple Connection)

รูปที่ 1-18 แสดงลักษณะตางๆ ของการวิบัติที่อาจจะเกิดขึ้นไดในจุดเชื่อมตออยางงาย ซึ่งจะแบงออกไดเปน 4 
แบบคือ
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1. การวิบัติที่สลักเกลียวแบบ single shear ดังที่แสดงในรูปที่ 1-18a และการวิบัติที่สลักเกลียวแบบ double 
shear ดังที่แสดงในรูปที่ 1-18e

2. การวิบัติที่แผนเหล็กเนื่องจากแรงดึง ดังที่แสดงในรูปที่ 1-18b
3. การวิบัติที่แผนเหล็กเนื่องจากหนวยแรงแบกทาน (bearing stress) ซึ่งจะทํ าใหเกิดการยูขึ้นที่จุดเชื่อมตอ ดัง

ที่แสดงในรูปที่ 1-18c
4. การวิบัติที่แผนเหล็กเนื่องจากการเฉือน ดังที่แสดงในรูปที่ 1-18d
ในการออกแบบจุดเชื่อมตอดังกลาว เราจะตองปองกันไมใหเกิดการวิบัติขางตน ภายใตการกระทํ าของแรงที่ใชใน

การออกแบบ

รูปที่ 1-18

จากสมการของคาเฉลี่ยของหนวยแรงตั้งฉากและหนวยแรงเฉือนที่เราไดศึกษามาแลวนั้น เราจะทํ าการออกแบบ
จุดเชื่อมตอได ดังตอไปนี้

ในการออกแบบองคอาคารของโครงสรางที่รับแรงดึง P  เชน tow bar และชิ้นสวนของโครงขอหมุน เปนตน ดังที่
แสดงตามรูปที่ 1-19  นั้น พื้นที่หนาตัดขององคอาคารดังกลาวจะหาไดจากสมการ

         
allow

PA
σ

=             (1-11)

เมื่อ allowσ  เปน allowable normal stress ของชิ้นสวนของโครงสรางดังกลาว

รูปที่ 1-19
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ในการออกแบบองคอาคารของโครงสรางที่ถูกเชื่อมตอโดยสลักเกลียว (bolt) และถูกกระทํ าโดยแรงดึงหรือแรงกด
อัดในแนวแกนผานจุดศูนยกลางของสลักเกลียว เชน single shear connection ดังที่แสดงตามรูปที่ 1-20a เปนตน นั้น เริ่ม
ตน เราจะทํ าการเขียนแผนภาพ free-body diagram ของแผนเหล็กและสลักเกลียว ดังที่แสดงตามรูปที่ 1-20b จากนั้น พื้น
ที่หนาตัดของสลักเกลียวที่จะตองใชในการรับแรงเฉือน V  ที่เกิดจากแรงดึง P  จะหาไดจากสมการ

        
allow

VA
τ

=             (1-12)

เมื่อ allowτ  เปน allowable shear stress ของสลักเกลียวดังกลาว

รูปที่ 1-20

สลักเกลียวในจุดเชื่อมตอนี้ทํ าหนาที่เปนตัวถายแรงจากแผนเหล็กแผนหนึ่งไปยังแผนเหล็กอีกแผนหนึ่ง ซึ่งในการ
ถายแรงนี้ สลักเกลียวจะกดอัดแผนเหล็กและจะทํ าใหใหเกิดแรง P  กระทํ าตอรูเจาะของแผนเหล็ก โดยที่หนวยแรงที่เกิด
จากแรงดังกลาวจะถูกเรียกวา หนวยแรงแบกทาน (bearing stress) หรือ bσ  ดังที่แสดงในรูปที่ 1-21 และพื้นที่สัมผัสของ
สลักเกลียวกับแผนเหล็กจะมีคาเทากับความหนาของแผนวัตถุ ( t ) คูณกับเสนผาศูนยกลางของสลักเกลียว ( db ) ถา
สมมุติให bearing stress มีการกระจายอยางสมํ่ าเสมอแลว ความหนาของแผนวัตถุที่จะใชในการรองรับ bearing stress
จะหาไดจากสมการ

allowbbd
Pt

)(σ
=

เมื่อ allowb )(σ  เปน allowable bearing stress ของแผนวัตถุ
Bearing stress นอกจากจะเกิดขึ้นในจุดเชื่อมตอแบบใชสลักเกลียวแลว ยังเกิดขึ้นที่จุดที่โครงสรางเชื่อมตอเขา

กับฐานรากดวย ดังที่แสดงในรูปที่ 1-22 จากรูป เราจะเห็นไดวา แรงกดอัดที่กระทํ าตอเสาจะถายลงมาสูแผนเหล็กที่รองรับ
เสาและแผนเหล็กดังกลาวจะทํ าหนาที่เปนตัวถายและกระจายแรงใหกระทํ าตอฐานรากคอนกรีต (concrete) อีกชั้นหนึ่ง ถา
สมมุติให bearing stress ที่เกิดขึ้นที่ฐานรากคอนกรีตและแผนเหล็กมีการกระจายอยางสมํ่ าเสมอแลว พื้นที่ของแผนเหล็ก
ที่จะใชในการรองรับ bearing stress จะหาไดจากสมการ
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allowb

PA
)(σ

=

เมื่อ allowb )(σ  เปน allowable bearing stress ของฐานรากคอนกรีต

รูปที่ 1-21

รูปที่ 1-22
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ในการออกแบบองคอาคารของโครงสรางที่ถูกกระทํ าโดยแรงในแนวแกนซึ่งทํ าใหเกิดแรงเฉือนที่จุดเชื่อมตอ  เชน
แทงเหล็กที่ฝงอยูในผนังคอนกรีตและถูกกระทํ าโดยแรงดึงในแนวแกน P  ดังที่แสดงตามรูปที่ 1-23a เปนตน นั้น เริ่มตน
เราจะเขียนแผนภาพ free-body diagram ของแทงเหล็กดังกลาว ดังที่แสดงในรูปที่ 1-23b จากนั้น พื้นที่ซึ่งจะตองใชในการ
รับแรงเฉือนที่เกิดขึ้นจากแรงดึง P  บนแทงเหล็กจะหาไดจากสมการ

allow

PA
τ

=

allow

Pld
τ

π =)(

และความยาวตํ่ าสุดของแทงเหล็กที่จะตองฝงอยูในกํ าแพงหาไดจากสมการ

allowd
Pl
τπ

=

รูปที่ 1-23
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ตัวอยางที่ 1-6
กํ าหนดให hanger มีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ Ex 1-6 โดยที่ชิ้นสวนดานบนของ link ABC  มีความหนา 9

mm  และชิ้นสวนดานลาง (ซึ่งมีความหนาแผนละ 6 mm ) ถูกยึดติดเขากับช้ินสวนดานบนของ link โดยใช epoxy resin
เปนความยาว 40 mm  ที่จุด B  นอกจากนั้นแลว กํ าหนดใหหมุดที่ A  มีเสนผาศูนยกลาง 9 mm  และหมุดที่ B  มีเสน
ผาศูนยกลาง 6 mm  จงหา

a.) หนวยแรงเฉือนที่หมุด A
b.) หนวยแรงเฉือนที่หมุด C
c.) หนวยแรงตั้งฉากสูงสุดที่เกิดขึ้นใน link ABC
d.) หนวยแรงเฉือนเฉลี่ยที่เกิดขึ้นที่พื้นผิวที่ชิ้นสวนดานบนของ link ABC  ถูกยึดติดกับช้ินสวนดานลาง โดย

epoxy resin
e.) bearing stress ที่เกิดขึ้นใน link ที่จุด C

รูปที่ Ex 1-6

หาขนาดของแรงในแนวแกนที่เกิดขึ้นใน link
จากรูปของ hanger เราจะเห็นไดวา link ABC  เปน two-force member และจุดรองรับ D  เปนหมุด ดังนั้น

เราจะเขียนแผนภาพ free-body diagram ของ hanger ไดดังที่แสดง จากสมการความสมดุลของ moment ที่จุด D   เรา
จะได

M D =∑ 0; FAC ( ) ( )240 2400 360 0 mm  N  mm− =

FAC = 3600 N

a.) หาหนวยแรงเฉือนที่หมุด A
เนื่องจากหมุด A  ซึ่งมีเสนผาศูนยกลาง 9 mm  ถูกกระทํ าโดย single shear ดังนั้น

MPa 6.56
)mm 2/9(

N 3600
2 ===

π
τ

A
FAC

A                Ans.
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b.) หาหนวยแรงเฉือนที่หมุด C
เนื่องจากหมุด C  ซึ่งมีเสนผาศูนยกลาง 6 mm  ถูกกระทํ าโดย double shear ดังนั้น

MPa 7.63
)mm 2/6(

N 1800)2/(
2 ===

π
τ

A
FAC

C                Ans.

c.) หาหนวยแรงตั้งฉากสูงสุดที่เกิดขึ้นใน link ABC
หนวยแรงตั้งฉากสูงสุดจะเกิดขึ้นที่หนาตัดที่มีพื้นที่นอยที่สุดใน link ABC  ซึ่งคือหนาตัดที่จุด A  ที่มีรูหมุด

ขนาด 9 mm  ดังนั้น

MPa 05.19
mm 189

N 3600
mm) 9-mm mm)(30 (9

N 3600
2 ====

net

AC
A A

F
σ                Ans.

d.) หนวยแรงเฉือนเฉลี่ยที่จุดเช่ือมตอโดย epoxy resin
เนื่องจาก epoxy resin ยึดชิ้นสวนดานบนของ link ทั้งสองดาน ดังนั้น แรงเฉือนที่เกิดขึ้นบนแตละดานมีคาเทากับ

N 18002/)N 3600( =   และ

MPa 50.1
)mm 40)(mm 30(

N 18001 ===
A
F

Bτ                Ans.

e.) bearing stress ที่เกิดขึ้นใน link ที่จุด C
แตละสวนของชิ้นสวนดานลางของ link จะรองรับแรง F1 1800=  N  และ nominal bearing area ของแตละ

สวนของชิ้นสวนมีคาเทากับ ( )( )6 6 36 2 mm  mm  mm=

MPa 0.50
mm 36

N 1800
2

1 ===
A
F

bσ                Ans.
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ตัวอยางที่ 1-7
คาน AB  ซึ่งมีความแกรงสูงมากถูกเชื่อมตอกับ rod ที่จุด B  ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 1-7a และมีจุดรองรับอีกดาน

หนึ่งที่ A  จุดรองรับที่ A  เปนหมุดแบบ double shear connection และจุดเชื่อมตอที่ B  เปนหมุดแบบ single shear
connection ถากํ าหนดใหหมุดมี allowable shear stress MPa 85=allowτ  และให rod BC  มี allowable tensile
stress MPa 110)( =allowtσ  จงหาเสนผาศูนยกลางของหมุดที่จุด A  และจุด B  และเสนผาศูนยกลางของ rod
BC

รูปที่ Ex 1-7

จากรูปที่ Ex 1-7a เราจะเห็นไดวา rod BC  เปน two-force member ดังนั้น เราจะเขียนแผนภาพ free-body
diagram ของคาน AB  ไดดังที่แสดงในรูปที่ Ex 1-7b

โดยใชสมการความสมดุล เราจะหาคาของแรงปฏิกริยาที่จุด A  และจุด B  ไดดังที่แสดงในรูปที่ Ex 1-7b และ
แรงปฏิกริยาลัพธที่จุด A  จะมีคาเทากับ

kN 240.14)kN 5()kN 333.13( 2222 =+=+= AyAxA RRR

หาเสนผาศูนยกลางที่มีคานอยที่สุดของหมุดที่จุด A  และจุด B
รูปที่ Ex 1-7c แสดงแผนภาพ free-body diagram ของหมุดที่จุด A  และจุด B  โดยที่หมุดที่จุด A  เปน

double shear connection
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kN 120.7
2

kN 240.14
2

=== A
A

RV

และหมุดที่จุด B  เปน single shear connection
kN 667.16== BB RV

ดังนั้น

)
4

(m )10(76.83
kN/m )10(85
kN 120.7 2

26
23

A

allow

A
A

dVA π
τ

==== −

     mm 4.10=Ad  Ans.

)
4

(m )10(1.196
kN/m )10(85

kN 667.16 2
26

23
B

allow

B
B

dVA π
τ

==== −

     mm 8.15=Bd            Ans.
หาเสนผาศูนยกลางที่มีคานอยที่สุดของ rod BC

)
4

(m )10(52.151
kN/m )10(110
kN 667.16

)(

2
26

23
BC

allowt
BC

dPA π
σ

==== −

     mm 9.13=BCd            Ans.
โดยทั่วไปแลว คาเสนผาศูนยกลางของหมุดที่หามาไดจะไมมีขายในทองตลาด ดังนั้น เราจะตองเลือกใชหมุดที่มี

เสนผาศูนยกลางที่ใหญกวาที่คํ านวณได เชน
mm 12=Ad
mm 16 =Bd
mm 14=BCd

เปนตน
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ตัวอยางที่ 1-8
กํ าหนดให bar AB  ซึ่งมีความแกรงสูงมากถูกรองรับโดย steel rod ที่มีเสนผาศูนยกลาง 20 mm  ที่จุด A

และ aluminum block ที่มีพื้นที่หนาตัด 1800 mm2  ที่จุด B  ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 1-8a นอกจากนั้นแลว กํ าหนดใหหมุด
ที่จุด A  และ C  เปนหมุดแบบ single shear connection มีเสนผาศูนยกลาง 18 mm  และถาใหหนวยแรงวิบัติ (failure
stress) ของ steel และ aluminum มีคาเทากับ MPa 680)( =failstσ  และ MPa 70)( =failalσ  ตามลํ าดับ และ
ใหหนวยแรงเฉือนวิบัติ (failure shear stress) ของหมุนแตละตัวมีคาเทากับ MPa 900=failτ  จงหาคาแรง P  ที่มาก
ที่สุดที่สามารถกระทํ าตอโครงสรางโดยไมเกิดการวิบัติ เมื่อสวนความปลอดภัย (factor of safety) มีคาเทากับ

F.S.= 2.0

รูปที่ Ex 1-8

หาคาของหนวยแรงที่ยอมให (allowable stresses)

MPa 340
2
MPa 680

F.S.
)(

)( === failst
allowst

σ
σ

MPa 35
2
MPa 70

F.S.
)(

)( === failal
allowal

σ
σ

MPa 450
2
MPa 900

F.S.
=== fail

allow

τ
τ

หาคาแรง P  ที่มากที่สุดที่สามารถกระทํ าตอโครงสรางโดยไมเกิดการวิบัติ
เราจะเขียนแผนภาพ free-body diagram ของ bar AB  ไดดังที่แสดงในรูปที่ Ex 1-8b และเราจะหาความ

สัมพันธของแรงกระทํ า P  กับแรงปฏิกริยา FAC  และ FB  ไดโดยใชสมการความสมดุล
M B =∑ 0; P FAC( . ) ( )125 2 0 m  m− = (1)
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M A =∑ 0; F PB ( ) ( . )2 0 75 0 m  m− = (2)

แรง P  ที่มากที่สุดที่ rod AC  จะสามารถรับไดโดยไมเกิดการวิบัติ

kN 8.106       
])m 01.0([N/m )10(340       

)()(
226

=
=

=

π

σ ACallowstAC AF

จากสมการ (1) เราจะได

P = =
( . )( )

.
1068 2

125
171

 kN  m
 m

 kN

แรง P  ที่มากที่สุดที่ aluminum block จะสามารถรับไดโดยไมเกิดการวิบัติ

kN 0.63     
]mm/m )10(mm 1800[N/m )10(35     

)()(
226-226

=
=

= BallowalB AF σ

จากสมการ (2) เราจะได

P = =
( . )( )

.
630 2

0 75
168

 kN  m
 m

 kN

แรง P  ที่มากที่สุดที่หมุดที่จุด A  หรือ C  จะสามารถรับไดโดยไมเกิดการวิบัติ
kN 5.114])m 009.0([N/m )10(450 226 ==== πτ AFV allowAC

จากสมการ (1) เราจะได

kN 183
m 25.1

)m 2)(kN 5.114(
==P

โดยการเปรียบเทียบ เราจะเห็นไดวา เมื่อแรง P  มีคาเพิ่มขึ้นเรื่อยๆ จากศูนยแลว aluminum block จะเกิดการ
วิบัติกอน rod AC  และหมุดที่จุด A  และจุด C  ดังนั้น คาแรง P  ที่มากที่สุดที่กระทํ าตอโครงสรางโดยที่โครงสรางไม
เกิดการวิบัติจะมีคาเทากับ 168 kN                           Ans.
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แบบฝกหัดทายบทที่ 1
1-1 กํ าหนดใหโคมไฟมีนํ้ าหนัก N 220  ถูกแขวนโดยเสนลวด 3 เสน ซึ่งเชื่อมตอกันโดยใชแหวนที่จุด A  ดังที่แสดงในรูป
ที่ Prob. 1-1 จงหาคามุม θ  ที่ทํ าใหหนวยแรงตั้งฉากเฉลี่ย (average normal stress) ในเสนลวด AC  เปนสองเทาของ
หนวยแรงตั้งฉากเฉลี่ยในเสนลวด AD  และจงหาคาหนวยแรงตั้งฉากเฉลี่ยที่เกิดขึ้นในเสนลวดทั้งสอง

รูปที่ Prob. 1-1

1-2 กํ าหนดใหโครงขอหมุน (truss) มีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 1-2 จงหาหนวยแรงตั้งฉากเฉลี่ยที่เกิดขึ้นในชิ้นสวน
ตางๆ ของโครงขอหมุนพรอมทั้งระบุดวยวาเปนหนวยแรงดึงหรือหนวยแรงกดอัด เมื่อโครงขอหมุนมีพื้นที่หนาตัดดังตอไปนี้  

2mm 960=ABA , 2mm 516=BCA , และ 2mm 385=ACA

รูปที่ Prob. 1-2

1-3 ชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอหมุน ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 1-3 มีพื้นที่หนาตัดเทากับ 2mm 806  ถากํ าหนดใหหนวยแรง
ตั้งฉากเฉลี่ยที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนใดๆ ของโครงขอหมุนมีคาไดไมเกิน MPa 140  จงหาคาแรง P  สูงสุด

รูปที่ Prob. 1-3
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1-4 กํ าหนดให frame ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 1-4 จงหาคานํ้ าหนักบรรทุกแผกระจาย w  สูงสุดที่ไมทํ าใหหนวยแรงตั้ง
ฉากเฉลี่ย (average normal stress) และหนวยแรงเฉือนเฉลี่ย (average shear stress) ที่หนาตัด bb −  มีคาไดไมเกิน 

MPa 15  และ MPa 16  ตามลํ าดับ ถาชิ้นสวน CB  มีหนาตัดส่ีเหลี่ยมจตุรัสขนาด mm 35

รูปที่ Prob. 1-4

1-5 คาน ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 1-5 ถูกรองรับโดยหมุดที่ A  และแทงเหล็ก BC  จงหาคาของแรง P  สูงสุดที่ทํ าให
หนวยแรงเฉือนเฉลี่ยในหมุดที่จุดเชื่อมตอมีคาไมเกิน MPa 80  ถาหมุดมีเสนผาศูนยกลาง mm 18

รูปที่ Prob. 1-5

1-6 กํ าหนดใหโครงขอหมุนถูกแรงกระทํ า ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 1-6 จงหาพื้นที่หนาตัดของชิ้นสวน BC  ถาหนวยแรงตั้ง
ฉากที่ยอมให (allowable normal stress) มีคาเทากับ MPa 165

รูปที่ Prob. 1-6

1-7 จงหาพื้นที่หนาตัดของชิ้นสวน BC  และเสนผาศูนยกลางของหมุด A  และหมุด B  ของโครงสราง ดังที่แสดงในรูปที่ 
Prob. 1-7 ถา 21=allowσ MPa  และ 28=allowτ MPa



Mechanics of  Materials 1-40

รูปที่ Prob. 1-7

1-8 โครงสรางเหล็กดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 1-8 รองรับนํ้ าหนักบรรทุกแผกระจายคงที่ (uniformly distributed load)
N/m 750=w  จงหาสวนความปลอดภัย (factor of safety) ของแทงเหล็ก BC  หมุดที่จุด B  และหมุดที่จุด C  ถา

เหล็กมี MPa 250=yσ  และ MPa 125=yτ  กํ าหนดใหแทงเหล็ก BC  มีเสนผาศูนยกลาง mm 10  และหมุดที่
จุด B  และหมุดที่จุด C  มีเสนผาศูนยกลาง mm 5.7

รูปที่ Prob. 1-8

1-9 ถาหนวยแรงเฉือนที่ยอมให (allowable shear stress) ของหมุดเหล็กขนาดเสนผาศูนยกลาง mm 5.7 ที่จุด A  จุด 
B  และจุด C  ของโครงสรางเหล็ก ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 1-8 มีคาเทากับ MPa 85=allowτ  และหนวยแรงตั้งฉากที่
ยอมให (allowable normal stress) ของแทงเหล็ก BC  ขนาดเสนผาศูนยกลาง mm 10  มีคาเทากับ  150=allowσ

MPa จงหาคานํ้ าหนักบรรทุกแผกระจายคงที่สูงสุดที่ยอมใหกระทํ ากับโครงสราง
1-10 โครงสรางเหล็กดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 1-8 รองรับนํ้ าหนักบรรทุกแผกระจายคงที่ (uniformly distributed load)

kN/m 0.1=w  ถาเหล็กมี MPa 250=yσ  และ MPa 125=yτ  จงหาเสนผาศูนยกลางของแทงเหล็ก BC  และ
สลักที่จุด B  และจุด C  เมื่อสวนความปลอดภัย (factor of safety) มีคาเทากับ 2.0
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บทที่ 2
ความเครียด (Strain)

เรียบเรียงโดย  ดร. สิทธิชัย แสงอาทิตย

2.1 การเปลี่ยนรูปราง (Deformation)
วัตถุจะถูกเรียกวา วัตถุที่สามารถเปลี่ยนแปลงรูปรางได (deformable body) เมื่ออนุภาคในวัตถุนั้นมีการเปลี่ยน

ตํ าแหนงเกิดขึ้นภายใตการกระทํ าของแรง ในทางตรงกันขาม วัตถุจะถูกเรียกวา วัตถุแกรง (rigid body) เมื่ออนุภาคในวัตถุ
นั้นไมมีการเปลี่ยนตํ าแหนงเกิดขึ้นเลย ภายใตการกระทํ าของแรง

เมื่อ deformable body ถูกกระทํ าโดยแรงแลว วัตถุนั้นจะเกิดการเปลี่ยนแปลงรูปราง (deformation) ขึ้น ดังที่
แสดงในรูปที่ 2-1 ขนาดของการเปลี่ยนแปลงรูปรางจะขึ้นอยูกับคาความแกรงของวัสดุที่ใชทํ าวัตถุนั้น ซึ่งอาจจะมีคาสูงมาก
ในกรณีของแผนยางหรืออาจจะมีคานอยมากในกรณีของแทง concrete หรือแทงเหล็ก

รูปที่ 2-1

การเปลี่ยนตํ าแหนง (displacement) ของอนุภาคสองอนุภาคในวัตถุจากตํ าแหนงหนึ่งไปยังอีกตํ าแหนงหนึ่งเปน
ปริมาณ vector ดังนั้น ในการหาคาการเปลี่ยนตํ าแหนงของอนุภาค เราจะตองทํ าการวัดทั้งการเปลี่ยนแปลงของความยาว
ของเสนที่เชื่อมระหวางอนุภาคที่เราสนใจและมุมที่เสนนั้นเปลี่ยนไปจากเดิม ดังที่แสดงตามรูปที่ 2-2

รูปที่ 2-2
2.2 ความเครียด (Strain)

เชนเดียวกับในกรณีของหนวยแรง (stress) ความเครียด (strain) จะถูกแบงออกไดเปน 2 ประเภทคือ 
ความเครียดตั้งฉาก (normal strain) และความเครียดเฉือน (shear strain) ตามลักษณะการเปลี่ยนแปลงรูปรางของวัตถุ
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ความเครียดตั้งฉาก (normal strain) หรือ ε
ความเครียดตั้งฉากเปนการยืดตัว (elongation) หรือการหดตัว (contraction) ของสวนของเสนตรงที่เชื่อม

อนุภาค 2 อนุภาคที่เราสนใจบนวัตถุตอหนึ่งหนวยความยาวของสวนของเสนตรงนั้น ภายใตการกระทํ าของแรง
พิจารณาเสนตรง AB  บนวัตถุที่ยังไมมีการเปลี่ยนแปลงรูปราง ดังที่แสดงในรูปที่ 2-3 เสนตรงนี้อยูในแนวแกน 

n  และมีความยาวเริ่มตน ∆s  ภายหลังจากที่วัตถุถูกกระทํ าโดยแรงและมีการเปลี่ยนแปลงรูปรางเกิดขึ้นแลว จุด A  และ
จุด B  จะเคลื่อนที่ไปอยูที่จุด ′A  และจุด ′B  ตามลํ าดับ และเสนตรงดังกลาวจะกลายเปนเสนโคงที่มีความยาว ∆ ′s
จากนิยามของความเครียดตั้งฉาก สมการของคาเฉลี่ยของความเครียดตั้งฉากจะเขียนไดในรูป

ε avg

s s
s

=
′ −∆ ∆
∆

(2-1)
ถาตํ าแหนงของจุด B  เล่ือนเขามาชิดจุด A  เรื่อยๆ จนกระทั่งความยาวเริ่มตน ∆s  ระหวางจุดทั้งสองนี้มีคาเขา

ใกลศูนยแลว ความยาวระหวางจุด ′A  และจุด ′B  ก็จะมีคาเขาใกลศูนยดวย แตคา limit ของอัตราสวนของการเปลี่ยน
แปลงความยาวตอความยาวเริ่มตนจะมีคาคงที่คาหนึ่ง  ดังนั้น คาของความเครียดตั้งฉากที่จุด A  ในทิศทางของแกน n
จะอยูในรูป

         
s

ss
nAB ∆

∆−′∆
=

→  along 
limε (2-2)

ถาเราทราบคาของความเครียดตั้งฉากแลว เราจะหาคาโดยประมาณของความยาวของสวนของเสนตรงในทิศ
ทางของแกน n  หลังจากที่มีการเปลี่ยนแปลงรูปรางของวัตถุแลว ไดจากสมการ

ss ∆+≈′∆ )1( ε (2-3)

รูปที่ 2-3
ความเครียดเฉือน (shear strain) หรือ γ

ความเครียดเฉือน (shear strain) เปนการเปลี่ยนแปลงของมุมที่เกิดขึ้นระหวางสวนของเสนตรงสองเสนที่เริ่มตน
ทํ ามุมตั้งฉากซึ่งกันและกัน และมีหนวยเปน radians

จากคํ าจํ ากัดความของความเครียดเฉือนและจากรูปที่ 2-4 สมการของคาเฉลี่ยของความเครียดเฉือนที่จุด A  ใน
ระบบแกนอางอิง n t−  จะเขียนไดในรูป

θ
π

γ ′−=
→
→

tAC
nABnt
 along 
 along 

lim
2

(2-4)
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จากสมการเราจะเห็นวา เมื่อ 2/πθ <′  แลว γ  จะมีคาเปนบวก และถา 2/πθ >′  แลว γ  จะมีคาเปนลบ

รูปที่ 2-4
องคประกอบของความเครียดในระบบแกนตั้งฉาก (Cartesian Strain Components)

รูปที่ 2-5

พิจารณา cubic volume element ที่มีขนาดเล็กมากและถูกตัดออกมาจากวัตถุ ดังที่แสดงในรูปที่ 2-5a กอนที่
วัตถุจะเกิดการเปลี่ยนแปลงรูปราง (deformation) cubic volume  element นี้มีขนาดในแนวแกน x , y , และ z  เทากับ 
∆x , ∆y , และ ∆z  ตามลํ าดับ

เนื่องจากการเปลี่ยนแปลงรูปรางที่เกิดขึ้นบน cubic volume element นี้มีขนาดที่เล็กมากๆ ดังนั้น หลังจากที่มี
การเปลี่ยนแปลงรูปรางแลว กํ าหนดใหรูปรางของ cubic volume element ดังกลาว มีรูปรางเปนลูกบาศกที่มีดานขนานกัน 
(parallelepiped) (สวนของเสนตรงบนวัตถุที่มีความยาวเริ่มตนที่นอยมากๆ จะยังคงเปนเสนตรง โดยประมาณ หลังจากที่
มีการเปลี่ยนแปลงรูปรางของวัตถุเกิดขึ้นแลว)

จากสมการที่ 2-3 เราจะเขียนสมการของความยาวของดานตางๆ บน parallelepiped volume element ซึ่งสอด
คลองกับความยาวเริ่มตน x∆ , y∆ , และ z∆  ไดเปน

xx ∆+ )1( ε
yy ∆+ )1( ε

zz ∆+ )1( ε
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และมุมระหวางดานตางๆ สองดานที่อยูบน parallelepiped volume element ซึ่งสอดคลองกับดานเริ่มตน x∆ , ∆y , 
และ ∆z  จะอยูในรูป

xyγ
π
−

2

yzγ
π
−

2

xzγ
π
−

2
จากสมการดังกลาว เราจะเห็นไดวา
- ความเครียดตั้งฉากจะกอใหเกิดการเปลี่ยนแปลงปริมาตรของ cubic volume element เทานั้น
- ความเครียดเฉือนจะทํ าใหเกิดการเปลี่ยนแปลงรูปรางของ cubic volume element เทานั้น

อยางไรก็ตาม โดยทั่วไปแลว การเปลี่ยนแปลงรูปรางทั้งหมดนี้มักจะเกิดขึ้นพรอมๆ กัน เชนเดียวกับในกรณีของหนวยแรง 
(stress) ดังนั้น สภาวะความเครียด (strain) ที่จุดใดจุดหนึ่งบนวัตถุจะประกอบดวยความเครียดตั้งฉาก 3 คาคือ xε , yε , 
และ zε  และความเครียดเฉือน 3 คาคือ xyγ , yzγ , และ zxγ

Small Strain Analysis
โดยสวนใหญแลว โครงสรางจะถูกออกแบบใหมีคาการเปลี่ยนแปลงรูปรางที่นอยมากๆ ภายใตการกระทํ าของแรง

ที่ใชในการออกแบบ ดังนั้น ในการศึกษาวิชานี้ คาของความเครียดที่เกิดขึ้นในวัตถุจะมีคาที่นอยกวา 1 มากๆ หรือ ε  << 1 
เมื่อ ε  << 1 แลว เราจะไมนํ าผลคูณของคาของความเครียดหรือคาการเปลี่ยนแปลงรูปราง หรือผลคูณของคาใดๆ ที่ทํ าให
คาของความเครียดหรือคาการเปลี่ยนแปลงรูปรางมีกํ าลังมากกวาหนึ่งมาคิด เนื่องจากผลลัพธที่ไดจะมีคานอยกวาคาของ
ความเครียดหรือคาการเปลี่ยนแปลงรูปรางมาก ยกตัวอยางเชน ถาเราใหคา 0001.0=ε  m/m  แลว คา 2ε  จะมีคา
เทากับ 22/mm 0000001.0  ซึ่งมีคานอยกวาคาของ ε  เทากับ 1000 เทา เปนตน เรามักจะเรียกการประมาณใน
ลักษณะนี้วา first order approximation ซึ่งจะทํ าใหการคํ านวณหาคาของความเครียดหรือคาการเปลี่ยนแปลงรูปรางมี
ความงายขึ้นเปนอยางมาก อยางไรก็ตาม คํ าตอบที่ไดจะยังคงอยูในขอบเขตที่เชื่อถือไดในทางวิศวกรรม

สมการตอไปนี้เปนสมการที่มีความสํ าคัญในการทํ า first order approximation
∆+≈∆+ nn 1)1(

1)1)(1( +∆′+∆≈+∆′+∆

θθ ∆≈∆ sin
1 cos ≈∆θ

θθθ ∆≈∆≈∆ 1/ tan
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ตัวอยางที่ 2-1
กํ าหนดใหแรงกระทํ าตอ lever arm ดังแสดงในรูปที่ EX 2-1a ซึ่งทํ าให lever arm เกิดการหมุนในทิศทางตามเข็ม

นาฬิกาเปนมุม rad. 002.0=θ  จงหาคาเฉลี่ยของความเครียดตั้งฉากที่เกิดขึ้นในเสนลวด BC

รูปที่ EX 2-1

เราจะหาความยาวของเสนลวดหลังจากที่เกิดการหมุนแลว ไดจากแผนภาพ ดังที่แสดงในรูปที่ EX 2-1b โดยที่

θθθθ

θθ

θθ

22

22

22

coscos21sinsin44     

)cos1()sin2(     

)cos()sin2(

+−+++=

−++=

−++=′

L

L

LLLLBC

เนื่องจาก 1cossin 22 =+ θθ  ดังนั้น
θθ cos2sin46 −+=′ LBC

ในกรณีนี้ มุม θ  มีคานอยมาก ซึ่งโดย first-order approximation เราจะไดวา θθ ≈sin  และ 1cos ≈θ  ดังนั้น
2)1(212 θθ +=+≈′ LLBC

จากความสัมพันธ ∆+=∆+ nn 1)1(  เราจะได

LLBC 002.2)
2
11(2 =+≈′ θ

ดังนั้น คาเฉลี่ยของความเครียดตั้งฉากที่เกิดขึ้นในเสนลวด BC

     001.0
2

2002.2
=

−
=

−′
=

L
LL

CB
CBBC

avgε             Ans.
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ตัวอยางที่ 2-2
แผนยางที่มีรูปรางเปนรูปส่ีเหลี่ยมผืนผา ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 2-2 ถูกทํ าใหเกิดการเปลี่ยนรูปรางดังที่แสดงโดย

เสนประ จงหา
a.) คาเฉลี่ยของความเครียดเฉือน xyγ

b.) คาเฉลี่ยของความเครียดตั้งฉากบนดาน AD
c.) คาเฉลี่ยของความเครียดตั้งฉากในแนวเสนทแยง DB

x

  y

300 mm

400 mm

2 mm

3 mm

′C
C

′D

′B

   A  B

D

รูปที่ Ex 2-2

a.) คาเฉล่ียของความเครียดเฉือน xyγ

จากคํ านิยามของความเครียดเฉือน เราจะหาคาเฉลี่ยของความเครียดเฉือน γ xy  ไดจากผลรวมของมุม DAD′

และมุม BAB ′  ดังนั้น

          
rad. 0142.0rad. 006667.0rad. 0075.0     

300
2tan

400
3tan 11

=+=

+= −−
xyγ             Ans.

b.) คาเฉล่ียของความเครียดตั้งฉากบนดาน AD
ความยาวของดาน AD  กอนเกิดการเปลี่ยนแปลงรูปรางมีคาเทากับ AD = 400 mm
ความยาวของดาน AD  หลังเกิดการเปลี่ยนแปลงรูปรางมีคาเทากับ

AD′ = + =400 3 400 011252 2 .  mm
ดังนั้น คาเฉลี่ยของความเครียดตั้งฉากบนดาน AD  จะมีคาเทากับ

     
mm/mm )10(1.28             

mm 400
mm 400mm 01125.400)(

6−=

−
=

−′
=

AD
ADDA

avgADε              Ans.

c.) คาเฉล่ียของความเครียดตั้งฉากในแนวเสนทแยง DB
ความยาวของดาน AB  หลังเกิดการเปลี่ยนแปลงรูปรางมีคาเทากับ

AB ′ = + =300 2 300 006672 2 .  mm
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มุมของสามเหลี่ยม ′ ′D AB  หลังเกิดการเปลี่ยนแปลงรูปรางมีคาเทากับ
o

xy 18832.89rad. 5566.10142.0
22

==−=−=
π

γ
π

α

ความยาวของเสนทแยงมุม DB  กอนเกิดการเปลี่ยนแปลงรูปรางมีคาเทากับ
mm 500300400 22 =+=DB

ความยาวของเสนทแยงมุม DB  หลังเกิดการเปลี่ยนแปลงรูปรางจะหาไดจาก cosine law ซึ่งจะมีคาเทากับ
′ ′ = + −

=
D B o( . ) ( . ) ( . )( . ) cos( . )

.
400 01125 300 00667 2 400 01125 300 00667 891883

496 6014

2 2

        mm
ดังนั้น คาเฉลี่ยของความเครียดตั้งฉากในแนวเสนทแยง DB  จะมีคาเทากับ

    
mm/mm )10(80.6             

mm 500
mm 500mm 6014.496)(

3−−=

−
=

−′′
=

DB
DBBD

avgDBε             Ans.
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แบบฝกหัดทายบทที่ 2
2-1 คานซึ่งมีความแกรงมากถูกรองรับโดยหมุดที่จุด A  และเสนลวด BD และ CE  ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 2-1 ถาแรง 
P  ทํ าใหปลาย A  ของคานเคลื่อนที่ลง mm 10  จงหาความเครียดตั้งฉาก (normal strain) ที่เกิดขึ้นในเสนลวด BD
และ CE

รูปที่ Prob. 2-1

2-2 กํ าหนดใหชิ้นสวน CBD ของเครื่องจักรกล ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 2-2 มีความแกรงสูงมาก และเคเบิล AB  มี
ความเครียดตั้งฉากเกิดขึ้น mm/mm 0035.0 ภายใตแรง P  จงหาคาการเปลี่ยนตํ าแหนงที่จุด D

รูปที่ Prob. 2-2

2-3 แผนเหล็กรูปส่ีเหลี่ยมผืนผาถูกทํ าใหเปล่ียนแปลงรูปราง ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 2-3 จงหาคาความเครียดเฉือนเฉลี่ย 
(average shear strain) ของแผนเหล็ก และคาความเครียดตั้งฉากเฉลี่ยในแนว AC  และ AB

รูปที่ Prob. 2-3
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2-4 แทง polysulfone ถูกยึดติดกับแผนเหล็กที่มีความแกรงมากที่ผิวดานบนและดานลางและถูกทํ าใหเปล่ียนแปลงรูปราง 
ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 2-4 โดยการเปลี่ยนแปลงรูปรางทางดานขางอยูในรูปของสมการ 4/156.3 xy =  จงหาคา
ความเครียดเฉือน (shear strain) ที่จุด A  และจุด B

รูปที่ Prob. 2-4
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บทที่ 3 
คุณสมบัติทางกลของวัสดุ (Mechanical Properties of Materials) 

เรียบเรียงโดย  ดร. สิทธิชัย แสงอาทิตย 
3.1 การทดสอบวัสดุ (Material Testings) 
 คุณสมบัติทางกลของวัสดุ (mechanical properties of materials) ดังเชนที่แสดงในภาคผนวกที่ 1 จะหามาได
จากการทดสอบตัวอยางทดสอบ (specimen) ของวัสดุในหองปฏิบัติการ โดยการทดสอบวัสดุจะตองทําตามมาตรฐาน 
(standard) ที่ไดรับการยอมรับโดยทั่วไป เชน มาตรฐานของ American Society for Testing and Materials (ASTM) และ
มาตรฐานผลิตภัณฑอุตสาหกรรม กระทรวงอุตสาหกรรม (มอก.) เปนตน เพื่อที่เราจะสามารถเปรียบเทียบผลการทดสอบที่
ไดกับผลการทดสอบที่ไดจากการทดสอบโดยบุคคลอื่น 
 การทดสอบวัสดุที่มีความสําคัญมากในงานวิศวกรรมคือ การทดสอบแรงดึง (tension test) ซึ่งมักจะใชในการหา
ความสัมพันธระหวางหนวยแรงดึง (tensile stress) กับความเครียดดึง (tensile strain) ของวัสดุ โดยทั่วไปแลว ขั้นตอนการ
ทดสอบแรงดึงจะมีดังนี้ 

1.  เตรียมตัวอยางทดสอบใหมีรูปรางและขนาดตามที่มาตรฐานกําหนด จากนั้น ทําเครื่องหมายบนตัวอยาง
ทดสอบเปนจุด 2 จุด เพื่อใชเปนความยาวเริ่มตน (gauge-length) โดยใหเสนตรงที่เชื่อมระหวางจุด 2 จุดนั้น
ขนานไปกับแนวแกนของตัวอยางทดสอบ ดังตัวอยางที่แสดงในรูปที่ 3-1 

 

 
รูปที่ 3-1 

 

2.  วัดเสนผานศูนยกลางของตัวอยางทดสอบ เพื่อหาพื้นที่หนาตัดเริ่มตนของตัวอยางทดสอบ Ao  และวัดความ
ยาวของ gauge-length Lo  ในกรณีที่ใช electrical-resistance strain gauge ดังที่แสดงในรูปที่ 3-2  เราจะ
ไมทําเครื่องหมายและวัดความยาวของ gauge-length ดังกลาว แตจะทําการติดตั้ง strain gauge แทน 

 

 
รูปที่ 3-2 

 

3.  ติดตั้งตัวอยางทดสอบเขากับเครื่องทดสอบ ดังที่แสดงในรูปที่ 3-3 จากนั้น ทําการติดตั้งเครื่องมือที่ใชวัดการ
ยืดตัวของตัวอยางทดสอบ เชน extensometer เปนตน เขากับตัวอยางทดสอบ ในกรณีที่ใช strain gauge เรา
จะตอวงจรไฟฟาจาก strain gauge เขากับ strain indicator 

4.  เพิ่มแรง (load) ใหกับตัวอยางทดสอบอยางชาๆ ดวยความเร็วที่คงที่ ตามมาตรฐานการทดสอบ 
5.  ทําการอานคาของแรง P  และคาการยืดตัว (elongation) δ  หรือคาของความเครียดอยางสม่ําเสมอและจด

บันทึกคาตางๆ ที่อานได จนกระทั่ง ตัวอยางทดสอบเกิดการวิบัต ิ
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รูปที่ 3-3 

 

 การทดสอบอีกอยางหนึ่งที่มีความสําคัญมากในงานวิศวกรรมคือ การทดสอบแรงกดอัด (compression test) ซึ่ง
ขั้นตอนในการทําการทดสอบจะมีลักษณะที่คลายกับการทดสอบแรงดึง แตแรงที่กระทํากับตัวอยางทดสอบจะเปนแรงกด
อัด ตัวแปรที่เราตองการวัดคือคาของแรงกดอัด P  และคาการหดตัว δ  (contraction) หรือคาของความเครียดของ
ตัวอยางทดสอบ 
3.2 แผนภาพหนวยแรง-ความเครียด (Stress-Strain Diagram) 
 ขอมูลของแรงดึงและการยืดตัวที่ไดมาจากการทดสอบแรงดึงหรือขอมูลของแรงกดอัดและการหดตัวที่ไดมาจาก
การทดสอบแรงกดอัดจะถูกนํามาคํานวณเพื่อเขียนแผนภาพ stress-strain diagram ดังตัวอยางที่แสดงในรูปที่ 3-4 ซึ่งเปน 
stress-strain diagram ที่ไดจากการทดสอบแรงดึงของเหล็กกลาคารบอนต่ํา (mild steel) โดยทั่วไปแลว เราจะแบง 
stress-strain diagram ออกไดเปน 2 ประเภทคือ engineering stress-strain diagram และ true stress-strain diagram 
Engineering Stress-Strain Diagram 
 คาของหนวยแรงและความเครียดที่ใชในการเขียนแผนภาพ stress-strain diagram ชนิดนี้จะหามาไดโดยการใช
คาเริ่มตนของพื้นที่หนาตัด Ao  และคาเริ่มตนของความยาว Lo  ของตัวอยางทดสอบ (specimen) ซึ่งสมการของหนวย
แรงและความเครียดจะอยูในรูป 

            
oA
P

=σ       (3-1) 

            
oL
δε =       (3-2) 

True Stress-Strain Diagram 
 คาของหนวยแรงและความเครียดที่ใชในการเขียนแผนภาพ true stress-strain diagram จะหามาไดโดยการใช
คาของพื้นที่หนาตัด A  และความยาวของตัวอยางทดสอบ (specimen) L  ในขณะที่เราอานคาของแรงดึง P  และการ
เปล่ียนแปลงรูปราง δ โดยที่ 
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รูปที่ 3-4 

 

โดยทั่วไปแลว โครงสรางทางดานวิศวกรรมจะถูกออกแบบใหมีพฤติกรรมอยูในชวงยืดหยุน (elastic) ภายใตการ
กระทําของแรงหรือน้ําหนักบรรทุกที่ใชในการออกแบบ ซึ่งในชวงนี้ วัสดุจะยังคงมีความแกรง (stiffness) ที่สูงและ
ความสัมพันธของหนวยแรงและความเครียดของ engineering stress-strain diagram และ true stress-strain diagram 
แทบจะไมมีความแตกตางกันเลย ดังนั้น โดยทั่วไปแลว เราจะใช engineering stress-strain diagram มากกวา true 
stress-strain diagram เพราะวาเราเขียน engineering stress-strain diagram ไดงายกวา true stress-strain diagram  
 จากรูปที่ 3-4 พฤติกรรมของเหล็กกลาคารบอนต่ําจะถูกแบงออกไดเปน 4 ชวง ดังตอไปนี้ 
Elastic behavior (1st region) 
 ในชวงนี้ วัสดุที่ใชทําตัวอยางทดสอบจะตอบสนองตอแรงกระทําแบบยืดหยุนคือ เมื่อเอาแรงที่กระทําออกจาก
ตัวอยางทดสอบแลว ตัวอยางทดสอบก็จะคืนตัวกลับไปที่รูปรางและความยาวเริ่มตน ซึ่งในชวงนี้ คาของหนวยแรง (stress) 
จะแปรผันโดยตรงกับความเครียด (strain) จนถึงคาของหนวยแรงคาหนึ่ง ซึ่งถูกเรียกวา พิกัดปฏิภาคหรือ proportional 
limit ( plσ ) 

เมื่อคาของ stress ที่เกิดขึ้นมีคามากกวาคา plσ  แลว วัสดุจะยังคงมีพฤติกรรมแบบยืดหยุนอยู จุดสุดทายบน 
stress-strain diagram ที่วัสดุยังคงมีพฤติกรรมแบบยืดหยุนนี้จะถูกเรียกวา พิกัดยืดหยุนหรือ elastic limit  โดยทั่วไปแลว 
คาความชันของ stress-strain curve จากจุด proportional limit จนถึงจุด elastic limit จะมีคาลดลงเรื่อยๆ 
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ในการทดสอบแรงดึงของเหล็กนี้ เราจะหาจุด elastic limit ไดยากมาก ซึ่งเราจะทําไดโดยการดึงตัวอยางทดสอบ
ใหคาของหนวยแรงที่เกิดขึ้นมีคามากกวา plσ  เล็กนอย แลวเอาแรงดึงดังกลาวออก จากนั้น ตรวจสอบดูวาตัวอยาง
ทดสอบดังกลาวยังคงมีความยาวเทาเดิมหรือไม ถายังคงเทาเดิม เราจะทําการดึงตัวอยางทดสอบอีกครั้ง โดยใหแรงดึงใน
ครั้งนี้มีคามากกวาคาแรงดึงกอนหนานี้เล็กนอย แลวทําการตรวจสอบเชนเดิม กระทําซ้ําเชนนี้ไปเรื่อยๆ จนกระทั่งตัวอยาง
ทดสอบเริ่มไมมีการคืนตัวกลับมาเทาเดิม คาเฉลี่ยของหนวยแรงที่เกิดจากแรงดึงดังกลาวกับแรงดึงกอนที่ตัวอยางทดสอบ
เริ่มไมมีการคืนตัวกลับมาเทาเดิมจะเปนคา elastic limit ของวัสดุที่ใชทําตัวอยางทดสอบนั้น 
Yielding (2nd region) 
 ชวงการคราก (yielding) จะเริ่มเมื่อวัสดุมีการเปลี่ยนแปลงรูปรางอยางถาวรเกิดขึ้น ซึ่งคาหนวยแรงที่เกิดขึ้นใน
ตัวอยางทดสอบที่จุดนี้มีคาเทากับหนวยแรงครากหรือ yielding stress ( yσ ) หลังจากผานจุดนี้ไปแลว ตัวอยางทดสอบจะ
เกิดการยืดอยางตอเนื่องโดยไมมีการเพิ่มขึ้นของแรงดึงเลย ซึ่งพฤติกรรมของวัสดุในลักษณะนี้เราจะเรียกวา พฤติกรรมแบบ
พลาสติกอยางสมบูรณ (perfectly plastic) ซึ่งเกิดขึ้นจากการที่ระนาบของผลึกของเหล็กมีการจัดเรียงตัวกันใหมอยางเปน
ระเบียบมากขึ้นเรื่อยๆ 
Strain Hardening (3rd region) 
 เมื่อส้ินสุดการ yielding ของวัสดุแลว ตัวอยางทดสอบจะมีความสามารถในการตานทานตอแรงดึงเพิ่มมากขึ้นอีก
ครั้งหนึ่ง ซึ่งจะเห็นไดจากการที่ stress-strain curve เริ่มที่มีความชันเพิ่มขึ้นอีกครั้งหนึ่ง แตความชันของ curve นี้จะมีคา
นอยลงเรื่อยๆ จนกระทั่งสุดทายความชันของ curve นี้ก็จะมีคาเปนศูนยที่หนวยแรงประลัยหรือ ultimate stress ( uσ ) (จุด
ที่วัสดุมีความสามารถในการรับหนวยแรงสูงสุด) เรามักจะเรียกพฤติกรรมของวัสดุในชวงนี้วา strain hardening 
Necking (4th region) 
 หลังจากที่หนวยแรงในตัวอยางทดสอบมีคาเทากับ uσ  แลว พื้นที่หนาตัดของตัวอยางทดสอบ ในบริเวณ 
gauge-length จะมีคาลดลงอยางรวดเร็วหรือที่เรียกกันวา necking ดังที่แสดงในรูปที่ 3-5a ซึ่งเปนผลมาจากการเลื่อน 
(slip) ของระนาบของผลึกของเหล็กและจะทําใหพื้นที่หนาตัดของตัวอยางทดสอบก็จะมีคาลดลงเรื่อยๆ ซึ่งจะเปนผลทําให
คาแรงดึงและคาความชันของ stress strain curve มีคาลดลงตามไปดวย จนกระทั่งถึงจุดที่วัสดุมีการแตกหักเกิดขึ้น คา
ของหนวยแรงที่จุดนี้มักจะถูกเรียกวา หนวยแรงแตกหักหรือ fracture stress ( fσ ) 

 
รูปที่ 3-5 
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3.3 พฤติกรรมของวัสดุเหนียวและวัสดุเปราะ (Behavior of Ductile and Brittle Materials) 
 รูปที่ 3-6 แสดงตัวอยางของ stress-strain diagram ของวัสดุชนิดตางๆ ที่มักพบในงานวิศวกรรม จากรูป เราจะ
เห็นไดวา stress-strain diagram ของวัสดุแตละประเภทมีลักษณะที่แตกตางกัน โดยทั่วไปแลว วัสดุจะถูกแบงออกเปน 2 
ประเภท ซึ่งขึ้นอยูกับลักษณะของ stress-strain diagram ของวัสดุ คือ วัสดุเหนียว (ductile materials) และวัสดุเปราะ 
(brittle materials) 

 
รูปที่ 3-6 

 

วัสดุเหนียว (ductile materials) 
 วัสดุเหนียว (ductile materials) เปนวัสดุที่มีการเปลี่ยนแปลงรูปรางสูงกอนที่จะเกิดการวิบัติ (failure) เชน 
เหล็กกลาคารบอนต่ําและ aluminum alloys ดังที่แสดงในรูปที่ 3-6 เปนตน วัสดุประเภทนี้จะมีความสามารถในการดูดซึม
พลังงานไดมาก 

คุณสมบัติความเหนียว (ductility) ของวัสดุจะวัดจากคาเปอรเซ็นของการยืดตัว (percent elongation) หรือคา
เปอรเซ็นของการลดลงของพื้นที่หนาตัด (percent reduction of area) ของตัวอยางทดสอบ ถากําหนดใหความยาว 
gauge length เริ่มตนของตัวอยางทดสอบมีคาเทากับ Lo  และความยาว gauge length ที่จุดที่ตัวอยางทดสอบเกิดการ
แตกหักมีคาเทากับ Lf  แลว 

  Percent elongation = 
( )L L
L
f o

o

−
100%     (3-3) 
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 ถากําหนดใหพื้นที่หนาตัดเริ่มตนของตัวอยางทดสอบเทากับ Ao  และพื้นที่หนาตัดของตัวอยางทดสอบที่จุดที่
ตัวอยางทดสอบเกิดการแตกหักเทากับ Af  แลว 

         Percent reduction of area = 
( )A A

A
f o

o

−
100%    (3-4) 

 โลหะโดยสวนใหญ เชน aluminum alloy เปนตน จะไมมีจุดคราก (yielding point) ของวัสดุที่ชัดเจน ดังที่แสดง
ในรูปที่ 3-7 ในทางปฏิบัติ เราจะหาคาหนวยแรงคราก (yielding stress) ของวัสดุดังกลาวไดโดยใชวิธี offset method 
ยกตัวอยางเชน ในกรณีของ aluminum เราจะหาจุดครากไดโดยการกําหนดคาความเครียดที่ 0.2% strain (0.002 
mm/mm) บนแกนของ strain จากนั้น ทําการลากเสนตรงใหขนานไปกับสวนของ stress-strain curve ที่เปนเสนตรง จุดที่
เสนตรงดังกลาวตัดกับ stress-strain curve จะเปน yielding point และคาหนวยแรงที่สอดคลองกับจุดนี้จะเปนคา 
yielding stress ของ aluminum 
 

 
รูปที่ 3-7 

 

วัสดุเปราะ (brittle materials) 
 วัสดุเปราะ (brittle materials) เปนวัสดุที่ไมมีการ yielding เกิดขึ้นหรือมีแตนอยมากกอนที่วัสดุจะเกิดการวิบัติ 
เชน เหล็กหลอ (cast iron) และ concrete ดังที่แสดงในรูปที่ 3-6 เปนตน 

วัสดุเปราะมักจะเปนวัสดุที่มีคาหนวยแรงดึงประลัย (ultimate tensile stress) ที่ต่ํามากเมื่อเทียบกับคาหนวยแรง
กดอัดประลัย (compressive ultimate stress) ทั้งนี้เนื่องจากวา เมื่อวัสดุเปราะถูกกระทําโดยแรงดึงแลว รอยแตกขนาดเล็ก
มากบนผิวของตัวอยางทดสอบ  (เนื่องจากความไมสมบูรณของวัสดุ) จะถูกทําใหขยายตัวอยางรวดเร็ว จนถึงจุดๆ หนึ่ง 
เมื่อคาหนวยแรงที่เกิดขึ้นมีคามากกวากําลังของวัสดุแลว ตัวอยางทดสอบก็จะเกิดการแตกหักอยางทันทีทันใดและการวิบัติ
จะมีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ 3-8a 

ในทางกลับกัน รอยแตกดังกลาวจะถูกปดลงภายใตแรงกดอัดและตัวอยางทดสอบจะมีพฤติกรรมที่คลายกับวัสดุ
เหนียว โดยทั่วไปแลว ภายใตแรงกดอัดนี้ ตัวอยางทดสอบจะเกิดการเปลี่ยนแปลงรูปรางโดยมีการโปงออกทางดานขางที่มี
ลักษณะคลายถัง barrel กอนที่จะเกิดการวิบัติ ดังที่แสดงในรูปที่ 3-8b 
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รูปที่ 3-8 

3.4 กฎของฮุค (Hooke’s Law) 
 ในป ค.ศ. 1676 Robert Hooke ไดพบวา เมื่อวัสดุมีพฤติกรรมอยูในชวงยืดหยุนเชิงเสน (linear elastic) คาหนวย
แรง (stress) จะแปรผันโดยตรงกับคาความเครียด (strain) ซึ่งเรียกวา Hooke’s Law  โดยที่ 

           εσ E=       (3-5) 
เมื่อ E =  คา modulus of elasticity หรือ Young’s modulus ของวัสดุ ซึ่งเปนคาความชันของ stress-strain curve 
ในชวงดังกลาว คา E  นี้จะมีหนวยเชนเดียวกับหนวยแรง เชน GPa  เปนตน ภาคผนวกที่ 1 แสดงคา modulus of 
elasticity ของวัสดุชนิดตางๆ ในทางวิศวกรรม  

คา E  เปนคุณสมบัติเฉพาะตัวของวัสดุ ซึ่งจะไมขึ้นอยูกับกําลังของวัสดุ จากรูปที่ 3-9 เราจะเห็นไดวา เหล็กแต
ละชนิดจะมีคา proportional limit ที่แตกตางกัน แตคา E  ของเหล็กเหลานั้นจะมีคาที่เทากันคือ ≅  200 GPa  
 

 
รูปที่ 3-9 
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Strain Hardening 
 พิจารณารูปที่ 3-10a ซึ่งเปน stress-strain curve ของวัสดุเหนียว เชน เหล็กกลาและทองเหลือง (brass) เปนตน 
เมื่อตัวอยางทดสอบของวัสดุดังกลาวถูกกระทําโดยแรงผานจุดคราก (yielding point) A  ไปสูชวงพลาสติก (plastic) ที่จุด 
′A  แลวเอาแรงกระทํานั้นออก วัสดุจะมีการคืนตัวสูสภาวะสมดุลจากจุด ′A  ไปยังจุด ′O  โดยที่การคืนตัวนี้จะเปนการ

คืนตัวแบบยืดหยุน (elastic) และวัสดุจะยังคงมีความเครียดพลาสติก (plastic strain) คงเหลืออยูในตัววัสดุเทากับ OO′  
ซึ่งเรามักเรียกความเครียดพลาสติกนี้วา permanent set 
 

 
รูปที่ 3-10 

 

 ถาเราทําการใหแรงกระทํากับตัวอยางทดสอบอีกครั้ง วัสดุก็จะเกิดการตอบสนองตามแนวการคืนตัวแบบยืดหยุน
ตามเสน ′ ′O A  จนถึงจุด yielding อีกครั้งหนึ่งที่จุด ′A  จากนั้น stress-strain curve ของวัสดุจะไปตามแนวทางเดิม
จนถึงจุด B  ซึ่งการที่วัสดุมีจุด yielding ที่เปล่ียนไปนี้เกิดจาก strain hardening และจะทําใหวัสดุมีชวงยืดหยุนที่ใหญขึ้น 
แตความเหนียว (ductility) ของวัสดุจะมีคานอยลง (สังเกตไดจากการที่พื้นที่ใต stress-strain curve มีคานอยลง) 
 โดยทั่วไปแลว พลังงานความรอนบางสวนจะสูญเสียไปจากตัวอยางทดสอบ เมื่อใหแรงกระทํากับตัวอยาง
ทดสอบซํ้าไปซ้ํามา ซึ่งจะเปนผลให unloaded curve และ loaded curve ของตัวอยางทดสอบมีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ 
3-10b โดยที่พื้นที่ที่อยูระหวาง unloaded curve และ loaded curve จะเปนคาของพลังงานที่สูญเสียไปและมักจะถูก
เรียกวา hysteresis loop ซึ่งมีความสําคัญมากในการเลือกวัสดุที่จะใชทํา damper เพื่อรองรับการสั่นของโครงสรางหรือ
เครื่องจักรกล 
3-5 พลังงานความเครียดเนื่องจากหนวยแรงในแนวแกนเดียว (Strain Energy Caused by Uniaxial Stress) 
 พลังงานความเครียด (strain energy) คือ พลังงานที่ถูกเก็บกักไวในวัสดุเมื่อวัสดุถูกทําใหเปล่ียนแปลงรูปราง
ภายใตการกระทําของแรงภายนอก ในกรณีของตัวอยางทดสอบที่ถูกกระทําโดยแรงในแนวแกนเพียงแกนเดียว (uniaxial 
force) แลว cubic volume element ที่ตัดออกมาจากตัวอยางทดสอบจะถูกกระทําโดยสภาวะของหนวยแรงแบบ uniaxial 
stress ดังที่แสดงในรูปที่ 3-11a โดยที่ 

คาของแรงภายในที่เกิดจาก uniaxial stress จะมีคาเทากับ  
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)( zyAP ∆∆=∆=∆ σσ  
 คาของการยืดตัวที่เกิดจาก uniaxial stress จะมีคาเทากับ  

x∆= εδ  
 เมื่อวัสดุยังคงมีพฤติกรรมอยูในชวง linear elastic และคาของแรงมีการเพิ่มขึ้นอยางสม่ําเสมอจากศูนยถึงคา 
∆P  ซึ่งทําใหตัวอยางทดสอบเกิดการยืดตัวมีคาเพิ่มขึ้นจากศูนยถึง z∆= εδ  ดังที่แสดงในรูปที่ 3-11b แลว คาของงาน
ภายนอกที่เกิดขึ้นบน cubic volume element ดังกลาวจะมีคาเทากับพื้นที่ใตแผนภาพ load-displacement diagram ซึ่งมี
คาเทากับ 

)(
2

δP∆  

 

 
รูปที่ 3-11 

 

 สําหรับระบบที่ไมมีการสูญเสียพลังงาน (conservative energy system) งานภายนอกจะมีคาเทากับงานภายใน 
(internal work) ที่สะสมอยูในวัสดุ ดังนั้น เราจะไดวา strain energy U∆  จะอยูในรูป 

VzyxzPU ∆=∆∆∆=∆
∆

=∆ )(
2
1 ) (

2
1

2
σεεσε  

เมื่อ V∆  เปนปริมาตรของ cubic volume element และมีคาเทากับ zyx ∆∆∆  ดังนั้น strain energy density หรือ 
strain energy ตอหนึ่งหนวยปริมาตรจะหาไดจากสมการ 

   σε
2
1

=
∆
∆

=
V
Uu      (3-6) 

 ถาวัสดุมีพฤติกรรมอยูในชวง linear elastic แลว จาก Hooke’s Law  เราจะเขียนสมการที่ 3-6 ไดใหมในรูป 

        
E

u
2

2
1 σ

=       (3-7) 
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Modulus of Resilience 
 คา modulus of resilience เปนคา strain energy density ของวัสดุ เมื่อวัสดุมีคาหนวยแรงเทากับ proportional 
limit ดังที่แสดงโดยสามเหลี่ยมสีทึบภายใต stress-strain diagram ในรูปที่ 3-12a ดังนั้น เราจะไดวา 

               
E

u pl
plplr

2

2
1

2
1 σ

εσ ==      (3-8) 

ซึ่งคา modulus of resilience นี้จะบงบอกถึงความสามารถของวัสดุในการดูดซึมพลังงานโดยไมมีการเสียรูปอยางถาวร 
(permanent deformation) 
Modulus of Toughness 
 คา modulus of toughness หรือ ut  เปนคา strain energy density ทั้งหมดที่วัสดุเก็บกักไวกอนที่วัสดุจะเกิด
การวิบัติ ดังที่แสดงโดยพื้นที่ใต stress-strain diagram ที่ระบายดวยสีทึบ ในรูปที่ 3-12b ซึ่งคา modulus of toughness นี้
มีความสําคัญมากในการที่จะปองกันการพังทลายของโครงสราง เมื่อโครงสรางถูกกระทําโดยแรงที่มีคาสูงมากๆ โดยที่
ไมไดออกแบบใหรองรับไว (accidentally overloaded) เชน แรงจากแผนดินไหว เปนตน นอกจากนั้นแลว เนื่องจากวัสดุที่มี
คา modulus of toughness สูงมักจะมีการเปลี่ยนแปลงรูปรางที่สูงมากกอนที่จะเกิดการวิบัติ ซึ่งการเปลี่ยนแปลงรูปราง
ดังกลาวจะเปนเครื่องเตือนการวิบัติของโครงสราง 

สําหรับวัสดุเหนียว เราจะประมาณคา modulus of toughness ไดจากสมการ 








 +
≈

2
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ftu
σσ

ε  
 

 
รูปที่ 3-12 
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ตัวอยางที่ 3-1 
 จากการทดสอบแรงดึงของตัวอยางทดสอบที่ทําดวย steel alloy ซึ่งมีเสนผานศูนยกลางเมื่อตอนเริ่มตน 12.5 
mm  และมีความยาวของ gauge length เทากับ 50 mm  เราไดขอมูลของ loads และ elongation ดังที่แสดงโดยตาราง
ขางลางนี้ จงเขียน stress-strain diagram และจงหาคาของ 
 a.) Modulus of elasticity 
 b.) Proportional stress, Modulus of resilience, และ Yielding stress 
 c.) Ultimate stress และ Fracture stress 
 

ตารางที่ EX 3-1 
Load ( kN ) Elongation ( mm ) Area ( m2 ) Stress( MPa ) Strain ( mm / mm ) 

0  0  1.227E-04  0  0  
11.1  0.0175  1.227E-04  90.45  0.00035  
31.9  0.0600  1.227E-04  259.94  0.00120  
37.8  0.1020  1.227E-04  308.02  0.00204  
40.9  0.1650  1.227E-04  333.28  0.00330  
43.6  0.2490  1.227E-04  355.28  0.00498  
53.4  1.0160  1.227E-04  435.14  0.02032  
62.3  3.0480  1.227E-04  507.66  0.06096  
64.5  6.3500  1.227E-04  525.59  0.12700  
62.3  8.8900  1.227E-04  507.66  0.17780  
58.8  11.9380  1.227E-04  479.14  0.23876  

 

d.) ถาแทงเหล็กทรงกลมซึ่งทําดวยเหล็กดังกลาว ถูกกระทําโดยแรงดึง P = 68 kN  ดังที่แสดงในรูป (a) จงหา
คาการยืดตัวของแทงเหล็ก  

e.) ถาเอาแรงดึงออก จงหาวาแทงเหล็กจะคืนรูปสูรูปรางเดิมหรือไม ถาไมคืนรูปสูรูปรางเดิม แทงเหล็กดังกลาวจะ
มีการยืดถาวรเหลือเทาไร 

 

500 mm 400 mm

20 mm
15 mm

PP

A   B   C

 
(a) 

รูปที่ Ex 3-1 
 

จากขอมูลที่กําหนดมาให เราสามารถหาคาของ stress และ strain ที่เกิดขึ้นบนตัวอยางทดสอบได ดังที่แสดงใน
ตาราง และเมื่อนําคา stress และ strain มาเขียน graph เราจะไดแผนภาพ stress-strain diagram ตามที่แสดงโดยเสน
ทึบ และ graph เสนประจะเปน graph ที่ขยายออกมาจาก graph เสนทึบ โดยขยายขึ้นมาจากเดิม 50 เทา 
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a.) หาคา Modulus of elasticity 
 ในการหาคา modulus of elasticity นั้น เราจะหาคาของ slope ของ stress-strain  curve ในสวนที่เปนเสนตรง
สวนแรก จาก graph เสนประ เมื่อ strain มีคา 0.001 mm / mm  แลว stress จะมีคาประมาณ 220 MPa   ดังนั้น 

    E = =
220

0 001
220

 MPa
 mm / mm

 GPa
.

                 Ans. 

 
b.) หาคา Proportional stress, Modulus of resilience, และ Yielding stress 
 เราจะเห็นไดจาก graph เสนประวา จุดสุดทายที่ stress-strain  curve เปนเสนตรงอยูที่คาของ stress เทากับ 
255 MPa  โดยประมาณและ strain มีคาเทากับ mm/mm 0012.0  ดังนั้น 
     MPa 255=plσ                   Ans. 
จากสมการของ modulus of resilience เราจะไดวา 

          3MJ/m 153.0)mm/mm 0012.0)(MPa 255(
2
1

2
1

=== plplru εσ                 Ans. 

นอกจากนั้นแลว เราจะเห็นไดวา stress-strain  curve ไมมีจุด yielding point ที่ชัดเจน ดังนั้น เราจะตองใชวิธี 0.2% offset 
ในการหาคา yielding stress ซึ่งเมื่อเราทําการลากเสนตรงจากจุดที่ strain มีคาเทากับ 0.0020 ใหขนานไปกับสวนที่เปน
เสนตรงสวนแรกของ stress-strain curve จนไปตัดกับ stress-strain curve แลว เราจะไดคาของ stress ที่จุดตัดนั้นมีคา
เทากับ 335 MPa  โดยประมาณ ดังนั้น   

MPa 335=yσ                    Ans. 
 

     220 MPa 

0.0010 mm/mm 

      255 MPa 335 MPa 

480 MPa 

530 MPa 

0.0038 mm/mm 0.0108  mm/mm 

0.0090 mm/mm 
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c.) หาคา Ultimate stress และ Fracture stress 
 จาก stress-strain  curve เราจะเห็นไดวา คาสูงสุดของ stress มีคาเทากับ 530 MPa  โดยประมาณ  ดังนั้น 
     MPa 530=uσ                Ans. 
และจุดสุดทายของ stress-strain  curve มีคา stress เทากับ 480 MPa  โดยประมาณ  ดังนั้น 
     MPa 480=fσ                Ans. 
 
d.) หาคาการยืดตัวของแทงเหล็ก  
 คาของหนวยแรงตั้งฉากที่เกิดขึ้นในชวง AB  และ BC  มีคาเทากับ 

MPa 5.216
)m 01.0(
N)10(68

2

3

===
π

σ
A
P

AB  

MPa 8.384
)m 0075.0(

N)10(68
2

3

===
π

σ
A
P

BC  

 จากแผนภาพ stress-strain diagram เราจะเห็นไดวา ชิ้นสวน AB  ยังคงมีพฤติกรรมอยูในชวง elastic 
เนื่องจาก MPa 335=< yAB σσ  โดยใช Hooke’s law เราจะไดวา 

mm/mm 0009841.0
Pa)10(220
Pa)10(5.216

9

6

===
E
AB

AB
σ

ε  

และชิ้นสวน BC  จะมีพฤติกรรมอยูในชวง plastic เนื่องจาก MPa 335=> yBC σσ  จากแผนภาพ stress-strain 
diagram เมื่อ MPa 8.384=BCσ  แลว mm/mm 0108.0≈BCε  ดังนั้น คาการยืดตัวของแทงเหล็กจะมีคาเทากับ 
  mm 8.4)mm 400(0108.0)mm 500(0009841.0 =+== ∑ Lεδ           Ans. 
 
e.) หาวาแทงเหล็กจะคืนรูปสูรูปรางเดิมหรือไม ถาเอาแรงดึงออก และถาไมคืนรูปสูรูปรางเดิมแลว แทงเหล็ก
ดังกลาวจะมีการยืดถาวรเหลือเทาไร  
 เมื่อเอาแรงดึง P  ออก ชิ้นสวน AB  จะคืนรูปกลับสูที่รูปรางเดิมเนื่องจากมีพฤติกรรมอยูในชวง elastic แต
ชิ้นสวน BC  จะมีการคืนตัวแคบางสวนเทานั้น เดิมเนื่องจากมีพฤติกรรมอยูในชวง plastic โดยที่ คา strain เนื่องจากการ
คืนตัวบางสวนจะมีคาเทากับ 

mm/mm 00175.0
Pa )10(220
Pa )10(8.384

9

6

rec ===
E
BCσ

ε  

ดังนั้น คา plastic strain ที่ยังคงอยูจะมีคาเทากับ 
   mm/mm 00905.000175.00108.0remain =−=ε   
และแทงเหล็กจะมีการยืดถาวรคงเหลืออยูเทากับ 
   mm 6.3)mm 400(00905.0remain ===′ BCLεδ                               Ans. 
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3.6 อัตราสวนโพซอง (Poisson’s Ratio) 
 เมื่อแทงวัตถุ ซึ่งมีความยาวเริ่มตน L  และมีเสนผานศูนยกลางเริ่มตน d  ถูกกระทําโดยแรงดึงในแนวแกน 
(axial tensile force) ดังที่แสดงในรูปที่ 3-13 แลว แทงวัตถุดังกลาวจะเกิดการยืดตัว (elongation) δ  ในแนวแกน 
(longitudinal direction) และจะเกิดการหดตัว (contraction) δ ′  ในแนวขวาง (lateral direction) ของแทงวัตถุ ในทาง
ตรงกันขาม เมื่อแทงวัตถุดังกลาวถูกกระทําโดยแรงกดอัดในแนวแกน (axial compression force) แลว แทงวัตถุจะเกิดการ
หดตัว δ  ในแนวแกนและจะเกิดการยืดตัว δ ′  ในแนวขวาง ดังที่แสดงไวในรูปที่ 3-13 ดังนั้น จากนิยามของความเครียด
ตั้งฉาก สมการของ strain ในแนวแกน longε  และในแนวขวาง latε  เนื่องจากแรงดึงจะอยูในรูป 

Llong
δε =  และ 

dlat
δε
′

−=  
 

 
รูปที่ 3-13 

 

 ในชวงตนคริสตศักราช 1800 S.D. Poisson ไดพบวา เมื่อวัสดุมีพฤติกรรมแบบยืดหยุน (elastic) แลว อัตราสวน
ของ latε  ตอ longε  จะมีคาที่คงที่และจะเปนคาเฉพาะตัวของวัสดุแบบ homogenous และ isotropic ซึ่งคาอัตราสวน
ดังกลาวไดถูกเรียกวา Poisson’s ratio และจะเขียนไดในรูป 

        
long

lat

ε
ε

ν −=−=
strain axial
strain lateral     (3-9) 

 Poisson’s ratio นี้จะไมมีหนวยและวัสดุในทางวิศวกรรมมักจะมีคา Poisson’s ratio อยูระหวาง 0.25 ถึง 0.33 
ดังที่แสดงในภาคผนวกที่ 1 แตในทางทฤษฎีแลว คา Poisson’s ratio จะมีคาอยูระหวาง 0 ถึง 0.5 ซึ่งจะพิสูจนไดดังตอไปนี้ 
 จากสมการที่ 3-9 เมื่อ Poisson’s ratio มีคาเทากับศูนย แสดงวาเมื่อแทงวัตถุถูกกระทําโดยแรงในแนวแกนแลว 
วัสดุจะไมมีการเปลี่ยนแปลงรูปรางทางดานขางเกิดขึ้นเลย และเมื่อ Poisson’s ratio มีคานอยกวา 0 แลว แสดงวาเมื่อแทง
วัตถุถูกกระทําโดยแรงดึงแลว แทงวัตถุจะเกิดการยืดตัวทั้งในแนวแกนและในแนวขวางขวาง หรือถาแทงวัตถุถูกกระทําโดย
แรงกดอัดแลว แทงวัตถุจะเกิดการหดตัวทั้งในแนวแกนและในแนวขวาง ซึ่งพฤติกรรมเชนนี้จะขัดกับหลักความเปนจริง 
ดังนั้น Poisson’s ratio จะมีคานอยกวา 0 ไมได 

สวนในกรณีที่คา Poisson’s ratio จะมีคามากกวา 0.5 ไมไดนั้น เราจะพิสูจนไดดังตอไปนี้ 
พิจารณา cubic volume element  ของแทงวัตถุที่ถูกกระทําโดยหนวยแรงดึง σ  ดังที่แสดงในรูปที่ 3-14 

กําหนดให กอนที่แทงวัตถุจะถูกกระทําโดยแรงดึง ความยาวของดานตางๆ ของ cubic volume element ในแนวแกน x , 
y , และ z  มีคาเปน a , b , และ c  ตามลําดับ ดังนั้น ปริมาตรของ cubic volume element กอนที่แทงวัตถุจะถูกกระทํา
โดยแรงดึงจะมีคาเทากับ  

abcVo =  
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รูปที่ 3-14 

 

 หลังจากที่แทงวัตถุถูกกระทําโดยแรงดึงในแนวแกนแลว แทงวัตถุดังกลาวจะมีการเปลี่ยนแปลงรูปรางเกิดขึ้น ดังที่
แสดงโดยเสนทึบในรูปที่ 3-14 ซึ่งจะทําใหความยาวของดานตางๆ ของ cubic volume element ในแนวแกน x , y , และ 
z  มีคาเปน )1( longa ε+ , )1( longb νε− , และ )1( longc νε−  ตามลําดับ ดังนั้น ปริมาตรของ cubic volume element  
หลังจากที่แทงวัตถุจะถูกกระทําโดยแรงดึงจะหาไดจากสมการ  

)1( longf abcV ε+= )1( longνε− )1( longνε−  
ถาการเปลี่ยนแปลงรูปรางมีคานอยมากๆ แลว เราจะสามารถลดรูปเทอม Vf  ลงไดเปน  

)21( longlongof VV νεε −+=  
ดังนั้น การเปลี่ยนแปลงปริมาตรของ cubic volume element หรือ ∆V V Vf o= −  จะหาไดจากสมการ 

∆V Vo long= −ε ν( )1 2  
และการเปลี่ยนแปลงปริมาตรของ cubic volume element ตอหนึ่งหนวยปริมาตรของ cubic volume element หรือที่
มักจะถูกเรียกวา Dilatation, e , จะมีคาเทากับ 

)21( νε −=
∆

= long
oV
Ve  

เมื่อวัสดุของแทงวัตถุยังคงมีพฤติกรรมอยูในชวง linear elastic แลว จาก Hooke’s law, εσ E= , เราจะไดวา 

)21( ν
ε
σ

−=e  

 จากสมการ เราจะเห็นไดวา ถา ν  มีคามากกวา 0.5 แลวคา dilatation e  จะมีคาเปนลบ หรือปริมาตรของ 
cubic volume element จะมีคาลดลง เมื่อแทงวัตถุถูกกระทําโดยแรงดึง ซึ่งเปนไปไมไดในทางกายภาพ  

เมื่อแทงวัตถุถูกกระทําโดยแรงกดอัดแลว การพิสูจนที่กลาวมาจะมีลักษณะที่เหมือนเดิม แตคาของความเครียด
ในแนวแกนจะมีคาเปนลบ และปริมาตรของ cubic volume element จะมีคาลดลง 
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ตัวอยางที่ 3-2 
 เสาเหล็กกลวง ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 3-2 มีความยาวเทากับ 1500. m.  และมีเสนผานศูนยกลางภายนอก d2  
และมีเสนผานศูนยกลางภายภายใน d1  เทากับ 0150. m.  และ 0125. m.  ตามลําดับ กําหนดใหเสาถูกกระทําโดยแรง
กดอัดในแนวแกน P = 1000 kN  และเหล็กที่ใชทําเสามีคา modulus of elasticity, E = 200 GPa , yielding 
stress, MPa 250=yσ , และ Poisson’s ratio, 30.0=ν  จงหา 
 a.) คาการหดตัวของเสาเหล็ก 
 b.) lateral strain, ε lat  
 c.) คาของเสนผานศูนยกลางภายนอกและภายในที่เพิ่มขึ้น 
 d.) คาความหนาของผนังของเสากลวงที่เพิ่มขึ้น 
 

   

P

P

1.50 m. d2

d1

 
รูปที่ Ex 3-2 

 

พื้นที่หนาตัดของเสา 

A d d= − = −

=

π π
4 4

015 0125

0 00540

2
2

1
2 2 2( ) [( . ) ( . ) ]

.

 m.  m.

   m2

 

หนวยแรงตั้งฉากในแนวแกน 

σ = − = − = −
P
A

1000000
0 00540

1852
 N
m

 MPa2.
.  

เครื่องหมายลบแสดงวา หนวยแรงที่เกิดขึ้นเปนหนวยแรงกดอัด 
เนื่องจาก yσσ <  ดังนั้น วัสดุยังคงมีพฤติกรรมแบบ linear elastic และคา strain ที่เกิดขึ้นไดจาก 

m/m )10(926
MPa200000
MPa 2.185 6−−=

−
==

E
σε  

 
a.) คาการหดตัวของเสาเหล็ก 
   )m.(10 139)m. 50.1)(10(926 -66 −=−== −Lεδ    Ans. 
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b.) lateral strain 
 จากสมการของ Poisson’s ratio เราจะไดวา 

m/m )10(278))10(926(30.0 66 −− =−−=−= νεε lat    Ans. 
เครื่องหมายเปนบวก แสดงวาเสนผานศูนยกลางของเสามีขนาดเพิ่มขึ้น 
 
c.) คาของเสนผานศูนยกลางภายนอกและภายในที่เพ่ิมขึ้น 
 จากสมการของ strain เสนผานศูนยกลางภายนอกของเสาจะเพิ่มขึ้นเทากับ 
   m. )10(42m. 150.0)10(278 66

22
−− ===∆ dd latε    Ans. 

และเสนผานศูนยกลางภายในของเสาจะเพิ่มขึ้นเทากับ 
    m. )10(35m. 125.0)10(278 66

11
−− ===∆ dd latε    Ans. 

 
d.) คาความหนาของผนังของเสากลวงที่เพ่ิมขึ้น 

     m. )10(5.3
2

)m. 125.0-m. 150.0()10(278 66 −− ===∆ tt latε   Ans. 
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3.7 แผนภาพหนวยแรงเฉือน-ความเครียดเฉือน (Shear Stress-Strain Diagram) 
 พฤติกรรมของวัสดุที่ถูกกระทําโดย pure shear จะถูกศึกษาไดจากการทดสอบตัวอยางทดสอบที่มีลักษณะเปน
ทอกลวงบาง (thin tube) ภายใตการกระทําของแรงบิด (torque) จากการทดสอบ คาแรงบิดและมุมบิด (angle of twist) ที่
ไดจะถูกนําไปคํานวณหาคาหนวยแรงเฉือนและความเครียดเฉือน จากนั้น นําคาหนวยแรงเฉือนและความเครียดเฉือนที่ได
ไปเขียนแผนภาพ shear stress-strain diagram ดังตัวอยางที่แสดงในรูปที่ 3-15 ซึ่ง shear stress-strain diagram ที่ได
มักจะมีลักษณะคลายคลึงกับ tension stress-strain diagram ที่ไดกลาวถึงไปแลว 
 

 
รูปที่ 3-15 

 

 โดยทั่วไปแลว วัสดุในทางวิศวกรรมจะมี shear stress-strain curve ในชวง elastic ที่เปนเสนตรง ดังนั้น จาก 
Hooke’s law  เราจะเขียนความสัมพันธของหนวยแรงเฉือนและความเครียดเฉือนไดในรูป 

          γτ  G=                  (3-10) 
เมื่อ G = shear modulus of elasticity ของวัสดุ ซึ่งมีหนวยเชนเดียวกับหนวยแรงเฉือน เชน GPa  เปนตน ภาคผนวกที่ 1 
แสดงคาของ shear modulus of elasticity ของวัสดุชนิดตางๆ ในทางวิศวกรรม  

โดยทั่วไปแลว ถาวัสดุเปนแบบ isotropic และ homogeneous แลว เราจะคํานวณหาคา shear modulus of 
elasticity  ไดโดยใชสัมพันธ 

   
)1(2 ν+

=
EG                  (3-11) 
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3.8 การวิบัติของวัสดุเนื่องจากการคืบและการลา (Failure of Materials due to Creep and Fatigue) 
Creep 
 การคืบ (creep) เปนการเปลี่ยนแปลงรูปรางอยางถาวรซึ่งขึ้นอยูกับเวลาของวัสดุบางชนิด เชน คอนกรีตและไม 
เปนตน  ซึ่งจะทําใหวัสดุดังกลาวเกิดการวิบัติได 

พิจารณาแทงวัตถุซึ่งถูกกระทําโดยแรงดึงในแนวแกน P  (ที่มีคาคอนขางสูง แตนอยกวาคาแรงที่ทําใหแทงวัตถุ
เกิดการวิบัติ) ดังที่แสดงในรูปที่ 3-16a ภายใตการกระทําของแรง P  แทงวัตถุจะเกิดการยืดตัว oδ  ในชวงเวลา ot  
หลังจากนั้น ถาใหแรง P  กระทําตอแทงวัตถุเปนเวลานานพอสมควรแลว แทงวัตถุดังกลาวจะมีการเปลี่ยนรูปรางที่
ตอเนื่องตอไป ดังที่แสดงในรูปที่ 3-16b ซึ่งการเปลี่ยนแปลงรูปรางที่ตอเนื่องนี้จะถูกเรียกวา creep และ creep อาจจะมีคา
สูงมากจนกระทั่งแทงวัตถุเกิดการวิบัติหรือหมดประโยชนในการใชงานได 

โดยทั่วไปแลว creep ที่เกิดขึ้นนี้จะขึ้นอยูกับระยะเวลาที่วัสดุถูกกระทําโดยแรงและขนาดของแรง ถาแรงมีคาสูง
และกระทําเปนเวลานานแลว creep ที่เกิดขึ้นจะมีคามากกวา creep ที่เกิดขึ้นเมื่อวัสดุนั้นถูกกระทําโดยแรงที่มีคาต่ํากวา
และกระทําเปนระยะเวลาที่ส้ันกวา 
 

Elongation

TimeP
tO

(a) (b)

Prestressed wire

(c) (d)

Stress

Time
tO

σO

δO

 
รูปที่ 3-16 

 

 พิจารณาเสนลวดเหล็กกําลังสูงที่ถูกกระทําโดยแรงดึงในแนวแกนและถูกยึดแนนที่ปลายทั้งสองขาง ดังที่แสดงใน
รูปที่ 3-16c แรงดึงในแนวแกนทําใหเกิดหนวยแรงดึง oσ  ในชวงเวลา to  เมื่อเวลาผานไปนานพอสมควรแลว คาหนวยแรง
ดึงที่เกิดขึ้นในเสนลวดเหล็กจะมีคาลดลงจนถึงคาคงที่คาหนึ่ง ดังที่แสดงในรูปที่ 3-16d ซึ่งการลดลงของหนวยแรงใน
ลักษณะนี้มักจะถูกเรียกวา relaxation ของวัสดุ 

Creep ที่เกิดขึ้นในคอนกรีตและ relaxation ที่เกิดขึ้นในเสนลวดเหล็กกําลังสูงนี้จะตองนํามาพิจารณาในการ
ออกแบบโครงสราง โดยเฉพาะในโครงสรางคอนกรีตอัดแรง (prestressed concrete structures) 
 โดยทั่วไปแลว creep ที่เกิดขึ้นในวัสดุโดยสวนใหญ เชน ไมและคอนกรีต เปนตน จะไมขึ้นอยูกับอุณหภูมิขณะที่
วัสดุถูกกระทําโดยแรง แตในวัสดุบางประเภท เชน steel เปนตน creep จะขึ้นอยูกับอุณหภูมิขณะที่วัสดุถูกกระทําโดยแรง
ดวย  รูปที่ 3-17 แสดงตัวอยางของความสัมพันธของ creep strength ของ stainless steel ที่อุณหภูมิ 650 Co   กับเวลาที่ 
stainless steel ถูกกระทําโดยแรง เราจะเห็นไดวา stainless steel จะมี yielding strength ประมาณ 280 MPa  ที่
จุดเริ่มตน แตจะมีคา yielding (creep) strength ลดลงเรื่อยๆ จนเหลือเพียงแค 138 MPa  เมื่อ stainless steel ถูก
กระทําโดยแรงเปนเวลา 1000 ชั่วโมง 
Fatigue 

การลา (fatigue) จะเปนการวิบัติของวัสดุจําพวกโลหะ ซึ่งเปนวัสดุแบบ ductile material ที่ถูกกระทําโดยหนวย
แรงหรือความเครียด (ที่มีคานอยกวาคาของ yielding stress หรือ yielding strain) แบบซ้ําไปซ้ํามา (repeated cycles) ซึ่ง
จะทําใหโครงสรางของวัสดุเหลานี้มีการแตกแยกออกจากกันและเกิดการวิบัติแบบเปราะ (brittle fracture) ขึ้น 
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รูปที่ 3-17 

 

รูปที่ 3-18 แสดงรูปแบบของแรงกระทําแบบซ้ําไปซ้ํามา (repeated loads) ที่มักพบเห็นในการทดสอบวัสดุโดยที่ 
รูปที่ 3-18a เปนแรงดึงที่มีการกระทําแบบเพิ่มขึ้นจนถึงคาๆ หนึ่ง แลวลดลงเปนศูนย รูปที่ 3-18b เปนแรงดึงที่มีการกระทํา
แบบเพิ่มขึ้นจนถึงคาๆ หนึ่ง แลวลดลงและเปลี่ยนเปนแรงกดอัดจนถึงคาๆ หนึ่ง และรูปที่ 3-18c เปนแรงดึงที่มีการกระทํา
เพิ่มขึ้นและลดลงรอบๆ คาเฉลี่ยของแรงดึงคาหนึ่ง 
 

 
รูปที่ 3-18 

 

 การวิบัติในลักษณะนี้จะเกิดขึ้นจาก localized stress ที่เกิดขึ้นที่รอยแตกหรือรอยแยกที่มีขนาดเล็กมากๆ 
(microscopic defects) ที่มักจะพบอยูที่ผิวขององคอาคารของโครงสรางหรือตัวอยางทดสอบ คา localized stress นี้จะมี
คามากกวาคาเฉลี่ยของหนวยแรง (stress) ที่เกิดขึ้นบนหนาตัดขององคอาคารของโครงสรางหรือตัวอยางทดสอบมาก เมื่อ
วัสดุถูกกระทําโดย localized stress แบบซ้ําไปซ้ํามาดังกลาวแลว รอยแตกหรือรอยแยกในวัสดุดังกลาวก็จะมีการขยายตัว
ใหญขึ้น ซึ่งจะทําใหคาของ localized stress ที่รอยแตกหรือรอยแยกมีคามากขึ้นดวย และจะทําใหรอยแตกหรือรอยแยก
นั้นมีขนาดใหญขึ้นไปอีก จนในที่สุด พื้นที่หนาตัดขององคอาคารของโครงสรางหรือตัวอยางทดสอบก็จะมีขนาดลดลงจนถึง
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จุดๆ หนึ่งซึ่งองคอาคารของโครงสรางหรือตัวอยางทดสอบไมสามารถรับแรงกระทําอีกตอไปได องคอาคารของโครงสราง
หรือตัวอยางทดสอบก็จะเกิดการวิบัติแบบฉับพลัน (sudden fracture) ขึ้น 
 พฤติกรรมการวิบัติแบบ fatigue ของวัสดุจะศึกษาไดโดยการทดสอบตัวอยางทดสอบจํานวนมาก โดยที่แตละ
ตัวอยางทดสอบจะถูกกําหนดใหถูกกระทําโดย stress แบบซ้ําไปซ้ํามาคาหนึ่งจนเกิดการวิบัติ จากนั้น นําขอมูลของ  
stress และจํานวนรอบที่ตัวอยางทดสอบเกิดการวิบัติมาเขียนกราฟแสดงความสัมพันธที่มักเรียกวา S N−  diagram 
ดังที่แสดงในรูปที่ 3-19 ซึ่งเปนแผนภาพ S N−  diagram ของ steel และ aluminum alloy   

จากแผนภาพ เราจะเห็นวา เสนกราฟของ steel จะอยูในแนวนอนเมื่อหนวยแรงที่กระทํามีคา 186 MPa  ซึ่งคา
หนวยแรงดังกลาวจะเปนคาหนวยแรงที่ steel สามารถรองรับไดโดยไมเกิดการวิบัติแบบ fatigue ไมวาเหล็กจะถูกกระทํา
โดยหนวยแรงกี่รอบก็ตาม คาดังกลาวจะถูกเรียกวา endurance limit แตเสนกราฟของ  aluminum alloy จะมีคาลดลง
เรื่อยๆ ตามจํานวนรอบของหนวยแรงที่เพิ่มขึ้น ซึ่งแสดงวา aluminum alloy ไมมีจุด endurance limit ที่ชัดเจนเหมือนกับ
ในกรณีของ steel โดยทั่วไปแลว มาตรฐานการออกแบบจะกําหนดใหคาหนวยแรงที่ตัวอยางทดสอบ aluminum alloy รับ
ได )10(5 8 รอบเปนคา endurance limit ของ aluminum alloy ดังนั้น ในที่นี้ aluminum alloy จะมีคา endurance limit  
เทากับ131 MPa  
 

 
รูปที่ 3-19 
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แบบฝกหัดทายบทที่ 3
3-1 จากการทดสอบแรงดึงของตัวอยางทดสอบที่ทํ าดวย steel ซึ่งมีเสนผาศูนยกลางเมื่อตอนเริ่มตน 12.5 mm  และมี
ความยาวของ gauge length เทากับ 50 mm  เราไดขอมูลของ loads และ elongation ดังที่แสดงโดยตารางที่ Prob. 3-1
จงเขียน stress-strain diagram และจงหาคา modulus of elasticity, proportional limit, yielding stress, ultimate
stress, rupture stress, และ modulus of resilience สุดทาย ถาแทงเหล็กทรงกลมซึ่งทํ าดวยเหล็กดังกลาว ถูกกระทํ าโดย
หนวยแรงแรงดึง MPa 550 จงหาคาการยืดตัวของแทงเหล็ก และถาเอาแรงดึงออก จงหาวาแทงเหล็กดังกลาวจะมีการ
ยืดถาวรเหลือเทาไร

ตารางที่ Prob. 3-1
Load ( kN ) Elongation ( mm )

0 0
6.67 0.0127

20.47 0.0384
35.59 0.0635
48.94 0.0889
52.50 0.1270
52.50 0.2032
53.39 0.5080
73.85 1.0160
88.95 2.5400
95.65 7.1120
86.76 10.1600
82.31 11.6840

3-2 กํ าหนดให stress-strain diagram ของแทงเหล็กมีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 3-2  โดยที่ 1 ชองของ strain ที่มี 
scale ละเอียดมีคาเปน 1/100 เทาของ 1 ชองของ strain ที่มี scale หยาบ จงหาคา modulus of elasticity, proportional 
limit, yielding stress, ultimate stress, rupture stress และ modulus of resilience

รูปที่ Prob. 3-2
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3-3 เสนใยแกว (fiber glass) มี stress-strain diagram ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 3-3 ถาทอนของวัสดุดังกลาวมีเสนผาศูนย
กลาง mm 50  และมีความยาว m 2.0 ถูกกระทํ าโดยแรงดึง kN 60  จงหาคาการยืดตัว

รูปที่ Prob. 3-3

3-4 แทง acrylic plastic ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 3-4 มีเสนผาศูนยกลาง mm 15  และยาว mm 200 ถูกกระทํ าโดยแรง
ดึง N 300  จงหาคาการเปลี่ยนแปลงรูปรางในแนวแกนและในแนวรัศมี เมื่อ GPa 70.2=E และ 40.0=ν  (3-26)

รูปที่ Prob. 3-4

3-5 แทง aluminum ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 3-5 ถูกกระทํ าโดยแรงกดอัด kN 35  ทํ าใหดานที่มีความยาว mm 0.38 มี
การเปลี่ยนแปลงรูปรางเปน mm 0034.38  จงหา Poisson’s ratio และความยาวที่เปล่ียนไปในดานที่ยาว mm 0.50
เมื่อ GPa 70=E

รูปที่ Prob. 3-5
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บทที่ 4
นํ้ าหนักบรรทุกในแนวแกน (Axial Load)

เรียบเรียงโดย  ดร. สิทธิชัย แสงอาทิตย

4.1 หลักการของ Saint-Venant (Saint-Venant’s Principle)
พิจารณาแทงวัตถุ เชน แผนเหล็กและแผนยาง เปนตน ซึ่งมีหนาตัดรูปส่ีเหลี่ยมผืนผาและมีความยาวพอสมควร 

ดังที่แสดงในรูปที่ 4-1a กํ าหนดใหปลายดานลางของแทงวัตถุถูกยึดแนนเขากับพื้นและใหแรงดึงในแนวแกน P  กระทํ าตอ
รูเจาะที่ปลายอิสระและผานจุด centroid ของหนาตัดของแทงวัตถุ

ภายใตแรงดึง P  กํ าหนดใหวัสดุที่ใชทํ าแทงวัตถุยังคงมีพฤติกรรมอยูในชวงยืดหยุน (elastic) ดังนั้น grid lines ที่
อยูบนแทงวัตถุดังกลาว ซึ่งเปนตารางสี่เหลี่ยมดานเทากอนที่แทงวัตถุจะถูกกระทํ าโดยแรงดึง P  จะเกิดการเปลี่ยนแปลง
รูปราง ดังที่แสดงในรูปที่ 4-1a จากรูป เราจะเห็นไดวา การเปลี่ยนแปลงรูปรางของ grid lines จะมีลักษณะที่คงที่และ
สม่ํ าเสมอที่บริเวณกึ่งกลางของแทงวัตถุและจะมีลักษณะที่ไมคงที่และไมสม่ํ าเสมอที่บริเวณปลายทั้งสองของแทงวัตถุและ
จะมีคาที่คอนขางสูงเมื่อเทียบกับคาการเปลี่ยนแปลงรูปรางที่บริเวณกึ่งกลางของแทงวัตถุ ซึ่งการเปลี่ยนแปลงรูปรางนี้มัก
จะถูกเรียกวา localized deformation อยางไรก็ตาม localized deformation ดังกลาวจะมีคาที่ลดลงอยางรวดเร็ว เมื่อจุดที่
เรากํ าลังพิจารณาอยูหางจากปลายทั้งสองของแทงวัตถุมากขึ้นเรื่อยๆ

รูปที่ 4-1
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เนื่องจากหนวยแรงที่เกิดขึ้นในแทงวัตถุมีความสัมพันธโดยตรงกับคาการเปลี่ยนแปลงรูปรางของแทงวัตถุ (จาก 
Hooke’s law, εσ E=  และ LL /∆=ε  ดังนั้น LLE ∆= )/(σ ) ดังนั้น หนวยแรงที่เกิดขึ้นที่หนาตัดที่มี localized 
deformation ที่ถูกเรียกวา ความเขมขนของหนวยแรง (stress concentration) จะมีคาที่สูงกวาคาเฉลี่ยของหนวยแรงที่เกิด
ขึ้นที่หนาตัดที่อยูหางจากหนาตัดดังกลาวมาก นอกจากนั้นแลว การกระจายของหนวยแรงบนหนาตัดดังกลาวจะมีลักษณะ
ที่ไมคงที่และไมสม่ํ าเสมอ ดังที่แสดงในรูปที่ 4-1b จากรูป เราจะเห็นไดวา การกระจายของหนวยแรงที่หนาตัด c c−  ซึ่ง
อยูหางจากจุดที่แรงกระทํ าเทากับความกวางของแทงวัตถุจะมีลักษณะที่คงที่และสมํ่ าเสมอมากกวาที่หนาตัด a a−  และ 
b b−  ซึ่งอยูหางจากจุดที่แรงกระทํ าเทากับหนึ่งสวนสี่ของความกวางและครึ่งหนึ่งของความกวางของแทงวัตถุ ตามลํ าดับ 
และหนวยแรงสูงสุดที่เกิดขึ้นที่หนาตัด a a−  และ b b−  จะมีคาสูงกวาหนวยแรงสูงสุดที่เกิดขึ้นที่ c c−  โดยทั่วไปแลว 
การกระจายของหนวยแรงที่หนาตัดจะมีลักษณะที่คงที่และสมํ่ าเสมอ เมื่อระยะจากจุดที่แรงกระทํ าถึงหนาตัดที่พิจารณามี
คาเทากับความกวางของแทงวัตถุดังกลาว

ในบริเวณที่แทงวัตถุถูกยึดติดแนนกับพื้น การเปลี่ยนแปลงรูปรางของแทงวัตถุจะมีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ 4-
1a ซึ่งเกิดจากการที่แทงวัตถุถูกยึดแนนไมใหมีการหดตัวในแนวขวาง (Poisson’s effect) อยางไรก็ตาม การกระจายของ
หนวยแรงที่หนาตัดที่หางออกไปจากบริเวณนี้จะมีคาที่คงที่และสมํ่ าเสมออยางรวดเร็ว เชนเดียวกับที่เกิดขึ้นที่ปลายดาน
อิสระ

ขอเท็จจริงของการกระจายของหนวยแรงและการเปลี่ยนแปลงรูปรางขางตนเปนกรณีหนึ่งของหลักการที่เรียกวา 
Saint-Venant’s Principle ซึ่งถูกคนพบโดยนักวิทยาศาสตรชาวฝรั่งเศสชื่อ Barre’ de Saint-Venant ในป ค.ศ. 1855 ซึ่ง
กลาววา

“หนวยแรง (stress) และความเครียด (strain) ที่เกิดขึ้นในจุดใดจุดหนึ่งในวัตถุ ซึ่งอยูหางจากจุดที่แรงกระทํ าจะมี
คาและการกระจายที่เหมือนกับหนวยแรงและความเครียดที่เกิดขึ้นเนื่องจากแรงกระทํ า ซึ่งสมมูลทางสถิตยศาสตรกับแรง
กระทํ าดังกลาวและกระทํ ากับวัตถุในบริเวณเดียวกัน”

จากรูปที่ 4-1b เราจะเห็นไดวา การกระจายของหนวยแรงที่หนาตัด c c−  ซึ่งเกิดจากแรง P  จะมีลักษณะ
เหมือนกับการกระจายของหนวยแรงที่หนาตัดดังกลาวซึ่งเกิดจากแรง P / 2  จํ านวนสองแรงกระทํ ารวมกัน

 Saint-Venant’s Principle นี้มีความสํ าคัญอยางมากในการวิเคราะหและออกแบบองคอาคารของโครงสราง เชน
คาน เพลา และ bar เปนตน เพราะจะชวยทํ าใหการคํ านวณหาคาของหนวยแรงและความเครียดที่เกิดขึ้นที่หนาตัดตางๆ
ขององคอาคารของโครงสรางที่หางจากจุดที่มี localized stress และ localized deformation มีความงายขึ้นมาก
4.2 การเปลี่ยนแปลงรูปรางแบบยืดหยุนของชิ้นสวนของโครงสรางที่รับแรงในแนวแกน (Elastic Deformation of
an Axially Loaded Member)

พิจารณาแทงวัตถุซึ่งมีหนาตัดที่สมมาตรและมีพื้นที่หนาตัดที่เปล่ียนแปลงไปตามความยาวของแทงวัตถุ ดังที่
แสดงในรูปที่ 4-2a

รูปที่ 4-2
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กํ าหนดใหแทงวัตถุนี้ถูกกระทํ าโดยแรงกระทํ าแบบเปนจุด (concentrated load) ที่ปลายของแทงวัตถุและแรง
กระจายไปตามความยาวของแทงวัตถุ โดยใหแรงดังกลาวกระทํ าผานจุด centroid ของหนาตัดของแทงวัตถุ

ถาไมพิจารณา localized deformation ที่เกิดขึ้นที่จุดที่แรงกระทํ าและจุดที่แทงวัตถุถูกยึดแนนเขากับผนังและถา
หนวยแรงที่เกิดขึ้นมีคาอยูในชวง proportional limit แลว คาการเปลี่ยนตํ าแหนงสัมพัทธ δ  (relative displacement) ของ
ปลายดานหนึ่งของแทงวัตถุเทียบกับปลายที่ยึดแนนจะหามาไดโดยใช Hooke’s law

พิจารณา free body diagram ของ differential element ดังที่แสดงในรูปที่ 4-2b ซึ่งถูกตัดออกมาจากแทงวัตถุที่
ระยะ x  จากปลายที่ถูกยึดแนนของแทงวัตถุ โดยมีความยาว dx  และมีพื้นที่หนาตัด A x( )  กํ าหนดใหแรงลัพธในแนว
แกนที่เกิดขึ้นใน differential element มีคาเปน P x( )  ซึ่งทํ าให differential element  เกิดการยืดตัว δd  ดังนั้น หนวย
แรงและความเครียดที่เกิดขึ้นบน differential element จะหาไดจากสมการ

)(
)(
xA
xP

=σ และ
dx
dδ

ε =

จาก Hooke’s law  εσ E=  เราจะไดวา

dx
dE

xA
xP δ

=
)(
)(

ExA
dxxPd
 )(
 )(

=δ

ดังนั้น การเปลี่ยนตํ าแหนง (displacement) ที่เกิดขึ้นตลอดความยาว L  จะหาไดจากสมการ

 ∫=
L

dx
ExA
xP

0  )(
)(

δ (4-1)

โดยที่ δ  = คาการเปลี่ยนตํ าแหนงสัมพัทธของบนแทงวัตถุ
L  = ระยะระหวางจุดทั้งสองที่กํ าลังพิจารณา
P x( ) = แรงลัพธในแนวแกนที่เกิดขึ้นที่หนาตัด ซึ่งมีระยะ x  จากจุดอางอิง
A x( ) = พื้นที่หนาตัดของแทงวัตถุ ที่ระยะ x  จากจุดอางอิง
E  = modulus of elasticity ของวัสดุที่ใชทํ าแทงวัตถุ
ในกรณีที่แทงวัตถุมีพื้นที่หนาตัดที่คงที่ A  วัสดุที่ใชทํ าแทงวัตถุเปนวัสดุที่มีเนื้อเดียวกัน (homogeneous 

material) และแรง P  เปนแรงในแนวแกนและกระทํ าผานจุด centroid ของหนาตัดของแทงวัตถุ ดังที่แสดงในรูปที่ 4-3a  
แลว คาการเปลี่ยนตํ าแหนงสัมพัทธที่ปลายของแทงวัตถุจะหาไดจากสมการ

     
AE
PL

=δ (4-2)

รูปที่ 4-3

ถาแทงวัตถุถูกกระทํ าโดยแรงในแนวแกนพรอมๆ กันหลายคา หรือหนาตัดของแทงวัตถุมีการเปลี่ยนแปลงตาม
ความยาวของแทงวัตถุ หรือคา modulus of elasticity ของแทงวัตถุมีการเปลี่ยนแปลงแปลงตามความยาวของแทงวัตถุ ดัง
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ที่แสดงในรูปที่ 4-4 แลว คาการเปลี่ยนตํ าแหนงสัมพัทธที่เกิดขึ้นบนแทงวัตถุจะมีคาเทากับผลรวมของคาการเปลี่ยน
ตํ าแหนงสัมพัทธที่หาไดโดยใชสมการที่ 4-2 บนสวนตางๆ ของแทงวัตถุนั้น ดังนั้น เราจะไดวา

       ∑= AE
PL

δ (4-3)

รูปที่ 4-4

ในการที่จะใชสมการที่ 4-1 ถึง 4-3 นี้ เราจํ าเปนที่จะตองกํ าหนด sign convention ของแรงลัพธในแนวแกนที่เกิด
ขึ้นภายในและคาการเปลี่ยนตํ าแหนงสัมพัทธที่ตองการหา ซึ่งเราจะกํ าหนดให แรงลัพธภายในและคาการเปลี่ยนตํ าแหนง
สัมพัทธมีคาเปนบวก เมื่อแรงลัพธภายในเปนแรงดึง (tensile force) และคาการเปลี่ยนตํ าแหนงสัมพัทธเปนการยืดตัวออก 
(elongation) ตามลํ าดับ ดังที่แสดงในรูปที่ 4-5 และในทางตรงกันขาม แรงลัพธภายในและคาการเปลี่ยนตํ าแหนงสัมพัทธ
มีคาเปนลบ เมื่อแรงลัพธภายในเปนแรงกดอัด (compressive force) และการเปลี่ยนตํ าแหนงสัมพัทธเปนการหดตัวเขา 
(contraction) ตามลํ าดับ

รูปที่ 4-5



Mechanics of  Materials 4-5

ตัวอยางที่ 4-1
จงหาคาหนวยแรงกดอัดในแนวแกนสูงสุดและคาการเปลี่ยนตํ าแหนงสัมพัทธของจุด A  เทียบกับจุด C  ของเสา

เหล็ก ดังที่แสดงในรูปที่ EX 4-1a ซึ่งเกิดจากการกระทํ าของแรง kN 2001 =P และ kN 2502 =P  กํ าหนดใหพื้นที่
หนาตัดของสวน AB  และ BC  ของเสาเหล็กมีคาเทากับ 9218 และ 13480 2mm  และให GPa 200=stE

รูปที่ EX 4-1

เนื่องจากแรงลัพธของแรงกดอัด 1P  และแรงกดอัด 2P  ที่ถายจากพื้นลงสูตง (joist) และลงสูเสากระทํ าผานจุด 
centroid ของเสา ดังนั้น แรงลัพธดังกลาวจะเปนแรงกดอัดในแนวแกน ซึ่งจะกอใหเกิดหนวยแรงกดอัดและการหดตัวในเสา
หาคาของหนวยแรงกดอัดในแนวแกนสูงสุด

โดยการตัดเสาในชวง AB  และชวง BC  และใชแผนภาพ free-body diagram ของสวนทั้งสองของเสา เราจะ
หาแรงในแนวแกนของชวง AB  และชวง BC ของเสาไดเทากับ

kN 4002 1 == PPAB
kN 90050040022 21 =+=+= PPPBC

ดังนั้น หนวยแรงที่เกิดขึ้นในชวง AB  และชวง BC  ของเสาจะมีคาเทากับ

MPa 4.43
)10(9218

)10(400
6

3

== −ABσ

MPa 8.66
)10(13480

)10(900
6

3

== −BCσ

และคาของหนวยแรงกดอัดในแนวแกนสูงสุดจะเกิดที่ชวง BC ของเสาและมีคาเทากับ MPa 8.66  Ans.

หาคาการเปล่ียนตํ าแหนงสัมพัทธของจุด A  เทียบกับจุด C
เนื่องจากเสาถูกกระทํ าโดยแรงกดอัดเทานั้น ดังนั้น คาการเปลี่ยนตํ าแหนงสัมพัทธของจุด A  เทียบกับจุด C  จะ

หาไดจาก
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mm 2.2  m 0.0022        
)10(200)10(13480

4)10(900
)10(200)10(9218

4)10(400        96

3

96

3

/

−=−=

−
+

−
=

+=

−−

EA
LP

EA
LP

AB

ABAB

AB

ABAB
CAδ

เนื่องจากคาการเปลี่ยนตํ าแหนงสัมพัทธที่ไดมีเครื่องหมายลบ ดังนั้น ปลาย A  ของเสาจะเคลื่อนที่เขาหาจุด C    Ans.
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ตัวอยางที่ 4-2
กํ าหนดใหจุดเชื่อมตอ ดังที่แสดงในรูปที่ EX 4-2a ประกอบดวยทอกลวง AB  ทํ าดวย aluminum 2014-T6 มี

หนาตัด 2mm 400  และแทงเหล็กกลม BC  ทํ าดวยเหล็ก A36 ขนาดเสนผาศูนยกลาง mm 25 ซึ่งถูกกระทํ าโดยแรงดึง
kN 80  จงหาคาการเปลี่ยนตํ าแหนงที่เกิดขึ้นที่ปลาย C  ของแทงเหล็กกลมเทียบกับจุด A  เมื่อ GPa 70=alE  และ

GPa 200=stE

รูปที่ EX 4-2

โดยใช method of sections เราจะเขียนแผนภาพ free-body diagram ของทอกลวงและแทงเหล็กกลมไดดังที่
แสดงในรูปที่ EX 4-2b

จากแผนภาพ เราจะเห็นไดวา ภายใตแรงกระทํ าทอกลวง ซึ่งถูกกระทํ าโดยแรงกดอัดจะเกิดการหดตัวขึ้น และแทง
เหล็กกลม ซึ่งถูกกระทํ าโดยแรงดึงจะเกิดการยืดตัวขึ้น

เนื่องจากจุด A  ถูกยึดแนนเขากับผนัง เราจะใชจุด A  เปนจุดอางอิง ดังนั้น
BCABACC /// δδδδ +==

เนื่องจากทอกลวง AB ทํ าดวย aluminum ดังนั้น

m 001143.0
)10(70)10(400

)4.0)(10(80
96

3

/ −=
−

== −
alAB

ABAB
AB EA

LP
δ

เนื่องจากจุด A  ถูกยึดแนนเขากับผนัง จุด C  จะเคลื่อนที่ไปทางขวามือเขาหาจุด A
เนื่องจากแทงเหล็กกลม BC  ทํ าดวยเหล็ก ดังนั้น

m 000489.0
)10(200)0125.0(

)6.0)(10(80
92

3

/ +===
π

δ
stBC

BCBC
BC EA

LP

เครื่องหมายบวก แสดงวาจุด C  จะเคลื่อนที่ไปทางขวามือออกจากจุด B
เนื่องจากการเปลี่ยนตํ าแหนงที่ไดมีทิศไปทางขวามือทั้งหมด ดังนั้น การเปลี่ยนตํ าแหนงที่เกิดขึ้นที่ปลาย C  ของ

แทงเหล็กกลมเทียบกับจุด A  จะมีคาเทากับ
           mm 1.63  m 00163.0000489.0001143.0 ==+=Cδ  Ans.

เราควรทํ าการตรวจสอบดูดวยวา หนวยแรงที่เกิดขึ้นในแทงเหล็กและทอกลวง aluminum มีคานอยกวาคา
yielding stress ของวัสดุดังกลาวหรือไม เนื่องจากสมการที่ใชในการคํ านวณขึ้นอยูกับสมมุติฐานวา วัสดุมีพฤติกรรมอยูใน
ชวง linear elastic ภายใตแรงกระทํ า
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4.3 หลักการ Superposition (Principle of Superposition)
Principle of superposition เปนหลักการพื้นฐานที่ใชในการวิเคราะหหาคาหนวยแรงหรือคาการเปลี่ยนตํ าแหนง

ของโครงสรางที่ถูกกระทํ าโดยแรงกระทํ าที่มีความซับซอนมากๆ ซึ่งกลาววา
"คาการเปลี่ยนตํ าแหนง (displacement) หรือคาหนวยแรง (stress) ลัพธที่จุดใดจุดหนึ่งบนโครงสรางซึ่งเกิดจาก

นํ้ าหนักบรรทุกและแรงตางๆ ที่กระทํ าอยูบนโครงสรางนั้น สามารถหามาไดโดยการรวมทางพีชคณิตของคาการเปลี่ยน
ตํ าแหนงหรือคาหนวยแรงที่เกิดขึ้นจากแรงแตละแรงและนํ้ าหนักบรรทุกแตละอันที่กระทํ าอยูบนโครงสรางนั้น"

Principle of superposition จะใชไดในกรณีที่
1. วัสดุที่ใชทํ าโครงสรางมีพฤติกรรมอยูในชวงยืดหยุนเชิงเสน (linear elastic) ซึ่งในชวงนี้แรงกระทํ าจะแปรผัน

โดยตรงกับการเปลี่ยนตํ าแหนงและหนวยแรง เชน แทงวัตถุที่ถูกกระทํ าโดยแรงดึงในแนวแกน P  ดังที่แสดง
ในรูปที่ 4-3a คาของหนวยแรงตั้งฉากเฉลี่ยที่เกิดขึ้นที่จุดกึ่งกลางแทงวัตถุจะมีคาเทากับ AP /=σ

( P  ασ ) และคาการยืดที่ปลายของแทงวัตถุจะมีคาเทากับ AEPL /=δ  ( P  ασ )
2. โครงสรางมีการเปลี่ยนแปลงขนาดและรูปรางที่นอยมาก ภายใตแรงกระทํ า เนื่องจากวาเมื่อโครงสรางมีการ

เปล่ียนแปลงรูปรางมากแลว ตํ าแหนงและทิศทางของแรงกระทํ าอาจจะเปลี่ยนแปลงไปจากเดิม ซึ่งจะทํ าให
ผลที่เกิดขึ้นเนื่องจากแรงกระทํ าที่กระทํ าแยกกันมีคาไมเทากับผลที่เกิดขึ้นเนื่องจากแรงกระทํ าที่กระทํ ารวม
กัน

พิจารณาคานยื่น (cantilevered beam) ดังที่แสดงในรูปที่ 4-6 จากรูปที่ 4-6a กํ าหนดใหแรง P  มีคาเทากับผล
รวมของแรง P1  และแรง P2  ซึ่งจะทํ าใหคานเกิดการโกงตัวที่สูงมากและทํ าใหระยะในแนวนอนจากจุดที่แรงกระทํ าถึงจุด
รองรับแบบยึดแนนมีคาเทากับ d  ดังนั้น แรง P  จะทํ าใหเกิดโมเมนตดัดที่จุดรองรับเทากับ Pd  จากรูปที่ 4-6b กํ าหนด
ใหแรง P1  และ P2  กระทํ าตอคานเปนอิสระตอกัน โดยแรง P1  และ P2  จะทํ าใหคานเกิดการโกงตัวและมีระยะในแนว
นอนจากจุดที่แรงกระทํ าถึงจุดรองรับเทากับ 1d  และ 2d  ตามลํ าดับ ดังนั้น แรง P1  และ P2  จะทํ าใหเกิดผลรวมของ 
โมเมนตดัดที่จุดรองรับเทากับ 2211 dPdP +  แตเนื่องจากวา d ≠  d1 +d2  ดังนั้น Pd ≠ 2211 dPdP +

รูปที่ 4-6
4.4 การวิเคราะหช้ินสวนของโครงสรางที่รับแรงในแนวแกนแบบ Statically Indeterminate โดยวิธี Displacement
Method (Statically Indeterminate Axially Loaded Member: Displacement Method)

ในกรณีที่ผานมานั้น แทงวัตถุจะถูกยึดที่ปลายเพียงดานเดียวและถูกกระทํ าโดยแรงในแนวแกน ซึ่งเราจะหาคา
แรงปฏิกริยาที่จุดรองรับและแรงภายในแทงวัตถุไดโดยใชสมการความสมดุลของแรงในแนวแกนของแทงวัตถุเพียงสมการ
เดียว แทงวัตถุที่มีลักษณะนี้จะเปนโครงสรางแบบ statically determinate

ในกรณีที่แทงวัตถุถูกยึดที่ปลายทั้งสองดาน ดังที่แสดงในรูปที่ 4-7a แลว แทงวัตถุจะมีแรงปฏิกริยาที่ไมทราบคา
เกิดขึ้นที่ปลายทั้งสองของแทงวัตถุ 2 คาคือ FA  และ FB  ซึ่งแทงวัตถุดังกลาวจะมีแผนภาพ free-body diagram ดังที่



Mechanics of  Materials 4-9

แสดงในรูปที่ 4-7b ถากํ าหนดใหแรงปฏิกริยาที่ไมทราบคามีทิศทางดังที่แสดง จากสมการความสมดุลของแรงในแนวแกน
เราจะไดวา
+ ↑ =∑ F 0 ;    F F PB A+ − = 0

รูปที่ 4-7

เนื่องจากแทงวัตถุมีสมการความสมดุลเพียงสมการเดียว ดังนั้น เราจะไมสามารถหาคาแรงปฏิกริยาที่ไมทราบ
คาที่ปลายทั้งสองของแทงวัตถุนี้ได แทงวัตถุในลักษณะนี้จะเปนโครงสรางแบบ statically indeterminate ดังนั้น ในการหา
คาแรงปฏิกริยาดังกลาว เราจะตองมีสมการเพิ่มขึ้นอีกหนึ่งสมการ ซึ่งโดยทั่วไปแลวจะเปนเงื่อนไขของความสอดคลองของ
การเปลี่ยนแปลงรูปราง (compatibility condition) ของแทงวัตถุ

ในกรณีนี้ เนื่องจากจุดรองรับของแทงวัตถุเปนจุดรองรับแบบยึดแนนทั้งสองขาง ดังนั้น compatibility condition 
ของแทงวัตถุคือ การเปลี่ยนตํ าแหนงสัมพัทธระหวางปลาย A  และปลาย B  ของแทงวัตถุจะมีคาเทากับศูนย ซึ่งจะเขียน
ในรูปของสมการไดเปน

0/ =BAδ

จากแผนภาพ free-body diagram ของชิ้นสวน AC  และ BC  เราจะไดวา แรงภายในชิ้นสวน AC  จะเปน
แรงดึงและมีคาเทากับ + FA  และแรงภายในชิ้นสวน BC  จะเปนแรงกดอัดและมีคาเทากับ − FB  ดังนั้น จากความ
สัมพันธของแรงกระทํ าและการเปลี่ยนตํ าแหนงบนชิ้นสวนทั้งสอง เราจะได สมการ compatibility อยูในรูป

0=−
AE
LF

AE
LF CBBACA

ถาสมมุติใหคาความแกรงของแทงวัตถุ AE  มีคาคงที่แลว แรงปฏิกริยา AF  และ BF  ที่เกิดขึ้นที่ปลายของแทง
วัตถุจะหาไดโดยการแกสมการความสมดุลและสมการ compatibility ซึ่งเราจะไดวา

F P
L
LA
CB=

F P
L
LB
AC=

เนื่องจากแรงที่ไดมีคาเปนบวก ดังนั้น ทิศทางของแรงที่เราสมมุติขึ้นจะเปนทิศทางที่เกิดขึ้นจริง
เนื่องจากเราใช displacement  เปนตัวแปรที่ไมทราบคาในการเขียนสมการ compatibility ดังนั้น วิธีการโครง

สรางแบบ statically indeterminate ที่กลาวถึงไปแลวนี้จึงมักจะถูกเรียกวา displacement method
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ตัวอยางที่ 4-3
กํ าหนดใหแทงวัตถุที่ทํ าดวย aluminum 2014 T6 ( MPa 414=yσ ) ในชวง AC  มีเสนผาศูนยกลาง 

mm 10  และทํ าดวยเหล็ก A36 ( MPa 250=yσ ) ในชวง BC  มีเสนผาศูนยกลาง mm 8  และถูกยึดแนนเขากับ
ผนังที่จุด A  และที่ปลาย B  มีชองวางระหวางผนังและแทงวัตถุ mm 1  ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 4-3a

จงหาแรงปฏิกริยาที่เกิดขึ้นที่จุด A  และจุด B′  เมื่อกํ าหนดใหแรง kN 20=P , คา modulus of elasticity 
GPa 200=stE , และ GPa 70=alE

รูปที่ Ex 4-3

จากแผนภาพ free-body diagram ของแทงวัตถุ ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 4-3a และสมการความสมดุลของแรงใน
แนวนอน เราจะไดวา
∑ = 0xF ;          0)10(20 3 =+−− BA FF (1)

เนื่องจากปลาย B  ของคานจะมีการเปลี่ยนตํ าแหนงสัมพัทธเทียบกับจุดยึดแนน A  ของแทงวัตถุเทากับ mm 1
ดังนั้น สมการความสอดคลอง (compatibility) ของแทงวัตถุจะอยูในรูป

m 001.0/ =ABδ

และเนื่องจากสวน AC  ของแทงวัตถุจะถูกกระทํ าโดยแรงดึงและสวน BC  ของแทงวัตถุจะถูกกระทํ าโดยแรงกดอัด ดัง
นั้น เราจะไดวา
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001.0=−+
stBC

BCB

alAC

ACA

EA
LF

EA
LF

โดยที่พื้นที่หนาตัดของ aluminum ในชวง AC
2

2

mm 540.78
4

)10(
==

π
ACA

พื้นที่หนาตัดของเหล็กในชวง BC
2

2

mm 256.50
4

)8(
==

π
BCA

ดังนั้น

001.0
)10(200)10(256.50

)8.0(
)10(70)10(540.78

)4.0(
9696 =−+ −−

BA FF

    N 100000959.7276.7 =− BA FF (2)
ทํ าการแกสมการที่ (1) และที่ (2) รวมกัน เราจะได

kN 01.17=AF

MPa 414MPa 6.216
)10(540.78

)10(01.17
6

3

=<== − yA σσ O.K.

kN 99.2=BF

MPa 250MPa 5.59
)10(256.50

)10(99.2
6

3

=<== − yB σσ O.K.

เนื่องจากแรงปฏิกริยาที่ไดมีคาเปนบวก ดังนั้น แรงปฏิกริยาจะมีทิศทางตามที่ไดสมมุติไว และเนื่องจากหนวยแรง
ที่เกิดขึ้นในแทง aluminum 2014 T6 และแทงเหล็ก A36 มีคานอยกวา yielding stress ของวัสดุ ดังนั้น คาของแรงปฏิ
กริยาที่คํ านวณไดจึงถูกตองตามสมมุติฐานที่ใชในการคํ านวณ Ans.
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ตัวอยางที่ 4-4
ทอเหล็กกลวงซึ่งพื้นที่หนาตัด AS  ถูกเสริมดวย concrete ซึ่งพื้นที่หนาตัด AC  และถูกกระทํ าโดยแรงกดอัดใน

แนวแกน P  ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 4-4 กํ าหนดให modulus of elasticity ของเหล็กและ concrete มีคาเปน ES  และ EC
ตามลํ าดับ  และ L  เปนความยาวของทอเหล็กกลวงเสริม concrete  จงหา

a.) หนวยแรงที่เกิดขึ้นในทอเหล็กกลวงและใน concrete
b.) คาการหดตัวของทอเหล็กกลวงเสริม concrete

P

L

Concrete core

Steel pipe

Base plate
                                            

P

FC

FS

รูปที่ Ex 4-4

a.) หนวยแรงที่เกิดขึ้นในทอเหล็กกลวงและใน concrete
จากแผนภาพ free-body diagram ของทอเหล็กกลวง และ concrete และจากสมการสมดุลของแรงในแนวดิ่ง

เราจะไดวา
∑ = ;0yF 0=−+ PFF CS (1)

เนื่องจากทอเหล็กกลวงและ concrete ตองรวมกันตานแรงกดอัดในแนวแกน P  โดยที่การหดตัวที่เกิดขึ้นที่ปลาย
ของทอเหล็กกลวงเสริม concrete จะตองมีคาเทากัน ดังนั้น

          CS δδ = (2)
จากความสัมพันธของ load-displacement เราจะไดวา

CC

C

SS

S

AE
LF

AE
LF

=

















=

C

S

C

S
CS A

A
E
E

FF

แทนคา SF  ลงในสมการ (1) แลวจัดรูปสมการใหม เราจะได









+

=
CCSS

CC
C AEAE

AE
PF
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และ          







+

=
CCSS

SS
S AEAE

AE
PF (3)

ดังนั้น หนวยแรงที่เกิดขึ้นในทอเหล็กกลวงและใน concrete จะมีคาเทากับ









+

==
CCSS

S

S

S
S AEAE

E
P

A
F

σ

    







+

==
CCSS

C

C

C
C AEAE

E
P

A
F

σ                  Ans.

จากสมการของหนวยแรงที่ได เราจะเห็นวา หนวยแรงที่เกิดขึ้นในทอเหล็กกลวงและใน concrete แปรผันโดยตรง
กับคา modulus of elasticity ของเหล็กและ concrete ดังนั้น วัสดุที่มีคา modulus of elasticity มากกวาจะมีหนวยแรง
เกิดขึ้นสูงกวา
b.) คาการหดตัวของทอเหล็กกลวงเสริม concrete

แทนคา CF  และ SF  ในสมการ (3) ลงในความสัมพันธของ load-displacement เราจะได

CCSSCC

C

SS

S

AEAE
PL

AE
LF

AE
LF

+
===δ             Ans.

จากสมการ เราจะเห็นวา คาการหดตัวของทอเหล็กกลวงเสริม concrete จะเทากับแรงกดอัดในแนวแกนหารดวยผลรวม
ของคาความแกรงของทอเหล็กกลวงและ concrete
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ตัวอยางที่ 4-5
กํ าหนดให rigid bar AB  มีที่รองรับเปน pin ที่ A  และถูกรองรับโดยเสนลวด CD  และ EF  ที่จุด D  และ

จุด F  ตามลํ าดับ กํ าหนดใหแรง P  กระทํ าที่ปลาย B  ของ rigid bar และใหเสนลวด CD  มีความยาว 1L  มีเสนผา
ศูนยกลาง 1d  และมีคา modulus of elasticity 1E  และใหเสนลวด EF  มีความยาว 2L  มีเสนผาศูนยกลาง  2d  และมี
คา modulus of elasticity 2E

จงหาสมการของแรงที่เกิดขึ้นในเสนลวด CD  และเสนลวด EF

รูปที่ Ex 4-5

จากแผนภาพ free-body diagram ของ rigid bar ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 4-5b และสมการความสมดุลของ
โมเมนตรอบจุด A  เราจะไดวา
∑ = 0AM ; 0)3()2(21 =−+ bPbTbT (1)

ภายใตการกระทํ าของแรง P  rigid bar จะเกิดการหมุนรอบจุด A  ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 4-5c และเนื่องจาก
ระยะ AF  เปนสองเทาของระยะ AD  ดังนั้น จากสามเหลี่ยมคลาย เราจะไดสมการความสอดคลอง (compatibility)
ของ rigid bar อยูในรูป

12 2δδ =
จากความสัมพันธของแรงในแนวแกนและการยืดตัวของเสนลวด

11

11
1 EA

LT
=δ และ

22

22
2 EA

LT
=δ

โดยที่พื้นที่หนาตัดของเสนลวด CD  และ EF  จะมีคาเทากับ 
4

2
1

1
dA π

=  และ 
4

2
2

2
dA π

=  ตามลํ าดับ กํ าหนดให

11

1
1 EA

Lf = และ
22

2
2 EA

Lf =



Mechanics of  Materials 4-15

ดังนั้น เราจะเขียนความสัมพันธของแรงในแนวแกนและการยืดตัวของเสนลวดใหมไดเปน
111 Tf=δ และ 222 Tf=δ

และเราจะไดสมการความสอดคลอง (compatibility) ของ rigid bar อยูในรูป
      1122 2 TfTf = (2)

ทํ าการแกสมการที่ (1) และที่ (2) รวมกัน เราจะได

21

2
1 4

3
ff
PfT
+

=

21

1
2 4

6
ff
PfT
+

=

เนื่องจากแรงปฏิกริยาที่ไดมีคาเปนบวก ดังนั้น แรงปฏิกริยาจะมีทิศทางตามที่ไดสมมุติไว  Ans.
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4.5 การวิเคราะหช้ินสวนของโครงสรางที่รับแรงในแนวแกนแบบ Statically Indeterminate โดยวิธี Force Method
(Statically Indeterminate Axially Loaded Member: Force Method)

นอกจากเราจะหาคาแรงปฏิกริยาที่ไมทราบคาในแทงวัตถุแบบ statically indeterminate โดยวิธี displacement 
method แลว เรายังสามารถที่จะเขียนสมการความสอดคลอง (compatibility equation) ของแทงวัตถุไดอีกรูปแบบหนึ่ง
โดยการ superposition แรงปฏิกริยา (ซึ่งเปนตัวแปรที่ไมทราบคา) ของแผนภาพ free-body diagram ของแทงวัตถุ ซึ่งวิธี
การนี้มักจะถูกเรียกวา force method

รูปที่ 4-8

รูปที่ 4-8a แสดงแทงวัตถุแบบ statically indeterminate ซึ่งถูกระทํ าโดยแรง P  ถาสมมุติใหจุดรองรับที่ B  เปน
จุดรองรับที่เกินจํ าเปน  (redundant support) และเมื่อเราเอาจุดรองรับดังกลาวออกจากแทงวัตถุแลว แทงวัตถุดังกลาวจะ
เปล่ียนเปนโครงสรางแบบ statically determinate ซึ่งถูกระทํ าโดยแรง P  ดังที่แสดงในรูปที่ 4-8b แตเนื่องจากความจริงที่
วา จุดรองรับที่ B  จะตองมีแรงปฏิกริยาที่ไมทราบคา FB  กระทํ า ดังนั้น แทงวัตถุดังกลาวจะตองเปนโครงสรางแบบ 
statically determinate ซึ่งถูกระทํ าโดยแรง FB  ดังที่แสดงในรูปที่ 4-8c ดวย

จาก principle of superposition เราจะไดวา แทงวัตถุ ดังที่แสดงในรูปที่ 4-16a จะสมมูลกับแทงวัตถุ ดังที่แสดง
ในรูปที่ 4-16b ซึ่งถูกกระทํ าโดยแรง P  บวกกับแทงวัตถุ ดังที่แสดงในรูปที่ 4-16c ซึ่งถูกกระทํ าโดยแรงเกินจํ าเปน 
(redundant force) ที่ไมทราบคา FB

ถาแรง P  ทํ าใหแทงวัตถุที่จุด B  เกิดการยืดตัว (+) Pδ  ดังที่แสดงในรูปที่ 4-16b แลว แรงปฏิกริยา FB  ดังที่
แสดงในรูปที่ 4-16c จะตองมีคาๆ หนึ่งที่จะทํ าใหจุด B  เกิดการหดตัว (-) Bδ  โดยที่

BP δδ −=0
สมการที่ไดนี้จะเปนสมการความสอดคลอง (compatibility equation) ของการเปลี่ยนตํ าแหนงที่จุด B

จากความสัมพันธระหวางแรงและการเปลี่ยนตํ าแหนง เราจะไดวา

AE
PLAC

P =δ  และ 
AE
LFB

B
−

=δ

ดังนั้น เมื่อเราแทนคา Pδ  และคา Bδ  ลงในสมการความสอดคลอง เราจะไดวา



Mechanics of  Materials 4-17

AE
LF

AE
PL BAC −=0

และ

L
L

PF AC
B =

จากแผนภาพ free-body diagram ของแทงวัตถุ เราจะหาแรงปฏิกริยาที่จุด A  ไดโดยใชสมการความสมดุลของ
แรงในแนวดิ่ง

+ ↑ =∑ Fy 0 ;               0=−+ PF
L
L

P A
AC

เนื่องจาก ACCB LLL −=  ดังนั้น

L
L

PF CB
A =

ซึ่งเราจะเห็นวา FA  และ FB  ที่ไดเหมือนกับที่หามาไดใน section ที่ 4.4 โดยวิธีการ displacement method
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ตัวอยางที่ 4-6
กํ าหนดใหแทงวัตถุที่ทํ าดวย aluminum 2014 T6 ในชวง AC  มีเสนผาศูนยกลาง mm 10  และทํ าดวยเหล็ก

A36 ในชวง BC  มีเสนผาศูนยกลาง mm 8  และถูกยึดแนนเขากับผนังที่จุด A  และที่ปลาย B  มีชองวางระหวางผนัง
และแทงวัตถุ mm 1  ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 4-6a

จงหาแรงปฏิกริยาที่เกิดขึ้นที่จุด A  และจุด B′  เมื่อกํ าหนดใหแรง kN 20=P , คา modulus of elasticity 
GPa 200=stE , และ GPa 70=alE

รูปที่ Ex 4-6

กํ าหนดใหแรงปฎิกริยาที่จุด B  เปนแรงเกินจํ าเปน (redundant force) ดังนั้น จาก principle of superposition 
เราแยกแทงวัตถุออกมาพิจารณาไดเปนสองกรณี ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 4-6b และเราจะไดสมการความสอดคลองอยูในรูป

m 001.0=− BP δδ
โดยที่ Pδ  เปนบวกเนื่องจากแรง P  ทํ าใหแทงวัตถุเกิดการยืดตัวและ Bδ  เปนลบเนื่องจากแรง BF  ทํ าใหแทงวัตถุเกิด
การหดตัว

m 0014551.0
)10(70)10(540.78

4.0)10(20
96

3

=== −
alAC

AC
P EA

PL
δ

B

BB

alAC

ACB

stBC

BCB
B

F

FF
EA
LF

EA
LF

)10(15235.0     
)10(70)10(540.78

)4.0(
)10(200)10(256.50

)8.0(     

6

9696

−

−−

=

+=

+=δ
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ดังนั้น จากสมการความสอดคลอง
m 001.0)10(15235.0001455.0 6 =− −

BF
      kN 99.2=BF  Ans.

จากสมการความสมดุลของแรงในแนวแกน
      kN 01.1799.220 =−=AF  Ans.
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4.6 หนวยแรงเนื่องจากการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิ (Thermal Stress)
การเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิจะทํ าใหชิ้นสวนของโครงสรางเกิดการเปลี่ยนแปลงขนาดและรูปราง ถาอุณหภูมิเพิ่มขึ้น

วัสดุที่ใชทํ าชิ้นสวนของโครงสรางจะเกิดการขยายตัว ดังที่แสดงในรูปที่ 4-9 และในทางตรงกันขาม ถาอุณหภูมิลดลงวัสดุที่
ใชทํ าชิ้นสวนของโครงสรางจะเกิดการหดตัว

รูปที่ 4-9

โดยปกติแลว การยืดและการหดตัว เนื่องจากการเปลี่ยนแปลงของอุณหภูมิ จะแปรผันโดยตรงกับคาอุณหภูมิที่
เพิ่มขึ้นและลดลง ตามลํ าดับ ถาวัสดุที่ใชทํ าชิ้นสวนของโครงสรางเปนวัสดุแบบ homogeneous และ isotropic แลว จาก
การทดสอบ  เราจะไดวา การเปลี่ยนแปลงรูปรางของชิ้นสวนของโครงสราง เนื่องจากการเปลี่ยนแปลงของอุณหภูมิจะอยูใน
รูป

     LTT   ∆=αδ (4-4)
เมื่อ α = สัมประสิทธิ์ของการยืดหรือหดตัวตามเสน (linear coefficient of thermal expansion) ซึ่งเปนคุณสมบัติ
ของวัสดุ ดังที่แสดงในภาคผนวกที่ 1

∆T = คาอุณหภูมิที่เปล่ียนแปลงไป
L = ความยาวของชิ้นสวนของโครงสราง
Tδ =คาการยืดหรือหดตัวของชิ้นสวนของโครงสราง

ถาอุณหภูมิหรือคา α  มีการเปลี่ยนแปลงไปตามความยาวของชิ้นสวนของโครงสรางแลว คาการยืดหรือหดตัว
ของชิ้นสวนของโครงสรางจะหาไดจากสมการ

              ∫ ∆=
L

T dxT
0

   αδ (4-5)
เราจะหาคาการยืดหรือการหดตัวเนื่องจากการเปลี่ยนแปลงของอุณหภูมิของชิ้นสวนของโครงสรางแบบ 

statically determinate ไดอยางงายดายโดยใชสมการที่ 4-4 หรือ 4-5 แตถาชิ้นสวนของโครงสรางเปนแบบ statically 
indeterminate แลว การยืดหรือการหดตัวของชิ้นสวนของโครงสรางจะเกิดขึ้นไมไดอยางอิสระ เนื่องจากการยึด 
(constraint) ของจุดรองรับ (supports) ของชิ้นสวนของโครงสรางนั้น ซึ่งจะกอใหเกิด thermal stress ขึ้นในชิ้นสวนของ
โครงสรางดังกลาว การคํ านวณหาคาของ thermal stress ในโครงสรางแบบ statically indeterminate ไดแสดงไวในตัว
อยางตอไปนี้

รูปที่ 4-10
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ตัวอยางที่ 4-7
กํ าหนดใหโครงสรางมีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ Ex 4-7 และชิ้นสวน AB  ทํ าดวย steel alloy A36 มีคา 

Cost )/10(17 6−=α , GPa 200=stE , MPa 250=yσ  และมีพื้นที่หนาตัด 2mm 600=ABA และชิ้นสวน 
CD  ทํ าดวย aluminum alloy 2014-T6 มีคา Coal )/10(24 6−=α , GPa 70=alE , MPa 414=yσ  และมีพื้น
ที่หนาตัด 2mm 1200=CDA  เมื่ออุณหภูมิของโครงสรางเพิ่มขึ้นจาก Co25 เปน Co125  จงหาคาเฉลี่ยของหนวย
แรงที่เกิดขึ้นในชิ้นสวน AB  และ CD

รูปที่ Ex 4-7

เมื่ออุณหภูมิของโครงสรางเพิ่มสูงขึ้น ชิ้นสวนทั้งสองของโครงสรางจะเกิดการยืดตัวที่ไมเทากันและจะทํ าใหจุด 
B  และจุด C  ชนกัน ซึ่งจะทํ าใหเกิดแรงกดอัดภายในโครงสรางที่มีคาเทากัน

จากสมการความสมดุลของแรงในแนวแกนของโครงสราง
FFF alst ==

เนื่องจากการเปลี่ยนตํ าแหนงสัมพัทธของจุด A  เทียบกับจุด D  มีคาเทากับชองวางระหวางจุด B  และจุด C   
ดังนั้น สมการความสอดคลอง (compatibility equation) ของโครงสรางจะเขียนไดในรูป

m 001.0/ =DAδ

เนื่องจากการเพิ่มสูงขึ้นของอุณหภูมิทํ าใหชิ้นสวนทั้งสองของโครงสรางเกิดการยืดตัว ดังนั้น คาการเปลี่ยน
ตํ าแหนงที่เกิดขึ้นจะมีคาเปนบวก และเมื่อจุด B  และจุด C  ชนกันแลว แรงกดอัดจะเกิดขึ้นภายในชิ้นสวนของโครงสราง 
ซึ่งจะทํ าใหคาการเปลี่ยนตํ าแหนงที่เกิดขึ้นมีคาเปนลบ ดังนั้น

001.0=∆+−∆+− CDal
alCD

CDal
ABst

stAB

ABst TL
EA
LF

TL
EA
LF

αα

001.0)4.0(100)10(27
)10(70)10(1200

)4.0()6.0(100)10(17
)10(200)10(600

)6.0( 6
96

6
96 =+−+− −

−
−

−

FF

0011.0)10(762.9 9 =− F

kN 68.112=F
คาเฉลี่ยของหนวยแรงที่เกิดขึ้นในชิ้นสวน AB  และ CD  จะมีคาเทากับ

MPa 250MPa 8.187
)10(600

68.112
6 =<== − yAB σσ O.K.

MPa 414MPa 9.93
)10(1200

68.112
6 =<== − yCD σσ O.K.

ดังนั้น หนวยแรงที่เกิดขึ้นในชิ้นสวน AB  และ CD  สอดคลองกับสมมุติฐานที่วาวัสดุยังคงมีพฤติกรรมอยูในชวงยืดหยุน 
(elastic) ภายใตการเปลี่ยนแปลงของอุณหภูมิ  Ans.
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แบบฝกหัดทายบทที่ 4
4-1 กํ าหนดใหแทงเหล็กที่มีพื้นที่หนาตัด 2mm 60  รองรับแรงกระทํ า ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 4-1 จงหาคาการเปลี่ยน
ตํ าแหนงที่จุด A  และ B

รูปที่ Prob. 4-1

4-2 กํ าหนดใหแทงเหล็กมีขนาดและลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 4-2 ถูกกระทํ าโดยแรงในแนวแกน (axial load) 
kN 50=P  จงหาคาการเปลี่ยนแปลงรูปรางในแนวแกนและที่หนาตัด aa −  เมื่อ GPa 200=stE และ 29.0=ν

รูปที่ Prob. 4-2
4-3 ถาชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอหมุน (truss) เหล็ก ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 4-3 มีพื้นที่หนาตัด 2mm 400  จงหาคาของ
แรง P  ที่ทํ าให roller เกิดการเคลื่อนที่ไปทางขวามือ mm 0.2 เมื่อ GPa 200=stE  (4-12)

รูปที่ Prob. 4-3

4-4 แทงเหล็กที่มีความแกรงสูงมากถูกรองรับโดยแทง aluminum 6061-T6 ที่มีพื้นที่หนาตัด 2mm 14  ดังที่แสดงในรูปที่ 
Prob. 4-4 จงหาคาการเปลี่ยนแปลงรูปรางในแนวดิ่งที่จุด D  เนื่องจากนํ้ าหนักบรรทุกกระจาย (4-19)
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รูปที่ Prob. 4-4

4-5 เสาประกอบคอนกรีต-เหล็ก ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 4-5 ถูกกระทํ าโดยแรงกดอัด kN 80  จงหาหนวยแรงที่เกิดขึ้นใน
คอนกรีตและเหล็ก และจงหาความยาวที่เปล่ียนไปของเสา เมื่อทอเหล็กมีเสนผาศูนยกลางภายนอก mm 80  และเสนผา
ศูนยกลางภายใน mm 70  และ GPa 200=stE , GPa 24=cE

รูปที่ Prob. 4-5

4-6 Composite bar ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 4-6 มีชิ้นสวน AB  ทํ าดวยเหล็ก ( GPa 200=stE ) และชิ้นสวน DA
และ BC  ทํ าดวยทองเหลือง ( GPa 100=brE ) จงหา normal stress ที่เกิดขึ้นในแตละชิ้นสวนและจงหาการเปลี่ยน
ตํ าแหนงที่จุด A  เทียบกับจุด B

รูปที่ Prob. 4-6

4-7 แทงเหล็ก ACE  ถูกรองรับโดยแทง aluminum AB  และ EF  และแทงเหล็ก CD  ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 4-7 ถา
แทงเหล็กและแทง aluminum มีพื้นที่หนาตัด 2mm 450  จงหาขนาดของนํ้ าหนักบรรทุกกระจาย w  สูงสุดที่ยอมให
กระทํ าตอแทงเหล็ก ACE  เมื่อเหล็กและ aluminum มีหนวยแรงดึงที่ยอมให MPa 180)( =stallowσ  และ 

MPa 94)( =alallowσ  ตามลํ าดับ และ GPa 70=alE  และ GPa 200=stE
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รูปที่ Prob. 4-7

4-8 แทงเหล็ก ACEB  ถูกรองรับโดยแทง aluminum CD  และ EF  และถูกกระทํ าโดยแรง kN 20 ดังที่แสดงในรูปที่ 
Prob. 4-8 ถาแทง aluminum มีเสนผาศูนยกลาง mm 25  จงหาการเปลี่ยนตํ าแหนงที่จุด B   และหนวยแรงที่เกิดขึ้นใน
แทง aluminum

รูปที่ Prob. 4-8

4-9 สลักเกลียวเหล็กเสนผาศูนย mm 10  และถูกหุมดวยทอทองเหลือง ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 4-9 ถาสลักเกลียวถูก
กระทํ าโดยหนวยแรงกดอัด kN 20=P  จงหาคาหนวยแรงตั้งฉากที่เกิดขึ้นในสลักเกลียวเหล็กและทอทองเหลือง 
กํ าหนดให GPa 200=stE  และ GPa 100=brE

รูปที่ Prob. 4-9

4-10 กํ าหนดใหชิ้นสวนของโครงสราง ABD  ถูกแขวนโดยใชเคเบิลที่มีพื้นที่หนาตัด 2mm 32  และ GPa 200=E
สองเสน ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 4-10 จงหาคาหนวยแรงตั้งฉากที่เกิดขึ้นในเคเบิล และคาการหมุนของ ชิ้นสวนของโครง
สราง ABD
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รูปที่ Prob. 4-10

4-11 จงหาคาหนวยแรงในแนวแกนที่เกิดขึ้นในแตละชิ้นสวนของโครงสราง ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 4-11 เมื่ออุณหภูมิของ
โครงสรางเพิ่มขึ้นจาก Co12  เปน Co18

รูปที่ Prob. 4-11

4-12 กํ าหนดใหโครงขอหมุนเหล็กมีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 4-12 จงหาการเปลี่ยนตํ าแหนงในแนวดิ่งที่จุดเชื่อมตอ 
A  เมื่ออุณหภูมิของโครงขอหมุนเพิ่มขึ้น Co55  เมื่อช้ินสวนตางๆ ของโครงขอหมุนมีพื้นที่หนาตัด 2mm 1200  และจง
หาหนวยแรงที่เกิดขึ้นในแตละชิ้นสวนของโครงขอหมุน

รูปที่ Prob. 4-12
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บทที่ 5
การบิด (Torsion)

เรียบเรียงโดย  ดร. สิทธิชัย แสงอาทิตย

5.1 การเปลี่ยนแปลงรูปรางเนื่องจากการบิดเพลากลม (Torsional Deformation of a Circular Shaft)
Torsion เปนการบิดของชิ้นสวนของโครงสรางหรือช้ินสวนของเครื่องจักรกล เชน เพลารถยนต เปนตน เนื่องจาก

การกระทํ าของแรงบิด (torque) โดยที่แรงบิดเปนโมเมนต (moment) ที่พยายามที่จะบิดชิ้นสวนของโครงสรางในแนวแกน
ของชิ้นสวนของโครงสรางนั้น

พิจารณาเพลาที่ทํ าดวยวัสดุที่มีเนื้อเดียว (homogeneous material) และสามารถเปลี่ยนแปลงรูปรางไดงาย เชน 
เพลายาง เปนตน ดังที่แสดงในรูปที่ 5-1a เมื่อแรงบิดกระทํ าตอเพลายางนี้ grid lines ที่ประกอบดวยเสนวงกลมและเสน
ตรงที่อยูในแนวแกนของเพลาจะเกิดการบิดขึ้นในลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ 5-1b ซึ่งเราจะเห็นไดวา เสนวงกลมจะยังคงมี
รูปรางเปนทรงกลมเหมือนเดิม แตเสนตรงแตละเสนที่อยูในแนวแกนของเพลาจะเกิดการบิดเปนเกลียว (helix) และจะตัด
กับเสนวงกลมเปนมุมที่เทากันตลอดความยาวของเพลายาง นอกจากนั้นแลว หนาตัดที่ปลายของเพลาก็จะยังคงมีลักษณะ
ราบเรียบ (flat) และเสนในแนวรัศมี (radial line) ที่ปลายของเพลาก็จะยังคงมีลักษณะเปนเสนตรงเหมือนเดิม

รูปที่ 5-1

จากการสังเกตดังกลาว เราสรุปไดวา ถามุมบิด (angle of rotation) มีคานอยๆ แลว ความยาวและรัศมีของเพลา
จะไมมีการเปลี่ยนแปลงภายใตแรงบิด ดังนั้น ถาเพลาถูกยึดแนนที่ปลายดานหนึ่ง ดังที่แสดงในรูปที่ 5-2 และถูกกระทํ าโดย
แรงบิดที่ปลายอีกดานหนึ่งแลว ระนาบที่ระบายสีทึบจะเกิดการบิดเอียง (skew) ดังที่แสดงในรูป และมุมที่เกิดการบิดเอียง
หรือมุมบิด (angle of twist) จะมีคาขึ้นอยูกับตํ าแหนง x

ในการหาคาความเครียดที่เกิดขึ้นเนื่องจากการบิด (distortion strain) ใหเราพิจารณา differential element ที่ตัด
ออกมาจากเพลาที่รัศมี ρ  จากจุดศูนยกลางของหนาตัดของเพลา ดังที่แสดงในรูปที่ 5-3 จากรูปที่ 5-2 และ 5-3 เราจะเห็น
ไดวา หนาตัดของ differential element ที่ตัดออกมาจากเพลาที่ระยะ x  จะเกิดการบิดเปนมุม )(xφ  และหนาตัดของ
differential element ที่ตัดออกมาจากเพลาที่ระยะ xx ∆+  จะเกิดการบิดเปนมุม φφ ∆+)(x  ดังนั้น คาความแตกตาง
ของการบิดที่เกิดขึ้นจะทํ าให differential element นี้ถูกกระทํ าโดยความเครียดเฉือน (shear strain)



Mechanics of  Materials 5-2

รูปที่5-2

รูปที่ 5-3

จากรูปที่ 5-3 เราจะเห็นไดวา กอนเกิดการเปลี่ยนแปลงรูปราง มุมระหวางขอบ AB  และ AC  มีคาเทากับ
90o แตหลังเกิดการเปลี่ยนแปลงรูปราง มุมดังกลาวมีคาเทากับ θ ′  ดังนั้น จากนิยามของความเครียดเฉือน

BAAD
CAAC
 along 
 along 

 lim
2

→
→

′−= θ
π

γ

ถา dxx →∆  และ φφ d→∆  แลว ความยาวจาก B  ถึง D  ซึ่งมีคานอยมากและจะมีคาเทากับ
dxdBD   γφρ ==

         
dx
dφ

ργ = (5-1)
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เนื่องจากมุม φd  และระยะ dx  ของทุกๆ differential element ที่อยูที่หนาตัดที่ระยะ x  มีคาคงที่ตลอดทั้งหนา
ตัด ดังนั้น dxd /φ  ที่หนาตัดใดๆ จะมีคาคงที่ และจากสมการที่ 5-1 เราจะไดวา คาความเครียดเฉือนของ differential 
element เหลานี้จะแปรผันโดยตรงกับรัศมี ρ  ของเพลา โดยจะมีคาเทากับศูนยที่แกนของเพลาและจะมีคามากที่สุดที่ผิว
ดานนอกของเพลา ถากํ าหนดใหความยาวของรัศมีของเพลาที่ผิวดานนอกมีคาเทากับ c  แลว การบิดของ differential 
element ที่รัศมี ρ  และที่ c=ρ  จะมีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ 5-4

เนื่องจาก cdxd /// maxγργφ ==  ดังนั้น

       maxγ
ρ

γ
c

= (5-2)

สมการที่ 5-2 นี้นอกจากจะใชไดกับทอกลมตันแลวยังใชไดกับทอกลมกลวงดวย
โดยการใช theory of elasticity เราสามารถที่จะแสดงใหเห็นไดวา ภายใตขอสมมุติฐานที่กลาวไปแลวนั้น องค

ประกอบอื่นๆ ของหนวยแรงตั้งฉากและความเครียดเฉือนจะมีคาเปนศูนยเมื่อเพลาถูกกระทํ าโดยแรงบิด และสภาวะของ
หนวยแรงที่เกิดขึ้นในเพลาซึ่งถูกกระทํ าโดยแรงบิดในแนวแกนนี้จะถูกเรียกวา pure shear

รูปที่ 5-4
5.2 สูตรการบิด (Torsion Formula)

เมื่อเพลาถูกกระทํ าโดยแรงบิดภายนอกแลว เพลาจะตานทานแรงบิดดังกลาวโดยพัฒนาแรงบิดลัพธภายในตัว
เพลาขึ้น เพื่อทํ าใหเพลาอยูในสภาวะสมดุล

ถาภายใตแรงบิดภายนอกนี้ วัสดุที่ใชทํ าเพลายังคงมีพฤติกรรมแบบ linear elastic แลว จาก Hooke’s law เราจะ
ไดวา γτ  G=  ดังนั้น จากขอสรุปที่วา ความเครียดเฉือนที่เกิดขึ้นในเพลาจะแปรผันโดยตรงกับระยะในแนวรัศมีของเพลา 
เราจะไดวา หนวยแรงเฉือนก็จะแปรผันโดยตรงกับระยะในแนวรัศมีของเพลาดวย และจะมีคาเทากับศูนยที่แกนของเพลา
และจะมีคามากที่สุดที่ผิวดานนอกของเพลา ดังที่แสดงในรูปที่ 5-5 โดยใชหลักการสามเหลี่ยมคลาย เราจะไดวา

        maxτ
ρ

τ
c

= (5-3)

เนื่องจากแรงบิดลัพธภายในตัวเพลาเกิดจากการกระจายของหนวยแรงเฉือนที่กระจายอยูตลอดทั้งหนาตัดของ
เพลา ดังนั้น differential element ใดๆ ที่มีพื้นที่ dA  และมีระยะในแนวรัศมี ρ  จากแกนของเพลาจะถูกกระทํ าโดยแรง

dAdF  τ=
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และแรงบิดที่เกิดจากแรงนี้จะมีคาเทากับ
) ( dAdT τρ=

เมื่อเราพิจารณาตลอดทั้งหนาตัดของเพลาแลว แรงบิดภายในตัวเพลาจะมีคาเทากับ

   ∫ ∫==
A A

dA
c

dAT  )() ( maxτ
ρ

ρτρ (5-4)

เนื่องจาก c/maxτ  มีคาคงที่ ดังนั้น

  ∫=
A

dA
c

T 2max ρ
τ (5-5)

รูปที่ 5-5

เทอม integral ในสมการที่ 5-5 จะขึ้นอยูกับรูปรางของหนาตัดของเพลาเพียงอยางเดียวและจะถูกเรียกวา polar
moment of inertia ของพื้นที่หนาตัดของเพลาหรือ J  ดังนั้น เราจะเขียนสมการที่ 5-5 ไดใหมเปน

       
J

Tc
=maxτ (5-6)

เมื่อ maxτ = คาสูงสุดของหนวยแรงเฉือนที่เกิดขึ้นที่ผิวดานนอกของเพลา
T = แรงบิดลัพธภายในที่เกิดขึ้นที่หนาตัดของเพลาเนื่องจากแรงบิด
J = polar moment of inertia ของพื้นที่หนาตัดของเพลา
c = รัศมีของเพลา
จากสมการที่ 5-3 และ 5-6 คาของหนวยแรงเฉือนที่รัศมี ρ  ใดๆ ของเพลาจะหาไดจากสมการ

        
J

Tρ
τ = (5-7)

สมการที่ 5-6 และ 5-7 นี้มักจะถูกเรียกวา torsion formula ซึ่งใชไดกับเพลาที่มีหนาตัดทรงกลมที่ทํ าดวยวัสดุแบบ 
homogenous และมีพฤติกรรมแบบ linear elastic เทานั้น
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Solid Shaft

รูปที่ 5-6

ในกรณีที่เพลามีหนาตัดกลมตันแลว คา polar moment of inertia J  จะหามาไดโดยการพิจารณา differential
ring ที่มีความหนาเทากับ ρd  และมีเสนรอบวงเทากับ πρ2  ดังที่แสดงในรูปที่ 5-6 และมีพื้นที่เทากับ ρπρ ddA  2=

ดังนั้น เราจะไดวา
c

A

c c
dddAJ

0
0 0

4
322

4
2 2 )2(∫ ∫ ∫ ====

ρ
πρρπρπρρρ

          4

2
cJ π

= (5-8)

จากสมการที่ 5-8 เราจะเห็นวา J  จะมีคาขึ้นอยูกับรัศมีหรือเสนผาศูนยกลางของเพลาเทานั้นและจะมีคาเปน
บวกเสมอ

รูปที่ 5-7a แสดงการกระจายของหนวยแรงเฉือนในแนวรัศมีบนหนาตัดของเพลาตัน  ซึ่งมีลักษณะเปนเสนตรง
โดยมีคาเปนศูนยที่แกนของเพลาและมีคาสูงสุดที่ผิวนอกของเพลา จากรูป เราจะเห็นไดวา หนวยแรงเฉือนตางๆ ที่เกิดขึ้น
บนแตละ differential element เล็กๆ จะมีทิศทางไปทางเดียวกับแรงบิด T  ในทิศทางทวนเข็มนาฬิการอบจุดศูนยกลาง
ของหนาตัดของเพลา

นอกจากหนวยแรงเฉือนในแนวขนานกับหนาตัดแลว ถาเราตัด cubic volume element เล็กๆ ออกมาจากเพลา 
ดังที่แสดงในรูปที่ 5-7a แลว เราจะเห็นไดวา cubic volume element ดังกลาวจะตองมีหนวยแรงเฉือนเกิดขึ้นบนหนาตัด
อีก 3 หนาตัดที่อยูทางดานขางของ cubic volume element โดยที่หนวยแรงเฉือนทั้งสามจะตองมีคาเทากับหนวยแรงเฉือน
ในแนวขนานกับหนาตัดและทิศทาง ดังที่แสดงในรูปที่ 5-7 เพื่อทํ าใหเกิดสมดุลของแรงและ moment บน cubic volume 
element ดังกลาว

การกระจายของหนวยแรงเฉือนที่มีทิศทางในแนวแกนของเพลาจะมีลักษณะเชนเดียวกับหนวยแรงเฉือนในแนว
ขนานกับหนาตัด ดังที่แสดงในรูปที่ 5-7c หนวยแรงเฉือนนี้จะเปนสาเหตุทํ าใหเพลาไม ซึ่งถูกกระทํ าโดยแรงบิดเกิดการวิบัติ
โดยการแตกราวในแนวแกนของเพลาไม ดังที่แสดงในรูปที่ 5-8 ทั้งนี้เนื่องจากไมมีกํ าลังรับแรงเฉือนในแนวตามเสี้ยนตํ่ ากวา
ในแนวขวางเสี้ยน
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รูปที่ 5-7

รูปที่ 5-8
Tubular Shaft

การวิเคราะหเพลากลวงซึ่งถูกกระทํ าโดยแรงบิดจะมีลักษณะที่คลายคลึงกับการวิเคราะหเพลาตัน ในกรณีที่เพลา
กลวง ซึ่งมีรัศมีภายใน ci  และรัศมีภายนอก co  แลว จากสมการที่ 5-8 เราจะหาคา polar moment of inertia J  ไดโดย
การหักคา J  ของเพลาตันที่มีรัศมี ci  ออกจากคา J  ของเพลาตันที่มีรัศมี co  ดังนั้น เราจะได
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  J c co i= −
π
2

4 4( ) (5-9)
รูปที่ 5-9 แสดงการกระจายของหนวยแรงเฉือนในแนวรัศมีและในแนวแกนของเพลากลวง เราจะเห็นไดวา เพลา

กลวงมีประสิทธิภาพในการใชวัสดุในการตานทานตอแรงบิดมากกวาเพลาตัน เนื่องจากวาพื้นที่โดยสวนใหญของเพลา
กลวงที่ใชในการรับแรงบิดอยูหางออกไปจากศูนยกลางของเพลา ดังนั้น วัสดุที่ใชทํ าเพลากลวงโดยสวนใหญจะรับหนวย
แรงเฉือนที่มีคาคอนขางสูง นอกจากนั้นแลว หนวยแรงเฉือนยังมี moment arms ในการตานทานแรงบิดที่มากกวาเพลาตัน
ดวย

รูปที่ 5-9
Absolute Maximum Torsional Stress

ที่หนาตัดใดๆ ของเพลา คาสูงสุดของหนวยแรงเฉือนจะเกิดขึ้นที่ผิวดานนอกของเพลา ในกรณีที่เพลาถูกกระทํ า
โดยแรงบิดภายนอกหลายๆ คาหรือรัศมีของเพลามีการเปลี่ยนแปลงเปนชวงๆ ดังที่แสดงในรูปที่ 5-10 แลว คาสูงสุดของ
หนวยแรงเฉือนที่เกิดขึ้นจะมีความแตกตางกันจากหนาตัดหนึ่งไปยังอีกหนาตัดหนึ่ง ในการออกแบบเพลาที่มีลักษณะดัง
กลาว เราจํ าเปนที่จะตองหาคาสูงสุดสัมบูรณ (absolute maximum) ของหนวยแรงเฉือนและตํ าแหนงที่เกิดดวย ซึ่งจะทํ า
ไดโดยการเขียน torque diagram ที่เปนแผนภาพแสดงการเปลี่ยนแปลงของแรงบิดภายใน T  ที่เกิดขึ้นเทียบกับระยะ x
ในแนวแกนของเพลา ในการเขียนแผนภาพนี้ เราจะใหแรงบิดภายใน T  มีคาเปนบวกเมื่อมีทิศทางพุงออกจากหนาตัดของ
เพลาโดยใชกฎมือขวา ดังที่แสดงในรูปที่ 5-5 หลังจากที่ได torque diagram แลวเราจะหาคา absolute maximum ของ
หนวยแรงเฉือนและตํ าแหนงที่เกิดไดโดยงาย

รูปที่ 5-10
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5.3 มุมบิด (Angle of Twist)
พิจารณาเพลาที่มีหนาตัดทรงกลมและมีหนาตัดที่เปล่ียนแปลงอยางตอเนื่องตลอดความยาวของเพลา ดังที่แสดง

ในรูปที่ 5-11a กํ าหนดใหเพลาถูกยึดแนนที่ปลายดานหนึ่ง โดยที่ปลายอีกดานหนึ่งเปนอิสระ วัสดุที่ใชทํ าเพลาเปนวัสดุแบบ 
homogeneous และมีพฤติกรรมแบบ linear elastic ภายใตแรงบิด และไมพิจารณา localized deformation ที่เกิดขึ้นที่จุด
ที่แรงบิดกระทํ า ที่จุดยึดแนน และที่จุดที่หนาตัดของเพลามีการเปลี่ยนแปลงแบบทันทีทันใด

รูปที่ 5-11

โดยใช method of section เราจะตัด differential disk ที่ระยะในแนวแกน x  จากปลายของเพลาดานที่ถูกยึด
แนนได ดังที่แสดงในรูปที่ 5-11b ซึ่งกํ าหนดให differential disk นี้มีความหนา dx

เนื่องจากแรงบิดภายนอกอาจจะทํ าใหแรงบิดลัพธภายในมีคาเปลี่ยนแปลงตลอดความยาวของเพลา ดังนั้น เรา
จะใหแรงบิดภายในที่เกิดขึ้นเปน function กับ x  หรือ T x( )  เนื่องจากแรงบิดนี้ หนาตัดดานหนึ่งของ differential disk 
จะมีการหมุนสัมพัทธเทียบกับอีกหนาตัดหนึ่งเปนมุม φd  ดังที่แสดงในรูปที่ 5-11b และ differential element เล็กๆ ที่อยูที่
ตํ าแหนงในแนวรัศมี ρ  ใดๆ จะมีความเครียดเฉือน (shear strain) γ  เกิดขึ้น ซึ่งจากสมการที่ 5-1 เราจะไดวา

       
ρ

γφ
dxd =             (5-10)

จาก Hooke’s law G/τγ =  และจาก torsion formula )(/)( xJxT ρτ =  เราจะเขียนสมการของ
ความเครียดเฉือนอยูในรูปของแรงบิดไดเปน

GxJ
xT
)(
)( ρ

γ =

เมื่อ แทนสมการของความเครียดเฉือน γ  ลงในสมการที่ 5-10 เราจะได

dx
GxJ

xTd
)(
)(

=φ

และคามุมบิดที่เกิดขึ้นตลอดความยาว L  ของเพลาจะหาไดจาก

   ∫=
L

dx
GxJ

xT
0 )(

)(
φ             (5-11)

เมื่อ φ = มุมบิดที่เกิดขึ้นที่ปลายดานหนึ่งของเพลาเทียบกับปลายอีกดานหนึ่ง ซึ่งมีหนวยเปน radian
T x( ) = แรงบิดภายในที่เกิดขึ้นที่ระยะ x  ใดๆ



Mechanics of  Materials 5-9

J x( ) = polar moment of inertia ของหนาตัดของเพลาที่ระยะ x  ใดๆ
G = shear modulus ของวัสดุที่ใชทํ าเพลา

Constant Torque and Cross-Sectional Area
โดยทั่วไปแลว เพลาจะทํ าดวยวัสดุแบบ homogenous และมีพื้นที่หนาตัดที่คงที่และถูกกระทํ าโดยแรงบิดที่มีคา

คงที่ตลอดความยาวของเพลา ดังที่แสดงในรูปที่ 5-12 ดังนั้น คา TxT =)( , JxJ =)( , และ G  มีคาคงที่และสมการ
ที่ 5-11 จะลดรูปลงเปน

          
GJ
TL

=φ             (5-12)

รูปที่ 5-12

ในกรณีที่เพลาถูกกระทํ าโดยแรงบิดหลายแรงบิดตลอดความยาวของเพลา หรือพื้นที่หนาตัดหรือวัสดุที่ใชทํ าเพลา
มีการเปลี่ยนแปลงจากสวนหนึ่งของเพลาไปยังอีกสวนหนึ่งแลว ดังที่แสดงในรูปที่ 5-13 แลว มุมบิดที่เกิดขึ้นที่จุดๆ หนึ่ง
เทียบกับจุดอางอิงบนเพลาดังกลาวจะหาไดจากสมการ

     ∑=
i ii

ii

JG
LT

φ               (5-13)

รูปที่ 5-13
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Sign Convention
Sign convention ที่จะใชในการคํ านวณหามุมบิดจะเปนไปตามกฎมือขวา โดยที่แรงบิดและมุมบิดที่เกิดขึ้นจะมี

คาเปนบวกเมื่อมีทิศทางพุงออกมาจากหนาตัดของเพลา ดังที่แสดงในรูปที่ 5-14 และจะมีคาเปนลบเมื่อมีทิศทางพุงเขาหา
หนาตัดของเพลา

รูปที่ 5-14
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ตัวอยางที่ 5-1
เพลาตันและเพลากลวง ดังที่แสดงในรูปที่ Ex5-1 ทํ าดวยวัสดุชนิดเดียวกัน โดยมีความยาว L  และรัศมีภายนอก 

c Ro =  เทากัน กํ าหนดใหเพลากลวงมีรัศมีภายในเทากับ Rci 6.0=  สมมุติใหเพลาทั้งสองถูกกระทํ าโดยแรงบิด T
(torque) ที่มีคาเทากัน จงเปรียบเทียบคาสูงสุดของหนวยแรงเฉือนที่เกิดขึ้น มุมบิดที่เกิดขึ้น และนํ้ าหนักของเพลากลวงตอ
เพลาตัน

0.6R

R     R

รูปที่ Ex 5-1

จาก torsion formula, 
J

Tc
=maxτ   เราจะเห็นไดวา เมื่อแรงบิดและรัศมีภายนอกมีคาคงที่แลว คาสูงสุดของ

หนวยแรงเฉือนจะเปนสัดสวนผกผันกับคา polar moment of inertia ของเพลา
Polar moment of inertia ของเพลาตันและเพลากลวงจะหาไดจาก

4
4

1 5.0
2

RRJ π
π

==

444
44

2 4352.0))6.0((
22

)(
RRR

cc
J io π

ππ
=−=

−
=

ดังนั้น อัตราสวนของคาสูงสุดของหนวยแรงเฉือนที่เกิดขึ้นในเพลากลวงเทียบกับเพลาตันจะมีคาเทากับ

   15.1
4352.0

5.05.0
4352.0)(

)( 4

4
1max

2max ===
TR

R
R

TR π
πτ

τ                Ans.

เชนเดียวกับในกรณีของคาสูงสุดของหนวยแรงเฉือน จากสมการของมุมบิด, 
GJ
TL

=φ   เราจะเห็นไดวา เมื่อแรง

บิดและรัศมีภายนอกมีคาคงที่แลว คามุมบิดจะเปนสัดสวนผกผันกับคา polar moment of inertia ของเพลา ดังนั้น เมื่อ
เพลาทั้งสองทํ าดวยวัสดุชนิดเดียวกันแลว อัตราสวนของมุมบิดที่เกิดขึ้นในเพลากลวงเทียบกับเพลาตันจะมีคาเทากับ

             15.1)5.0(
)4352.0()(

)( 4

4
1

2 ==
TL

RG
RG

TL π
πφ

φ                Ans.

และเมื่อเพลาทั้งสองทํ าดวยวัสดุชนิดเดียวกัน (ความหนาแนนและความถวงจํ าเพาะจะมีคาเทากัน) แลว อัตราสวนของนํ้ า
หนักของเพลากลวงเทียบกับเพลาตันจะมีคาเทากับ

             64.0)6.0(
)(
)(

2

2

1

2 ==
RL

RL
W
W

πγ
πγ                Ans.

จากคํ าตอบทั้งสาม เราจะเห็นไดวา ถึงแมนเพลากลวงจะมีคาสูงสุดของหนวยแรงเฉือนและมุมบิดมากกวาเพลาตัน 15%
แตเพลากลวงจะมีนํ้ าหนักเบากวาเพลาตันถึง 36%
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ตัวอยางที่ 5-2
พิจารณาเพลาเหล็ก ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 5-2a ซึ่งถูกยึดแนนกับผนังที่จุด E  กํ าหนดให GPa 80=G  จงหา
a.) คาสูงสุดของหนวยแรงเฉือนที่เกิดขึ้นในเพลา
b.) คาสูงสุดของมุมบิดที่เกิดขึ้นในเพลา

รูปที่ Ex 5-2

จากรูปตัดของเพลา ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 5-2a เราจะหาคา polar moment of inertia ของหนาตัดของสวน
ABC  และ CDE  ของเพลาเหล็กไดดังนี้

43
44

mm )10(3.38
32

)25(
32

====
ππdJJ BCAB

434444 mm )10(575)2550(
32

)(
32

=−=−==
ππ

ioDECD ddJJ

โดยการตัด sections ตางๆ ของเพลาและใชสมการความสมดุลของแรงบิดรอบแกนของเพลาเหล็ก ดังตัวอยางที่
แสดงในรูปที่ Ex 5-2b  เราจะเขียนแผนภาพ torque diagram ของเพลาไดดังที่แสดงในรูปที่ Ex 5-2c
a.) คาสูงสุดของหนวยแรงเฉือนที่เกิดขึ้นในเพลา

จากแผนภาพ torque diagram ของเพลา เราจะเห็นไดวา คาสูงสุดของแรงบิดเกิดขึ้นที่สวน DE  ของเพลา แต
เนื่องจากสวน BC  ของเพลามีคา polar moment of inertia ของหนาตัดตํ่ ากวาสวน DE  ของเพลา ดังนั้น เราตองทํ า
การตรวจสอบคาหนวยแรงเฉือนที่เกิดขึ้นในสวนทั้งสองของเพลา

จากสมการ torsion formula เราจะไดวา

MPa 96.48
)10)(10(3.38

10)2/25(150
123

3

== −

−

BCτ

MPa 50
)10)(10(575

10)2/50(1150
123

3

== −

−

DEτ

ดังนั้น คาสูงสุดของหนวยแรงเฉือนเกิดขึ้นที่สวน DE  ของเพลาและมีคาเทากับ MPa 50  Ans.



Mechanics of  Materials 5-13

b.) คาสูงสุดของมุมบิดที่เกิดขึ้นในเพลา
คาสูงสุดของมุมบิดที่เกิดขึ้นในเพลาจะหาไดจากผลรวมขอมุมบิดที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนตางๆ ของเพลา

DE

DEDE

CD

CDCD

BC

BCBC

AB

ABAB

i ii

ii

GJ
LT

GJ
LT

GJ
LT

GJ
LT

JG
LT

+++== ∑φ

แทนคาตางๆ ลงในสมการ เราจะไดวา

rad )10(3.23
)10(80)10(575

500)10(1150
)10(80)10(575

300)10(150
)10(80)10(3.38

200)10(1500 3
33

3

33

3

33

3
−=+++=φ

ซึ่งมีทิศทางเปนบวก  Ans.
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ตัวอยางที่ 5-3
กํ าหนดให mechanical system มีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ Ex5-3 ซึ่งประกอบดวยเพลาเหล็กตัน 2 ทอน เสนผา

ศูนยกลางเพลาเหล็กเทากับ mm 20 จงหาคาแรงบิดสูงสุดที่ mechanical system สามารถรองรับได เมื่อมุมบิดสูงสุดที่
เกิดขึ้นมีคาไดไมเกิน rad 10.0  และ GPa 80=G

รูปที่ Ex5-3

คา polar moment of inertia ของหนาตัดของเพลา AB  และเพลา CD  มีคาเทากับ
49

44

m )10(708.15
32

)020.0(
32

−====
ππdJJ CDAB

หาแรงบิดที่เกิดขึ้นภายใน
แรงบิดที่เกิดขึ้นภายในเพลา AB  มีคาเทากับ T  และทํ าใหเกิดแรงกระทํ าตอฟนเฟองของเฟอง B  เทากับ

15.0
TF =

แรงดังกลาวจะกระทํ าตอฟนเฟองของเฟอง C  และทํ าใหเกิดแรงบิดบนเพลาเทากับ
TFTCD 5.0)075.0( ==

หามุมบิดสูงสุดที่เกิดขึ้น
มุมบิดที่เกิดขึ้นที่เฟอง C  เทียบกับจุดยึดแนน D  ในเพลา CD  มีคาเทากับ

rad )10(968.5
)10(708.15)10(80

)5.1(5.0 4
99/ TT

GJ
LT CDCD

DC
−

− ===φ

เมื่อเฟอง C  บิดไปเปนมุม DC /φ  แลว ฟนเฟองของเฟอง C  จะเคลื่อนที่ไปเปนระยะเทากับ
m )10(476.4)075.0( 5

/ TDC
−=φ

ซึ่งจะทํ าใหฟนเฟองของเฟอง B  บิดไปเปนมุมเทากับ

rad )10(984.2
150.0

)10(476.4 4
5

TT
B

−
−

==φ

มุมบิดที่เกิดขึ้นระหวางปลาย A  ในเพลา AB  เทียบกับจุดยึดแนน D  จะมีคาเทากับ

rad )10(890.1
)10(708.15)10(80

)2()10(984.2 3
99

4
/ TTT

GJ
TLAB

BDA
−

−
− =+=+= φφ

เนื่องจากมุมบิดสูงสุดที่เกิดขึ้นใน mechanical system มีคาไดไมเกิน rad 10.0 ดังนั้น

m-N 9.52
)10(89.1

1.0
3max == −T Ans.
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5.4 เพลาสงกํ าลัง (Power Shaft)

รูปที่ 5-15

เพลากลมตันและเพลากลมกลวงมักจะถูกนํ ามาใชในการถายแรงในเครื่องจักรกลตางๆ ดังเชนที่แสดงในรูปที่ 5-
15 ในกรณีนี้คาแรงบิดที่กระทํ ากับเพลาจะขึ้นอยูกับกํ าลังของเครื่องจักรและความเร็วเชิงมุมของเพลา กํ าลังของเครื่องจักร 
P  จะเปนงานที่เครื่องจักรทํ าใหเกิดขึ้นตอหนึ่งหนวยเวลา ซึ่งจะมีคาเทากับผลคูณของแรงบิดกับมุมบิดที่เกิดขึ้นจากแรง
บิดนั้น ดังนั้น ถาในชวงเวลา dt  เครื่องจักรสงแรงบิดกระทํ าตอเพลา T  และทํ าใหเพลาหมุนไปเปนมุม θd  แลว กํ าลังที่
เกิดขึ้นจะมีคาเทากับ

dt
dTP θ

=

เนื่องจากความเร็วเชิงมุมของเพลา dtd /θω =  ดังนั้น
          ωTP =             (5-14)

และเนื่องจากความถี่ของการหมุนของเพลา πω 2/=f  ดังนั้น
        TfP  2π=             (5-15)

Shaft Design
เมื่อเราทราบกํ าลังของเครื่องจักร P  และความเร็วเชิงมุมของเพลา ω  หรือความถี่ของการหมุนของเพลา f

แลว เราจะหาคาแรงบิดที่กระทํ ากับเพลา T  ได และถาเราทราบคาหนวยแรงเฉือนที่ยอมให (allowable shear stress)
allowτ  ของวัสดุที่ใชทํ าเพลาแลว เราจะหาขนาดของหนาตัดของเพลาไดจากสมการ

        
allow

T
c
J

τ
=                            (5-16)

ในกรณีที่เพลาเปนเพลาตัน ขนาดหนาตัดของเพลาจะหามาไดโดยงายโดยใชสมการที่ 5-16 แตถาเพลาเปนเพลา

กลวง ซึ่ง )(
2

44
io ccJ −=

π  แลว ขนาดของหนาตัดของเพลาจะมีคาไดหลายคา โดยปกติแลว เราจะกํ าหนดคาใดคา

หนึ่งของ co  หรือ ci  ขึ้นมาคาหนึ่งกอน จากนั้น เราจะหาคาอีกคาหนึ่งที่เหลือโดยใชสมการดังกลาว
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ตัวอยางที่ 5-4
เครื่องกํ าเนิดไฟฟา G  ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 5-4 ถูกเชื่อมตอเขากับเครื่องยนตโดยใชเพลาเหล็กกลวง A36 ซึ่งมี

ความยาว m 1.2  และมีเสนผาศูนยกลางภายนอก mm 40  ขณะทํ าการผลิตกระแสไฟฟาเพลาดังกลาวจะหมุนดวย
ความเร็วเชิงมุม rad/sec 100=ω  และตองสงกํ าลัง kW 50=P  จงหาความหนาที่นอยที่สุดของเพลาเหล็กกลวง 
เมื่อกํ าหนดให ultimate shear stress ของเหล็กเทากับ MPa 200  และมุมบิดสูงสุดจะตองมีคาไมเกิน o3  ใช factor of 
safety เทากับ 2.0 ในการออกแบบเพลาและ MPa 80=stG

รูปที่ Ex 5-4

ในการออกแบบหาความหนาของเพลา เราจะตองทํ าการหาความหนาโดยใหเพลามีกํ าลังที่เพียงพอในการตาน
ทานตอแรงบิด และเพลาจะตองมีมุมบิดไมเกินคาที่กํ าหนด
หาความหนาของเพลาโดยใหเพลามีกํ าลังที่เพียงพอในการตานทานตอแรงบิด

แรงบิดที่กระทํ าตอเพลาจะหาไดจากสมการ ωTP =  ดังนั้น

N.m 500
100

50000
===

ω
PT

คาหนวยแรงเฉือนที่ยอมให

MPa 100
2

200
.F.S

=== ult
allow

τ
τ

จากสมการ torsion formula JTc /=τ  เราจะหาคา polar moment of inertia ของหนาตัดของเพลาเหล็กได
46

6' m )10(10.0
)10(100

)2/040.0(500 −===
allow

dreq
TcJ
τ

สมการของ polar moment of inertia ของหนาตัดของเพลาเหล็กกลวงจะอยูในรูป

2
)( 44

io rr
J

−
=
π

2
)020.0(

)10(10.0
44

6 ir−
=− π

mm 17.6  m 0176.0 ==ir

mm 4.26.17201 =−=t
หาความหนาของเพลาโดยใหเพลามีมุมบิดไมเกินคาที่กํ าหนด

จากสมการของมุมบิด GJTL /=φ  เราจะหา polar moment of inertia ของหนาตัดของเพลาเหล็กกลวงจะอยู
ในรูป

46
9' m )10(1432.0

)180/3)(10(80
)2.1(500 −===

πφallow
dreq G

TLJ
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ดังนั้น

2
)020.0(

)10(1432.0
44

6 ir−
=− π

mm 16.2  m 0162.0 ==ir

mm 4.2mm 8.32.1620 12 =>=−= tt
ดังนั้น มุมบิดควบคุมการออกแบบเพลาและความหนาของเพลาเหล็กกลวงตองมีคาอยางนอย mm 8.3  Ans.
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ตัวอยางที่ 5-5
วิศวกรตองการออกแบบเพลาเหล็กสงกํ าลังจาก motor ซึ่งมีกํ าลัง 12 5.  kW  และหมุนดวยความเร็วเชิงมุม 
rpm 100=ω  ไปยังสายพาน ดังที่แสดงในรูปที่ EX 5-5 กํ าหนดใหมุมบิดที่เกิดขึ้นมีคาไมเกิน rad 015.0max =φ  ตอ

ความยาวของเพลา 1 m.  คา allowable shear stress ของเหล็ก, MPa 40=allowτ  และคา shear modulus of 
elasticity ของเหล็ก, G = 75 GPa  จงหา

a.) เสนผาศูนยกลางของเพลาตัน do  ที่ตองใชในการสงกํ าลัง
b.) เสนผาศูนยกลางภายนอกของเพลากลวง d2  ที่ตองใชในการสงกํ าลัง ถากํ าหนดใหความหนาของเพลา 

t d= 2 10/
c.) อัตราสวนของ d do2 /  และอัตราสวนของนํ้ าหนักของเพลากลวงตอนํ้ าหนักของเพลาตัน

   do
  d1

  d2

t=d2/10

รูปที่ Ex 5-5

ความเร็วเชิงมุมของเพลามีคาเทากับ

rad/s 47.10
s 60

min 1
rev 1
2

min
rev 100rpm 100 =






==

π
ω

ดังนั้น แรงบิดที่เกิดจากกํ าลังของ motor จะหาไดจาก

m-N 7.1193
rad/s 47.10

m/s-N 12500
===

ω
PT

a.) หาเสนผาศูนยกลางของเพลาตัน do  ที่ตองใชในการสงกํ าลัง
ขนาดของเสนผาศูนยกลางของเพลาตัน do  ที่ตองใชในการสงกํ าลังจะหาไดจากคาของ τallow  และ φmax  และ

ใชคาสูงสุดที่หาไดในการออกแบบ

จาก torsion formula เราจะไดวา 
J

Tc
allow =τ  และ  

allow

T
d
d

c
c

c
J

τ
ππ

===
)2/(322

44

ดังนั้น

m 0534.0
)N/m )10(40(

m)-N 7.1193(1616
3/1

26

3/1

=







=








=

ππτ allow

Td

จากสมการของ angle of twist  เราจะไดวา 
GJ
TL

=maxφ   และ 
max

4

32 φ
π

G
TLdJ ==

ดังนั้น

m 0573.0
rad )0.015N/m )(75(10
)m 1)(m-N 7.1193(3232

4/1

29

4/1

max

=







=








=

πφπG
TLd
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เมื่อทํ าการเปรียบเทียบคา do  ที่หามาได เราจะเห็นวา คาของมุมบิดสูงสุดจะเปนตัวควบคุมการออกแบบเพลา
ตัน โดยเพลาตันที่จะเลือกมาใชตองมีเสนผาศูนยกลางอยางนอยที่สุดเทากับ m 0573.0  Ans.

b.) เสนผาศูนยกลางภายนอกของเพลากลวง d 2  ที่ตองใชในการสงกํ าลัง
เสนผาศูนยกลางภายในของเพลากลวงมีคาเทากับ

22221 8.0)1.0(22 dddtdd =−=−=
ดังนั้น polar moment of inertia ของเพลากลวงมีคาเทากับ

)(
32

)(
32

)(
2

4
1

4
2

4444 ddddccJ ioio −=−=−=
πππ

4
2

4
2

4
2

4
2 05796.0)5904.0(

32
))8.0((

32
ddddJ ==−=

ππ

จาก torsion formula เราจะไดวา 3
2

4
2

2

1159.005796.0
)2/(

d
T

d
dT

J
Tc

allow ===τ

ดังนั้น

m 0636.0
N/m ))100.1159(40(

m-N 7.1193
1159.0

3/1

26

3/1

2 =







=








=

allow

Td
τ

จากสมการของ angle of twist  เราจะไดวา 
)05796.0( 4

2
max dG

TL
GJ
TL

==φ

ดังนั้น

d2 9

1 411937
0 05796 75 10 0 015

0 0654=






 =

.
. ( ( ) ) .

.
/ N - m(1 m)

 N / m  rad
 m2

เมื่อทํ าการเปรียบเทียบคา d2  ที่หามาได เราจะเห็นวา คาของมุมบิดสูงสุดจะเปนตัวควบคุมการออกแบบ โดย
เพลากลวงที่จะเลือกมาใชตองมีเสนผาศูนยกลางอยางนอยที่สุดเทากับ 0 0654.  m                    Ans.

c.) อัตราสวนของ d do2 /  และอัตราสวนของนํ้ าหนักของเพลากลวงตอนํ้ าหนักของเพลาตัน
อัตราสวนของ odd /2 ,

14.1
m 0573.0
m 0654.02 ==

od
d   Ans.

อัตราสวนของนํ้ าหนักของเพลากลวงตอนํ้ าหนักของเพลาตันเทากับ

47.0
)m 0573.0(

))m 0654.0(8.0()m 0654.0(
4/

4/)(
2

22

2

2
1

2
2

2

2
1

2
2 =

−
=

−
=

−

oo d
dd

d
dd

π
π   Ans.

จากอัตราสวนทั้งสอง เราจะเห็นไดวา เพลากลวงจะมีนํ้ าหนักเบากวาเพลาตันถึง 47% แตจะมีเสนผาศูนยกลางภายนอก
ใหญกวาเพลาตัน 14%
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5.5 การวิเคราะหช้ินสวนของโครงสรางแบบ Statically Indeterminate ที่รับแรงบิด (Statically Indeterminate
Torque-Loaded Members)

เพลาจะเปนโครงสรางแบบ statically indeterminate เมื่อเราไมสามารถคํ านวณหาแรงบิดลัพธที่เกิดขึ้นภายใน
เพลาไดโดยใชสมการความสมดุลของโมเมนตในแนวแกนของเพลาเพียงสมการเดียว ดังที่แสดงในรูปที่ 5-16a จากรูป 
ปลายของเพลาถูกยึดแนนที่จุด A  และจุด B  ซึ่งเราจะเขียนแผนภาพ free-body diagram ของเพลาดังกลาวได ดังที่
แสดงในรูปที่ 5-16b จากแผนภาพ เราจะมีแรงบิดปฏิกริยาที่ไมทราบคาสองคาที่จุด A  และที่จุด B  ซึ่งเราจะหาคาแรง
บิดปฏิกริยาดังกลาวได โดยใชสมการความสมดุลที่มีอยูหนึ่งสมการและสมการความสอดคลอง (compatibility equation) 
อีกหนึ่งสมการ

จากสมการความสมดุลของโมเมนตในแนวแกนของเพลา เราจะไดวา
∑ = 0xM ;      0=−− BA TTT

จาก compatibility เราจะไดวา เนื่องจากปลายของเพลาถูกยึดแนนทั้งสองดาน ดังนั้น ภายใตการกระทํ าของแรง
บิด มุมบิดที่เกิดขึ้นที่ปลายดานหนึ่งของเพลาเทียบกับมุมบิดที่เกิดขึ้นที่ปลายอีกดานหนึ่งของเพลาจะมีคาเปนศูนย หรือ

0/ =BAφ

รูปที่ 5-16

จากสมการของมุมบิด GJTL /=φ  และจากแผนภาพ free-body diagram เราจะไดวา แรงบิดภายในที่เกิด
ขึ้นในสวน AC  มีคาเทากับ AT+  และแรงบิดภายในที่เกิดขึ้นในสวน CB  มีคาเทากับ BT−  ดังนั้น เราจะเขียนสมการ
compatibility ไดใหมเปน

0=−
GJ
LT

GJ
LT BCBACA

เนื่องจาก BCAC LLL +=  และถาเราให GJ  มีคาคงที่แลว จากสมการความสมดุลและสมการ compatibility เราจะ
หาสมการของแรงบิด TA  และ TB  ไดในรูป

L
LTT BC

A =

T T
L
LB
AC=
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ตัวอยางที่ 5-6
กํ าหนดใหเพลาเหล็กมีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ EX 5-6 และให GPa 75=stG , m-N 100=T จงหา
a.) maximum shear stress ที่เกิดขึ้นในเพลาเหล็ก
b.) ถา allowable shear stress ของเหล็กมีคาเทากับ MPa 60 จงหาคาของแรงบิด T  สูงสุดที่ยอมใหกระทํ า

กับเพลา

รูปที่ EX 5-6

a.) maximum shear stress ที่เกิดขึ้นในเพลาเหล็ก
กํ าหนดให แรงบิดปฎิกริยาที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับ A  และ B  มีทิศทางพุงจาก A  ไป B  ดังนั้น แผนภาพ free-

body diagram ของเพลาจะมีลักษณะดังที่แสดงในรูป

AT BT
T

100 mm 200 mm 300 mm

A
BC D

จากสมการความสมดุล
100=+ BA TT

จากสมการ compatibility
ABAD // φφ =







=







+





 444 )0125.0(

2

)30.0(

)0125.0(
2

)20.0(

)006.0(
2

)10.0(
πππ G

T

G

T

G

T BAA

BA TT 144.0=
แทน AT   ลงในสมการความสมดุล เราจะได

m-N 4.87
144.1

100
==BT

ดังนั้น        m-N 6.124.87100 =−=AT
เนื่องจากหนาตัดของสวน AC  มีคาไมเทากับหนาตัดของสวน BD  ดังนั้น คาหนวยแรงเฉือนสูงสุดที่เกิดขึ้นใน

เพลาเหล็กจะหาไดจากคาที่มากกวาที่เกิดขึ้นในสองสวนนี้ของเพลา
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MPa 1.37
)006.0(

2

)006.0(6.12
4

=







==
π

τ
AC

ACA
AC J

cT

MPa 5.28
)0125.0(

2

)0125.0(4.87
4

=







==
π

τ
BD

BDB
BD J

cT

ดังนั้น คาหนวยแรงเฉือนสูงสุดจะเกิดขึ้นที่สวน AC  ของเพลาเหล็กและมีคาเทากับ MPa 1.37  Ans.

b.) หาคาของแรงบิด T  สูงสุดที่ยอมใหกระทํ ากับเพลา
เนื่องจากหนวยแรงเฉือนสูงสุดเกิดขึ้นที่สวน AC  ของเพลาเหล็ก ดังนั้น จาก torsion formula เราจะได

m-N 4.20)006.0(
2006.0

)10(60 4
6

=



==
πτ

AC

ACallow
A c

J
T

m-N 4.141
144.0

== A
B

TT

ดังนั้น คาของแรงบิด T  สูงสุดที่ยอมใหกระทํ ากับเพลาจะมีคาเทากับ
m-N 8.1614.1414.20 =+=allowT  Ans.
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ตัวอยางที่ 5-7
กํ าหนดใหเพลาแบบ statically indeterminate มีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ Ex 5-7a โดยที่ปลาย A  ถูกยึดแนน

และถูกกระทํ าโดยแรงบิด T  ที่ปลายอิสระ B  เพลานี้ประกอบดวยเพลาตันที่ทํ าดวยวัสดุชนิดที่ 1 (Bar (1)) และอยูภาย
ในเพลากลวงที่ทํ าดวยวัสดุชนิดที่ 2 (Tube (2)) โดยที่เพลาทั้งสองถูกเชื่อมตอกันอยางแข็งแกรงที่ปลาย B

จงหาสมการของแรงบิดที่เกิดขึ้นในเพลากลวงและเพลาตันดังกลาว

รูปที่ Ex 5-7a

ภายใตการกระทํ าโดยแรงบิด T  ปลายอิสระ B  ของเพลาจะเกิดมุมบิดขึ้นเปนมุม φ  ที่มีขนาดนอยมาก ดังที่
แสดงในรูปที่ Ex 5-7b

เมื่อกํ าหนดใหเพลาตันรับแรงบิด T1  และเพลากลวงรับแรงบิด T2  แลว เราจะเขียนแผนภาพ free-body 
diagram ของเพลาทั้งสองได ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 5-7c และ Ex 5-7d ตามลํ าดับ ดังนั้น จากสมการความสมดุล เราจะได
วา

21 TTT +=
เนื่องจากเพลาทั้งสองถูกเชื่อมตอกันอยางแข็งแกรงที่ปลาย B  ดังนั้น มุมบิดที่เกิดขึ้นที่จุด B  จะตองมีคาเทากัน 

และเราจะเขียนสมการ compatibility ของเพลาไดเปน

21 φφφ ==

โดยที่ 
11

1
1 JG

LT
=φ  และ 

22

2
2 JG

LT
=φ

จากนั้น เมื่อเราให 21 φφ =  แลว เราจะหาคาของแรงบิด T1  ได และเมื่อเราแทนคา T1  ลงในสมการความสมดุล
แลว เราจะสามารถหาคาของแรงบิด T2  โดยที่

T T
G J

G J G J1
1 1

1 1 2 2
=

+








           T T
G J

G J G J2
2 2

1 1 2 2
=

+






  Ans.
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แบบฝกหัดทายบทที่ 5
5-1 แทงเหล็ก ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 5-1 มีเสนผาศูนยกลาง mm 5.12 และมีนํ้ าหนัก kg/m 75 จงหาคาหนวยแรง
เฉือนสูงสุดที่จุด A  และคามุมบิดที่จุด B

รูปที่ Prob. 5-1

5-2 เพลาตันเสนผาศูนยกลาง mm 19 ถูกกระทํ าโดยแรงบิด ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 5-2 กํ าหนดให bearing ที่จุด A
และจุด F  ไมมีความฝด จงหาคาหนวยแรงเฉือนสูงสุดและมุมบิดสูงสุดที่เกิดขึ้นในเพลา

รูปที่ Prob. 5-2

5-3 กํ าหนดใหเพลาถูกกระทํ าโดยแรงบิด ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 5-3 จงหาคาหนวยแรงเฉือนสูงสุด เขียนแผนภาพการ
กระจายของหนวยแรงเฉือนที่จุดดังกลาว และคาระยะที่จุด A  เปล่ียนตํ าแหนง

รูปที่ Prob. 5-3

5-4 เพลาเหล็กกลวงมีเสนผาศูนยกลางภายนอก mm 62 ใชในการถายแรงจากเครื่องยนตขนาด 35 แรงมา ซึ่งหมุน 2700 
รอบตอนาที จงหาขนาดเสนผาศูนยกลางภายใน d  ของเพลาถาหนวยแรงเฉือนที่ยอมให MPa 70=allowτ

5-5 เพลารถยนตทํ าดวยเหล็กกลวงมีเสนผาศูนยกลางภายนอก mm 62 ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 5-5 ใชในการถายแรง
จากเครื่องยนตขนาด 150 แรงมา ซึ่งหมุน 1500 รอบตอนาที จงหาขนาดเสนผาศูนยกลางภายใน d  ของเพลาถาหนวย
แรงเฉือนที่ยอมให MPa 70=allowτ  (5-33)
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รูปที่ Prob. 5-5

5-6 มอเตอร ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 5-6 มีกํ าลัง kW 150  ถายกํ าลังไปยังเกียร C  70% และเกียร D  30% ถาเพลาทํ า
ดวยเหล็กมีเสนผาศูนยกลาง mm 100  หมุนดวยความเร็วเชิงมุม 1000=ω  รอบตอนาที จงหาคาหนวยแรงเฉือนสูงสุด
ที่เกิดขึ้นในเพลาและมุมบิดที่จุด E  เทียบกับจุด B  เมื่อ bearing ที่จุด E  ไมมีความฝด

รูปที่ Prob. 5-6

5-7 ชิ้นสวนของเครื่องจักรกลประกอบดวยแทงเหล็กตัน AB  เชื่อมตอโดยแผนเหล็กเขากับทอเหล็กกลวง BC  ที่จุด B
ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 5-7 กํ าหนดใหแทงเหล็กตัน AB  มีเสนผาศูนยกลาง mm 25 และทอเหล็กกลวง BC  มีเสนผา
ศูนยกลางภายใน mm 30 และหนา mm 3 จงหาหนวยแรงเฉือนสูงสุดที่เกิดขึ้นในแตละชิ้นสวนและมุมบิดที่จุด C

รูปที่ Prob. 5-7

5-8 เพลาเหล็ก AC  ยาว m 40.0 มีเสนผากลางศูนย mm 0.28  และเพลาเหล็ก BC  ยาว m 60.0  มีเสนผากลาง
ศูนย mm 5.37  ถูกเชื่อมตอกันที่จุด C  ถูกรองรับอยางยึดแนนที่ปลาย A  และ B  และถูกกระทํ าโดยแรงคูควบ ดังที่
แสดงในรูปที่ Prob. 5-8 จงหาหนวยแรงเฉือนสูงสุดที่เกิดขึ้นและมุมบิดที่จุด C  เมื่อ GPa 70=stG  (5-73)
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รูปที่ Prob. 5-8

5-9 เพลา ABC  ถูกรองรับอยางยึดแนนที่ปลาย A  มีสวน AB  เปนเหล็กตันและสวน BC  เปนเหล็กกลวงที่มีแทงทอง
เหลืองตันฝงอยูภายใน ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 5-9 ถาปลาย C  ของเพลาถูกกระทํ าโดยแรงบิด m-N 60=T จงหา
มุมบิดที่เกิดขึ้นที่ปลาย C  และหนวยแรงเฉือนและความเครียดเฉือนสูงสุดที่เกิดขึ้นในเหล็กและทองเหลือง เมื่อเหล็กและ
ทองเหลืองมี GPa 80=stG  และ GPa 40=brE   (5-79)

รูปที่ Prob. 5-9

5-10 เพลาเหล็ก ACE  ยาว m 75.0 และเพลาเหล็ก BDF  ยาว m 60.0  มีเสนผากลางศูนย mm 5.37  ถูกยึดแนน
ที่ปลาย A  และ B  ตามลํ าดับ และถูกเชื่อมตอโดยเกียร E  และ F  ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 5-10 กํ าหนดให bearing 
ที่จุด C  และ D  ไมมีความฝดและเกียร E  ถูกกระทํ าโดยแรงบิด m-N 1800 จงหาหนวยแรงเฉือนสูงสุดที่เกิดขึ้นใน
เพลา

รูปที่ Prob. 5-10
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บทที่ 6 
การดัด (Bending) 

เรียบเรียงโดย  ดร. สิทธิชัย แสงอาทิตย 
6.1 แผนภาพแรงเฉือนและโมเมนตดัด (Shear and Moment Diagrams) 
 คาน (beam) เปนองคอาคารของโครงสรางที่มีลักษณะตรง วางอยูในแนวนอน และถูกกระทําโดยแรงตามขวาง 
(transverse loads) คานมักจะถูกเรียกตามลักษณะที่คานถูกรองรับ ดังที่แสดงในรูปที่ 6-1  

- คานชวงเดี่ยวที่ถูกรองรับโดยหมุด (pin) และลอเล่ือน (roller) จะถูกเรียกวา คานชวงเดี่ยวรองรับแบบ
ธรรมดา (simply-supported beam) ดังที่แสดงในรูปที่ 6-1a 

- คานที่ถูกรองรับแบบยึดแนนที่ปลายดานหนึ่งและปลายอีกดานหนึ่งเปนอิสระจะถูกเรียกวา คานยื่น 
(cantilevered beam) ดังที่แสดงในรูปที่ 6-1b 

- คานชวงเดี่ยวรองรับแบบธรรมดาที่มีปลายยื่นจะถูกเรียกวา overhanging beam ดังที่แสดงในรูปที่ 6-1c 
ภายใตการกระทําของแรง คานจะตานทานตอแรงดังกลาวโดยแรงเฉือนภายใน (internal shear force) V  และ

โมเมนตดัดภายใน  (internal bending moment) M   โดยที่แรงเฉือนและโมเมนตดัดดังกลาวมักจะมีคาเปลี่ยนแปลงไป
ตามแนวแกนของคาน 
 

 
รูปที่ 6-1 

 

 ในการออกแบบคาน เราจะตองทราบคาแรงเฉือนสูงสุดและโมเมนตดัดสูงสุดที่เกิดขึ้นภายในคานและตําแหนงที่
เกิด ซึ่งจะทําไดโดยการเขียนแผนภาพ shear diagram และ bending moment diagram  
 โดยทั่วไปแลว เมื่อคานถูกกระทําโดยแรงกระทําเปนจุด (concentrated loads) หรือโมเมนต (moment) หรือเมื่อ
คาของแรงแผกระจาย (distributed loads) มีการเปลี่ยนแปลงอยางทันทีทันใดที่จุดใดจุดหนึ่งบนคานแลว สมการของแรง
เฉือนและโมเมนตดัด และ/หรือสมการของความชัน (slope) ของแรงเฉือนและโมเมนตดัดจะไมมีความตอเนื่องที่จุด
ดังกลาว ในกรณีเชนนี้ สมการของแรงเฉือนและโมเมนตดัดจะตองหามาจากแตละชวงของคานที่อยูระหวางความไม
ตอเนื่องของแรงและโมเมนตที่กระทําตอคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 6-2a  
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จากรูป เราจะเห็นไดวา เนื่องจากความไมตอเนื่องของแรงและโมเมนตที่กระทําตอคาน คานดังกลาวจะถูกแบง
ออกไดเปน 3 ชวงคือ  

1. ชวง AB  มีพิกัด (coordinate) เปน x1   
2. ชวง BC  มีพิกัดเปน x2   
3. ชวง CD  มีพิกัดเปน x3   

โดยที่พิกัด  x1  x2  และ x3  อาจจะมีจุดเริ่มตนที่ A  เพียงจุดเดียว ดังที่แสดงในรูปที่ 6-2a หรืออาจจะมีจุดเริ่มตนที่จุดที่
ตางกัน เชน จุด A  จุด B  และจุด D  ดังที่แสดงในรูปที่ 6-2b ก็ได แตถาเราสังเกตใหดีแลว เราจะเห็นไดวา ในกรณีนี้
พิกัดแบบที่สองจะชวยใหเราหาสมการของแรงเฉือนและโมเมนตดัดไดงายกวาในกรณีที่เราใชพิกัดแบบแรก 
 

 
รูปที่ 6-2 

Beam Sign Convention 
 รูปที่ 6-3 แสดง sign convention ที่มีคาเปนบวกของแรงกระทําภายนอก w  แรงเฉือน V  และโมเมนตดัด M  
จากรูป แรงกระทําภายนอกจะมีคาบวก เมื่อแรงกระทําภายนอกมีทิศทางชี้ลงขางลาง แรงเฉือนจะมีคาบวก เมื่อแรงเฉือน
กระทํากับชิ้นสวนเล็กๆ ของคานในทิศทางตามเข็มนาฬิกา และโมเมนตดัดจะมีคาเปนบวก เมื่อโมเมนตดัดนั้นทําใหชิ้นสวน
เล็กๆ ของคานเกิดการแอนหงายขึ้น 
Procedure for Analysis 

1. เขียนแผนภาพ free-body diagram ของคานและใชสมการความสมดุล (equilibrium equations) หาคาแรง
ปฏิกริยาที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับ (support reactions) 

2. เลือกตําแหนงของพิกัด x  โดยใหพิกัดแตละคาอยูในชวงที่อยูระหวางแรงกระทําเปนจุด, แรงคูควบ 
(couples), และแรงแผกระจาย โดยจุดเริ่มตนของพิกัด x  นี้จะอยูที่จุดใดก็ไดขึ้นอยูกับความเหมาะสม 

3. ตัดคานออกที่ตําแหนง x  ใดๆ โดยใหหนาตัดของคานตั้งฉากกับแนวแกนของคาน แลวเขียนแผนภาพ free 
body diagram ที่หนาตัดของคานดังกลาว โดยใช sign convention ที่ไดกลาวถึงไปแลว 
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4. ใชสมการความสมดุลหาสมการของแรงเฉือนและโมเมนตที่เกิดขึ้นภายในคานและตรวจสอบความถูกตอง
ของสมการที่ไดโดยใชสมการ V x dM dx( ) /=  และ w x dV dx( ) /= −  ที่จะกลาวถึงตอไป 

5. เขียนแผนภาพ shear diagram และ moment diagram โดยใหแกน x  เปนแกนนอนและคาของ V x( )  
และ M x( )  เปนแกนตั้ง 

 

 
รูปที่ 6-3 
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ตัวอยางที่ 6-1 
 จงเขียนแผนภาพ shear diagram และ moment diagram ของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 6-1a 
 

 
รูปที่ Ex 6-1 

 

หาแรงปฎิกริยา 
 โดยใชแผนภาพ free-body diagram ของคานและสมการความสมดุล เราจะหาแรงปฎิกริยาที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับ
ของคานได ดังที่แสดงในรูปที่ 6-1d 
Functions ของแรงเฉือนและโมเมนตดัด 
 ในการหา functions ของแรงเฉือนและโมเมนตดัดในกรณีนี้ เราจะตองแบงคานออกเปน 2 ชวง เนื่องจากคานมี
ความไมตอเนื่องที่จุดที่แรงกระทํา 

ax <≤0  
ทําการตัดคานที่ระยะ x  จากจุดรองรับ A  ในชวง AB  ของคาน 
ทําการเขียนแผนภาพ free-body diagram ของสวนดังกลาวของคาน โดยใช sign convention ของแรงเฉือนและ

โมเมนตดัดที่มีคาเปนบวก ดังที่แสดงในรูปที่ 6-1b 
จากสมการความสมดุล 

↑+∑ = ;0yF             
L
PbV =  

+∑ = ;0M            x
L
PbM =  
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Lxa ≤<  
ทําการตัดคานที่ระยะ x  จากจุดรองรับ A  ในชวง BC  ของคาน 
ทําการเขียนแผนภาพ free-body diagram ของสวนดังกลาวของคาน โดยใช sign convention ของแรงเฉือนและ

โมเมนตดัดที่มีคาเปนบวก ดังที่แสดงในรูปที่ 6-1c 
จากสมการความสมดุล 

↑+∑ = ;0yF     
L
PaP

L
PbV −=−=  

+∑ = ;0M        )()( xL
L
PaaxPx

L
PbM −=−−=  

 เมื่อนําสมการของแรงเฉือนและโมเมนตดัดที่ไดมา plot เทียบกับระยะ x  เราจะไดแผนภาพ shear diagram 
และ moment diagram ของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 6-1d        Ans. 
 จากแผนภาพ shear diagram และ moment diagram ของคาน เราจะไดวา 
 ในกรณีที่ ab >  คาแรงเฉือนสูงสุดจะเกิดขึ้นในชวง AB  และจะหาไดจากสมการ 

L
PbV =max  

 คาสูงสุดของโมเมนตดัดเกิดขึ้นที่จุดที่แรงกระทําหรือจุด B  และจะหาไดจากสมการ 

L
PabM =max  
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ตัวอยางที่ 6-2 
 จงเขียนแผนภาพ shear diagram และ moment diagram ของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 6-2a 
 

 
รูปที่ Ex 6-2 

 

หาแรงปฎิกริยา 
 โดยใชแผนภาพ free-body diagram ของคานและสมการความสมดุล เราจะหาแรงปฎิกริยาที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับ
ของคานได ดังที่แสดงในรูปที่ 6-2c 
 เนื่องจากคานและแรงกระทํามีความสมมาตร ดังนั้น แรงปฎิกริยาที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับทั้งสองจะมีคาเทากัน 
Functions ของแรงเฉือนและโมเมนตดัด 
 ในการหา functions ของแรงเฉือนและโมเมนตดัดในกรณีนี้ เราจะพิจารณาคานเพียงชวงเดียว เนื่องจากแรง
กระทํามีความตอเนื่องตลอดความยาวคาน 

ทําการตัดคานที่ระยะ x  จากจุดรองรับ A  
ทําการเขียนแผนภาพ free-body diagram ของสวนดังกลาวของคาน โดยใช sign convention ของแรงเฉือนและ

โมเมนตดัดที่มีคาเปนบวก ดังที่แสดงในรูปที่ 6-1b 
จากสมการความสมดุล 

↑+∑ = ;0yF               wxwLV −=
2

 

+∑ = ;0M            
22

2wxxwLM −=  

 เมื่อนําสมการของแรงเฉือนและโมเมนตดัดที่ไดมา plot เทียบกับระยะ x  เราจะไดแผนภาพ shear diagram 
และ moment diagram ของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 6-1c        Ans. 
 จากแผนภาพ shear diagram และ moment diagram ของคาน เราจะไดวา 
 คาแรงเฉือนสูงสุดจะเกิดขึ้นที่จุดรองรับ และจะหาไดจากสมการ 

  
2max
WLV =  
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 จากแผนภาพ คาสูงสุดของโมเมนตดัดเกิดขึ้นที่จุดที่แรงเฉือนมีคาเทากับศูนย โดยมีระยะจากจุดรองรับ A  
เทากับ 

0
2

=−= wxwLV  

2
Lx =  

ดังนั้น คาสูงสุดของโมเมนตดัดจะหาไดจากสมการ 

82222

22

max
wLLwLwLM =






−=  
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ตัวอยางที่ 6-3 
 จงเขียนแผนภาพ shear diagram และ moment diagram ของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 6-3a 
 

 
รูปที่ Ex 6-3 

 
หาแรงปฎิกริยา 
 โดยใชแผนภาพ free-body diagram ของคานและสมการความสมดุล เราจะหาแรงปฎิกริยาที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับ
ของคานได ดังที่แสดงในรูปที่ 6-3d 
Functions ของแรงเฉือนและโมเมนตดัด 
 ในการหา functions ของแรงเฉือนและโมเมนตดัดในกรณีนี้ เราจะตองแบงคานออกเปน 2 ชวง เนื่องจากคานมี
ความไมตอเนื่องที่จุดที่โมเมนตดัดกระทํา 

ax <≤0  
ทําการตัดคานที่ระยะ x  จากจุดรองรับ A  ในชวง AB  ของคาน 
ทําการเขียนแผนภาพ free-body diagram ของสวนดังกลาวของคาน โดยใช sign convention ของแรงเฉือนและ

โมเมนตดัดที่มีคาเปนบวก ดังที่แสดงในรูปที่ 6-3b 
จากสมการความสมดุล 

↑+∑ = ;0yF             
L
M

V o−=  

+∑ = ;0M            x
L
M

M o−=  
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Lxa ≤<  
ทําการตัดคานที่ระยะ x  จากจุดรองรับ A  ในชวงBC  ของคาน 
ทําการเขียนแผนภาพ free-body diagram ของสวนดังกลาวของคาน โดยใช sign convention ของแรงเฉือนและ

โมเมนตดัดที่มีคาเปนบวก ดังที่แสดงในรูปที่ 6-3c 
จากสมการความสมดุล 

↑+∑ = ;0yF             
L
M

V o−=  

+∑ = ;0M           



 −=−=

L
xMx

L
MMM o

o
o 1  

 เมื่อนําสมการของแรงเฉือนและโมเมนตดัดที่ไดมา plot เทียบกับระยะ x  เราจะไดแผนภาพ shear diagram 
และ moment diagram ของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 6-3d        Ans. 
 จากแผนภาพ shear diagram และ moment diagram ของคาน เราจะไดวา 
 คาแรงเฉือนสูงสุดจะเกิดขึ้นในคานมีคาเทากันตลอดคาน และจะหาไดจากสมการ 

L
M

V o−=max  

 คาสูงสุดของโมเมนตดัดเกิดขึ้นที่ขึ้นอยูกับระยะของ a  และ b ถา ab > แลว โมเมนตดัดสูงสุดจะเกิดขึ้นที่จุดที่
โมเมนต oM  กระทํา และจะหาไดจากสมการ 

L
bM

M o=max  
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ตัวอยางที่ 6-4 
 จงหาฟงกชันของแรงเฉือนและโมเมนตดัดและเขียนแผนภาพ shear diagram และ moment diagram ของคาน 
ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 6-4a กําหนดให =0w kN/m 10  และ =P  kN 2   
 

 
(a) 

รูปที่ Ex 6-4 
 

หาแรงปฏิกริยาที่จุดรองรับ A  และ C  
+∑ = ;0CM    0)3/32(10)3(5.0)2(2)5( =+−+AR  

kN 2.8=AR  
↑+∑ = ;0yF              010)3(5.0 =−+ CA RR  

kN 8.8=CR  
Functions ของแรงเฉือนและโมเมนตดัด 

m; 30 1 ≤≤ x  
จากแผนภาพ free-body diagram ของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 6-4b และโดยการใชสามเหลี่ยมคลาย เราจะ

หาคาของ )( 1xw  ได โดยที่ 11 3
10)( xxw =  ดังนั้น จากสมการความสมดุล เราจะไดวา 

kN 
3
52.8

3
10)(5.02.8)( 2

1111 xxxxV −=−=  

m-kN 
9
52.8)

3
(

3
10)(5.02.8)( 3

11
1

1111 xxxxxxxM −=−=  
 

      
(b) 

m; 5m 3 2 ≤≤ x  
จากแผนภาพ free-body diagram ของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 6-4c ระยะหางระหวางจุด B  และรอยตัดมี

คาเทากับ m 32 −x  ดังนั้น จากสมการความสมดุล เราจะไดวา 
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kN 8.810)3(5.02.8)( 2 −=−=xV  
m-kN 308.6))3(

3
3(10)3(5.02.8)( 2222 +−=−+−= xxxxM  

 

                   
(c) 

m; 20 3 ≤≤ x  
 จากแผนภาพ free-body diagram ของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 6-4c และสมการความสมดุล เราจะไดวา 

kN 2)( 3 =xV  
m-kN 2)( 33 xxM −=  

 

                             
(d) 

 
 จากสมการของแรงเฉือนและโมเมนตดัดที่หาได เราจะเขียนแผนภาพ shear diagram และ moment diagram 
ของคานไดดังที่แสดงในรูปที่ Ex6-4e         Ans. 
 

 

  
(e) 



Mechanics of  Materials  6-12

ตําแหนงที่เกิดโมเมนตดัดสูงสุดและคาโมเมนตดัดสูงสุดจะหาไดดังนี้ 
จากสมการของ  )( 1xV  เราจะสามาหาระยะ  1x  ซึ่งทําให  )( 1xV  จะมีคาเปนศูนยจากการแทนคา 
0)( 1 =xV  ลงในสมการของ )( 1xV  ดังนั้น 

2
13

52.80 x−=   ⇒ m 218.21 =x  

ดังนั้น คาสูงสุดของโมเมนตดัดที่เกิดขึ้นในคานจะมีคาเทากับ 

m-kN 126.12)218.2(
9
5)218.2(2.8)m 218.2( 3

1 =−==xM  
 

   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Mechanics of  Materials  6-13

6.2 การเขียนแผนภาพแรงเฉือนและโมเมนตดัดโดยวิธีกราฟฟค (Graphical Method for Constructing Shear and 
Moment Diagram) 
 วิธีการทางกราฟก (graphical method) จะชวยใหการเขียนแผนภาพ shear diagram และ moment diagram 
ของคานมีความงายขึ้น โดยเฉพาะในกรณีที่คานถูกกระทําโดยแรงกระทําเปนจุด (concentrated loads) แรงคูควบ 
(couples) และแรงแผกระจาย (distributed loads) หลายๆ คาในเวลาเดียวกัน 
ชวงที่คานถูกกระทําโดย Distributed Load 
 

 
รูปที่ 6-4 

 

 พิจารณาคานและแผนภาพ free body diagram ของสวนของคานที่มีขนาดความยาวนอยมาก ∆x   ซึ่งตัด
ออกมาที่ระยะ x  และ xx ∆+  จากจุดรองรับ ดังที่แสดงในรูปที่ 6-4a และ 6-4b ตามลําดับ  

จาก sign convention กําหนดใหทิศทางของแรงและ couples มีคาเปนบวก และแรงลัพธที่เกิดจากแรงแผ
กระจาย w x( )  มีคาเทากับ xxw ∆)(  และกระทําที่ระยะ k x∆  จากจุด O  เมื่อ  0 1< <k  

โดยใชสมการความสมดุล เราจะไดวา 
+↑ 0=∑ yF ;          0)()( =∆+−∆− VVxxwV  

xxwV ∆−=∆ )(  
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เมื่อหารสมการขางตนดวย ∆x  และใส limit โดยให 0→∆x  แลว เราจะไดวา 

            )(xw
dx
dV

−=      (6-1) 

(ความชันของ shear diagram ที่จุดใดๆ = คาลบของแรงกระจายที่จุดนั้น) 
+ 0=∑ oM ;        0)(][)( =∆++∆∆+−∆− MMxkxxwMxV  

2)()( xkxwxVM ∆−∆=∆  
ทําการตัดเทอมที่มี high order ออก แลวหารสมการขางตนดวย ∆x  และใส limit โดยให 0→∆x เราจะไดวา 

               V
dx
dM

=       (6-2) 

(ความชันของ moment diagram  ที่จุดใดๆ = คาแรงเฉือนที่จุดนั้น) 
เราจะเห็นความหมายของสมการที่ 6-1 และ 6-2 ไดชัดเจนขึ้น ถาเราทําการวิเคราะหรูปที่ 6-5 จากสมการที่ 6-2 

เราจะเห็นวา เมื่อ 0=V  แลว 0/ =dxdM  ซึ่งหมายความวา จุดที่มีแรงเฉือนเทากับศูนยจะเปนจุดที่โมเมนตมี
คาสูงสุดหรือต่ําสุด โดยที่เมื่อคาของแรงเฉือนเปลี่ยนจากคาบวกเปนคาลบ ดังที่แสดงในรูปที่ 6-5 แลว คาโมเมนตจะเปน
คาสูงสุด และเมื่อคาของแรงเฉือนเปลี่ยนจากคาลบเปนคาบวกแลว คาโมเมนตจะเปนคาต่ําสุด 
 เมื่อเขียนสมการที่ 6-1 และ 6-2 ใหมใหอยูในรูป dxxwdV )(−=  และ VdxM =  แลว สมการทั้งสองจะเปน
พื้นที่ขนาดเล็กๆ ภายใตแรงแผกระจายและ shear diagram ตามลําดับ เมื่อทําการ integrate สมการทั้งสองนี้ระหวางจุดที่
แรงกระทําเปนจุดหรือแรงคูควบกระทํา อยางเชนจุด A  และจุด B  แลว เราจะไดวา 
 

 
รูปที่ 6-5 
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 ∫−=∆ dxxwV  )(      (6-3) 
(การเปลี่ยนแปลงของแรงเฉือน = คาลบของพื้นที่ภายใต distributed load) 

 ∫=∆ dxxVM  )(      (6-4) 
(การเปลี่ยนแปลงของ moment = พื้นที่ภายใต  shear diagram) 

เราจะเห็นความหมายของสมการที่ 6-3 และ 6-4 ไดชัดเจนขึ้น ถาเราทําการวิเคราะหรูปที่ 6-5 นอกจากนั้นแลว 
เราจะเห็นไดวา สมการของแรงเฉือน V x( )  จะมีกําลังของตัวแปร x  มากกวาสมการแรงแผกระจาย w x( )  หนึ่งคาและ
สมการของโมเมนต M x( )  จะมีกําลังของตัวแปร x  มากกวาสมการของแรงเฉือน V x( ) หนึ่งคา ยกตัวอยางเชน ถาแรง

แบบกระจายมีคาเปนคาคงที่ w  แลว 1)( CwxxV +−=  และ 21

2

2
)( CxCxwxM ++−=  เปนตน 

ชวงที่คานถูกกระทําโดยแรงกระทําเปนจุดและแรงคูควบ 
เราจะไมสามารถใชสมการของ ∆V  และ ∆M  ที่หามาไดขางตนตรงจุดที่แรงกระทําเปนจุด (concentrated 

forces) และแรงคูควบกระทํา (couples) กระทํา เนื่องจากวาสมการของ ∆V  และ ∆M  ดังกลาวไมไดรวมถึงการ
เปล่ียนแปลงอยางไมตอเนื่องของคาของแรงเฉือนและโมเมนตที่จุดที่แรงดังกลาวกระทํา 
 

 
รูปที่ 6-6 

 

พิจารณาแผนภาพ free body diagrams ของสวนของคานที่มีความยาวนอยมาก ∆x  ซึ่งตัดออกมาที่จุดที่แรง
กระทําเปนจุดและแรงคูควบกระทํา ดังที่แสดงในรูปที่ 6-6 โดยใชสมการความสมดุลของแรง การเปลี่ยนแปลงของแรงเฉือน 
∆V  จะอยูในรูป 
+↑ ;0=∑ yF      0)( =∆+−− VVFV  

          FV −=∆      (6-5) 
ซึ่งหมายความวา เมื่อแรงกระทําเปนจุด F  มีทิศทางพุงเขาหาคานแลว คา ∆V จะมีคาเปนลบ (-) และ shear diagram 
จะมีคาลดลงเทากับคาแรง F  ดังที่แสดงในรูปที่ 6-5b 
 โดยใชสมการความสมดุลของโมเมนตรอบจุด O   การเปลี่ยนแปลงของโมเมนต M∆  จะอยูในรูป 
+ ;0=∑ oM         0)( =−∆−′−∆+ MxVMMM  
ถา 0→∆x ,               MM ′=∆       (6-6) 
ซึ่งหมายความวา เมื่อแรงคูควบ M ′  มีทิศทางตามเข็มนาฬิกาแลว คา ∆M จะมีคาเปนบวกและ moment diagram จะมี
คาเพิ่มขึ้นเทากับคา M ′  ดังที่แสดงในรูปที่ 6-5c 
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ตัวอยางที่ 6-5 
 จงเขียนแผนภาพ shear diagram และ moment diagram ของคาน ACB  ซึ่งถูกกระทําโดยน้ําหนักบรรทุก
กระจายสม่ําเสมอ (Uniformly distributed load) w  ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 6-5a 

 

 
(a) 

รูปที่ Ex 6-5 
 

จากตัวอยางที่ 6-3 เราไดสมการของแรงเฉือนและโมเมนตดัดภายในที่เกิดขึ้นที่หนาตัด x อยูในรูป 

wxwLxV −=
2

)(  

22
)(

2wxxwLxM −=  

 จากสมการของแรงเฉือน )(xV  และโมเมนตดัด )(xM ดังกลาว เราจะเห็นไดวา 

wwxwL
dx
d

dx
xdV

−=−= )
2

()(  

)(
2

)
22

()( 2

xVwxwLwxxwL
dx
d

dx
xdM

=−=−=  

ซึ่งสอดคลองกับสมการที่ (6-1) และ (6-2) 
รูปที่ Ex 6-5b แสดงแผนภาพ shear diagram และ moment diagram ของคาน จากแผนภาพ เราจะเห็นไดวา 

แรงเฉือนมีคาเทากับศูนยที่ระยะ 2/Lx =  โดยที่ shear diagram เปล่ียนคาจากบวกเปนลบที่จุดดังกลาว ดังนั้น จุดนี้จะ
เปนจุดที่คาโมเมนตสูงสุด  

จาก shear diagram การเปลี่ยนแปลงของแรงเฉือนระหวางจุด A  ไปยังจุด C  มีคาเทากับ  

22
0 wLwLV AC −=−=∆ −  

ซึ่งมีคาเทากับคาลบของพื้นที่ภายใตแรงกระจายในชวง จุด A  ถึงจุด C  ดังที่แสดงในสมการที่ (6-3)  

2
)0

2
(2/

0

2/

0

wLwLwxwdxV L
L

AC −=−−=−=−=∆ ∫−  

จาก moment diagram การเปลี่ยนแปลงของโมเมนตระหวางจุด A  ไปยังจุด C  มีคาเทากับ 

8
0

8

22 wLwLM AC =−=∆ −  
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ซึ่งมีคาเทากับคาของพื้นที่ภายใต shear diagram ในชวง จุด A  ถึงจุด C  ดังที่แสดงในสมการที่ (6-4) ซึ่งมีคาเทากับ  

8
0

8
]

22
[)

2
(

22
2/

0

22/

0

wLwLwxxwLdxwxwLM L
L

AC =−=−=−=∆ ∫−  

ดังนั้น เราจะเขียนแผนภาพ shear diagram และ moment diagram ของคานไดดังที่แสดงในรูปที่ Ex6-5b   Ans. 
 

 
(b) 
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ตัวอยางที่ 6-6 
จงเขียน shear diagram และ moment diagram ของคานยื่น ซึ่งถูกกระทําโดยน้ําหนักบรรทุกแบบกระจายเชิง

เสน (linearly distributed load) ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 6-6a  
จากรูปที่ Ex 6-6a  สมการของน้ําหนักบรรทุกที่ระยะ x  หรือ )(xw  จะหามาไดโดยใชสามเหลี่ยมคลาย 

x
xw
−

=
4

)(
m4
kN 10  

xxw 5.210)( −=  
 

 
(a) 

รูปที่ Ex 6-6 
 

 จาก free body diagram ของสวนตัดของคานที่ระยะ x  เราจะหาสมการของแรงเฉือนและโมเมนตดัดไดดังนี้ 

+↑ ;0=∑ yF   0)5.210()]5.210(10[
2
1)( =−−−−−− xxxxxV  

kN 10
4
5)( 2 xxxV −=  

+ ∑ = ;0M   0)
2

()5.210()
3
2()]5.210(10[

2
1)( =−+−−+

xxxxxxxM  

m-kN 5
12
5)( 23 xxxM −=  

 เราสามารถตรวจสอบความถูกตองของสมการของแรงเฉือนและโมเมนตดัดที่ได โดยใชสมการที่ (6-1) และ (6-2)  

xxxx
dx
d

dx
dMxV 10

4
5]5

12
5[)( 223 −=−==  

xxxx
dx
d

dx
dVxw 5.210)105.2(]10

4
5[)( 2 −=−−=−−=−=  

และเราจะเขียน shear diagram และ moment diagram ของคานได ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 6-6b 
จาก shear diagram การเปลี่ยนแปลงของแรงเฉือนระหวางจุด A  ไปยังจุด B   

kN 20=∆ −ACV  
ซึ่งมีคาเทากับคาลบของพื้นที่ภายใตแรงกระจายในชวงจุด A  ถึงจุด B  ดังที่แสดงในสมการที่ (6-3)  
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kN 20)25.110()5.210(
4

0

2
4

00

−=−−=−−=−=∆ ∫∫− xxdxxwdxV
L

AC  

จาก moment diagram การเปลี่ยนแปลงของโมเมนตระหวางจุด A  ไปยังจุด B  
m-kN 33.53−=∆ −ACM  

ซึ่งมีคาเทากับคาของพื้นที่ภายใต shear diagram ในชวง จุด A  ถึงจุด C  ดังที่แสดงในสมการที่ (6-4) ซึ่งมีคาเทากับ  

m-kN 33.53]5
12
5[)10

4
5( 4

0
23

0

2 −=−=−=∆ ∫− xxdxxxM
L

AC  

ดังนั้น เราจะเขียนแผนภาพ shear diagram และ moment diagram ของคานไดดังที่แสดงในรูปที่ Ex6-6b   Ans. 
 

 
(b) 
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ตัวอยางที่ 6-7 
 จงเขียนแผนภาพ shear diagram และ moment diagram ของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 6-7a 
 

 
รูปที่ Ex 6-7 

 

 โดยใชแผนภาพ free-body diagram ของคานและสมการความสมดุล เราจะหาแรงปฎิกริยาที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับ
ของคานได ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 6-7a 
 ตาม sign convention ที่เราใช ในการเขียนแผนภาพ shear diagram และ moment diagram โดยวิธีกราฟก เรา
จะตองเริ่มตนการเขียนแผนภาพจากทางซายมือของคานไปยังปลายทางดานขวามือของคาน 
Shear diagram 
 จากรูปที่ Ex 6-7a และ slope ที่จุดใดๆ ของแผนภาพ shear diagram มีคาเทากับคาลบของแรงกระจายที่จุดนั้น
และคาที่เปล่ียนแปลงไปของแรงเฉือนระหวางจุดสองจุดมีคาเทากับคาลบของพื้นที่ใตแรงกระจายระหวางจุดสองจุดนั้น เรา
จะไดวา 

ชวง CA  ของคาน 
slope ของแผนภาพ shear diagram ที่จุด C  จะมีคาเทากับศูนยและ slope ของแผนภาพ shear diagram ที่

จุด A จะมีคาเทากับ -90 เนื่องจากแรงแบบกระจายมีคาเทากับศูนยที่จุด C  และ kN/m 90  ที่จุด A  และคาของแรง
เฉือนที่เกิดขึ้นทางดานซายมือของจุด A  จะมีคาเทากับ 

∫−=− wdxVV CAL  

kN 450kN/m) 90)(m 2(
2
1

−=−−=ALV  
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ชวง AD  ของคาน 
แรงปฎิกริยาในแนวดิ่งที่จุด A  มีคาเทากับ kN 165  ดังนั้น คาของแรงเฉือนที่เกิดขึ้นทางดานขวามือจุด A  จะ

มีคาเทากับ 
165)90( =−−ARV  

kN 7590165 =−=ARV  
 เนื่องจากคานในชวง AD  นี้ ไมถูกกระทําโดยแรงแบบกระจาย ดังนั้น slope ของแผนภาพ shear diagram 
ในชวงนี้จะมีคาเทากับศูนยหรือแรงเฉือนมีคาคงที่ในชวงนี้และจะมีคาเทากับ kN 75  

ชวง DB  ของคาน 
ที่จุด D  คานถูกกระทําโดยองคประกอบในแนวดิ่งของแรง kN 200  ซึ่งมีคาเทากับ kN 160  ดังนั้น คาของ

แรงเฉือนที่เกิดขึ้นทางดานขวามือจุด D  จะมีคาเทากับ 
16075 −=−=− DRDLDR VVV  

kN 85−=DRV  
เนื่องจากคานในชวง DB  นี้ ไมถูกกระทําโดยแรงแบบกระจาย ดังนั้น slope ของแผนภาพ shear diagram 

ในชวงนี้จะมีคาเทากับศูนยหรือแรงเฉือนมีคาคงที่ในชวงนี้และจะมีคาเทากับ kN 85−  
 ชวง BE  ของคาน 

แรงปฎิกริยาในแนวดิ่งที่จุด B  มีคาเทากับ kN 125  ดังนั้น คาของแรงเฉือนที่เกิดขึ้นทางดานขวามือจุด B  จะ
มีคาเทากับ 

85)125( −=−−BRV  
kN 4012585 =+−=ARV  

 เนื่องจากคานในชวง BE  นี้ ไมถูกกระทําโดยแรงแบบกระจาย ดังนั้น slope ของแผนภาพ shear diagram 
ในชวงนี้จะมีคาเทากับศูนยหรือแรงเฉือนมีคาคงที่ในชวงนี้และจะมีคาเทากับ kN 40  
 ชวง EF  ของคาน 

slope ของแผนภาพ shear diagram ที่จุด E  และจุด F  จะมีคาเทากับ -20 เนื่องจากแรงแบบกระจายมี
คาคงที่เทากับ kN/m 20  ในชวงนี้ของคานและคาของแรงเฉือนที่เกิดขึ้นที่จุด F  จะมีคาเทากับ 

∫−=− wdxVV EF  
kN 040kN/m) 20)(m 2( =+−=FV  

 ชวง FG  ของคาน 
 เนื่องจากคานไมถูกกระทําโดยแรงในชวงนี้และ kN 0=FV  ดังนั้น คานจะไมถูกกระทําโดยแรงเฉือน 
Moment diagram 
 จากรูปที่ Ex 6-7b และ slope ที่จุดใดๆ ของแผนภาพ moment diagram มีคาเทากับคาของแรงเฉือนที่จุดนั้น
และคาที่เปล่ียนแปลงไปของ moment ระหวางจุดสองจุดมีคาเทากับพื้นที่ใต shear diagram ระหวางจุดสองจุดนั้น เราจะ
ไดวา 

ชวง CA  ของคาน 
slope ของแผนภาพ moment diagram ที่จุด C  จะมีคาเทากับศูนยและ slope ของแผนภาพ moment 

diagram ที่จุด A  จะมีคาเทากับ -90 เนื่องจากแรงเฉือนมีคาเทากับศูนยที่จุด C  และ kN 90−  ที่จุด A  และคาของ 
moment ที่เกิดขึ้นที่จุด A  จะมีคาเทากับ 



Mechanics of  Materials  6-22

∫=− VdxMM CA  

m-kN 600kN) 90)(m 2(
3
1

=+=AM  
ชวง AD  ของคาน 
slope ของแผนภาพ moment diagram ทางดานขวามือของจุด A  จนถึงทางดานซายมือของจุด D  จะมีคา

เทากับ 75+  เนื่องจากแรงเฉือนที่เกิดขึ้นในชวงนี้คานมีคาเทากับ kN 75  และคาของ moment ที่เกิดขึ้นที่จุด D  จะมี
คาเทากับ 

∫=− VdxMM AD  
m-kN 9060-kN) 75)(m 2( ==DM  

ชวง DB  ของคาน 
slope ของแผนภาพ moment diagram ทางดานขวามือของจุด D  จนถึงทางดานซายมือของจุด B  จะมีคา

เทากับ 85−  เนื่องจากแรงเฉือนที่เกิดขึ้นในชวงนี้คานมีคาเทากับ kN 85−  และคาของ moment ที่เกิดขึ้นที่จุด B  จะมี
คาเทากับ 

∫=− VdxMM DB  
m-kN -8090kN) 85)(m 2( =+−=BM  

 ชวง BE  ของคาน 
slope ของแผนภาพ moment diagram ทางดานขวามือของจุด B  จนถึงทางดานซายมือของจุด E  จะมีคา

เทากับ 40+  เนื่องจากแรงเฉือนที่เกิดขึ้นในชวงนี้คานมีคาเทากับ kN 40+  และคาของ moment ที่เกิดขึ้นที่จุด E  จะ
มีคาเทากับ 

∫=− VdxMM BE  
m-kN 4080kN) 40)(m 1( −=−=EM  

 ชวง EF  ของคาน 
slope ของแผนภาพ moment diagram ทางดานขวามือของจุด E  จะมีคาเทากับ 40+  และ slope ของ

แผนภาพ moment diagram ทางดานซายมือของจุด F  จะมีคาเทากับศูนย เนื่องจากแรงเฉือนมีคาเทากับ 40+  ที่จุด 
E  และ kN 0  ที่จุด F  และคาของ moment ที่เกิดขึ้นที่จุด F  จะมีคาเทากับ 

∫=− VdxMM EF  

m-kN 004kN) 40)(m 2(
2
1

=−=FM  
 ชวง FG  ของคาน 
 เนื่องจากคานไมถูกกระทําโดยแรงในชวงนี้และ m-kN 0=FM  ดังนั้น คานจะไมถูกกระทําโดย moment 
ในชวงนี้ของคาน 

สุดทาย เราจะไดแผนภาพ shear diagram และ moment diagram ของคานดังที่แสดงในรูปที่ Ex6-7b  Ans. 
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6.3 การเปลี่ยนแปลงรูปรางเนื่องจากการดัดของชิ้นสวนโครงสราง (Bending Deformation of a Straight 
Member) 

 
รูปที่  6-7 

 

 พิจารณาคาน ซึ่งทําดวยวัสดุเปนเนื้อเดียวกัน (homogeneous material) และมีหนาตัดที่คงที่และสมมาตรรอบ
แกน y  ตลอดความยาวของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 6-7a  

กําหนดใหคานถูกกระทําโดยโมเมนตดัด (bending moment) M  ซึ่งมีทิศทางในแนวแกน + z  และภายใตการ
กระทําของโมเมนตดัด คานจะเกิดการดัด ดังที่แสดงในรูปที่ 6-7b โดยที่วัสดุที่อยูสวนบนของหนาตัดของคานจะถูกทําให
หดตัวลง และวัสดุที่อยูสวนลางของหนาตัดของคานจะถูกทําใหยืดออก ดังนั้น จะตองมีระนาบๆ หนึ่ง ที่อยูระหวางสวนบน
และสวนลางดังกลาวที่ไมมีการยืดหรือหดตัวเกิดขึ้นเลย ระนาบนี้มักจะถูกเรียกวา ระนาบสะเทิน (neutral plane)  

กําหนดใหการเปลี่ยนแปลงรูปรางของคานมีลักษณะตามขอสมมุติฐานดังตอไปนี้ 
1. แกนตามยาว (longitudinal axis) ที่อยูบนระนาบสะเทินของคานจะไมมีการเปลี่ยนแปลงความยาว แตจะ

ถูกดัดใหเปนเสนโคงที่อยูบนระนาบ x y−  
2. ระนาบของหนาตัดของคานที่ตําแหนงใดๆ จะยังคงรูปเปนระนาบเหมือนเดิมและยังคงตั้งฉากกับแกน

ตามยาวของคาน ขณะที่คานเกิดการเปลี่ยนแปลงรูปราง (ไมพิจารณาการเปลี่ยนแปลงรูปรางของระนาบ
ของหนาตัดของคานเนื่องจากแรงเฉือน) 

3. เราจะไมนําคาการเปลี่ยนแปลงรูปรางในระนาบของหนาตัดของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 6-8 มาพิจารณา 
หรือเราจะไมพิจารณาผลของ Poisson’s effect ที่เกิดขึ้นบนหนาตัดของคาน ซึ่งมีคาที่นอยมากๆ 
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รูปที่ 6-8 

 

 พิจารณารูปที่ 6-9 ซึ่งเปนสวนของคานที่ตัดออกมาจากคานในรูปที่ 6-7a ที่ตําแหนง x  จากจุดเริ่มตนของแกน
อางอิงและมีความยาว x∆  

 
รูปที่ 6-9 

 

 จากนิยามของความเครียดตั้งฉาก (normal strains) เราจะเขียนสมการความเครียดตั้งฉากในแนวแกนของคาน 
ที่ระยะ y  จากแกนตามยาว (longitudinal axis) ของคาน ซึ่งมีความยาวเริ่มตนเทากับ ∆s  และมีความยาวหลังจากเกิด
การเปลี่ยนแปลงรูปราง ∆ ′s  ไดวา 

s
ss

s ∆
∆−′∆

=
→∆ 0

limε  

กอนที่จะเกิดการเปลี่ยนแปลงรูปราง: 
θρ∆=∆=∆ xs  

หลังจากที่เกิดการเปลี่ยนแปลงรูปรางระยะ ∆s  จะเปลี่ยนเปน: 
θρ ∆−=′∆ )( ys  

แทน ∆s  และ ∆ ′s  ลงในสมการของความเครียดตั้งฉาก เราจะไดวา 

θρ
θρθρε

∆
∆−∆−

=
→∆

)(lim
0

y
s
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ρ

ε y
−=       (6-7) 

 จากสมการที่ 6-7 เราไดวา ที่หนาตัดใดๆ ที่มีรัศมีความโคง (radius of curvature) ρ  คาความเครียดตั้งฉากของ
คานจะแปรผันโดยตรงกับระยะ y  ดังนั้น ความเครียดตั้งฉากจะมีการกระจายบนหนาตัดของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 6-10 
 

 
รูปที่  6-10 

 

จากรูปที่ 6-10 เราจะไดวา =maxε ρ/c  และจากสมการที่ 6-7 เราจะไดวา 

            maxεε
c
y

−=      (6-8) 

จากการพิจารณาคานที่ผานมาและจากขอสมมุติฐานที่ 3 เราจะสรุปไดวา คานที่ถูกกระทําโดยโมเมนตดัดจะมี
หนวยแรงตั้งฉากและความเครียดเกิดขึ้นในแนวแกน x  เทานั้น โดยไมมีหนวยแรงและความเครียดในแนวอื่นๆ เกิดขึ้นเลย 
ซึ่งจาก Hooke’s law เราจะไดวา =xσ xEε  
6.4  สูตรการดัด (Flexural Formula) 
 เนื่องจากคานมีพฤติกรรมแบบยืดหยุนเชิงเสน (linear elastic) ภายใตการกระทําของโมเมนตดัด M  ดังนั้น เมื่อ
แทน Hooke’s law, =xε Ex /σ  ลงในสมการที่ 6-8 แลว เราจะไดสมการการกระจายของหนวยแรงตั้งฉากบนหนาตัด
ของคานในรูป 

           maxσσ
c
y

−=      (6-9) 

ซึ่งจะมีการกระจายดังที่แสดงในรูปที่ 6-12b โดยที่เมื่อ y  มีคาเปนบวก สวนของคานดังกลาวจะถูกกระทําโดยหนวยแรง
กดอัด (compressive stress) และเมื่อ y  มีคาเปนลบ สวนของคานดังกลาวจะถูกกระทําโดยหนวยแรงดึง (tensile 
stress) 

ตําแหนงของแกนสะเทิน (neutral axis) ของคานจะหาไดโดยใชเงื่อนไขความสมดุลของแรงลัพธที่เกิดจากหนวย
แรงตั้งฉากบนหนาตัดของคาน จากสมการความสมดุลของแรงในแนวแกนของคาน เราจะไดวา 

∑= xR FF ;  ∫∫∫∫ −=−===
AAAA

ydA
c

dA
c
ydAdF max

max0
σ

σσ  

เนื่องจากคา c/maxσ  มีคาไมเทากับศูนย ดังนั้น 
              0 =∫

A

dAy                 (6-10) 

ดังนั้น จากสมการที่ 6-10 เราจะเห็นไดวา เงื่อนไขความสมดุลของแรงดังกลาวจะเปนจริงไดก็ตอเมื่อคาโมเมนตของ
พื้นที่หนาตัดของคานรอบแกนสะเทินจะตองมีคาเทากับศูนย  
 จากวิชา statics จุด centroid ของหนาตัดของคานจะหาไดจากสมการ 
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∫

∫
=

A

A

dA

ydA
y  

แตเนื่องจาก 0 =∫
A

dAy  ดังนั้น แกนสะเทิน (neutral axis) จะเปนแกนเดียวกับแกนในแนวนอนที่ตัดผานจุด centroid 

ของหนาตัดของคาน 
 

 
รูปที่ 6-11 

 

 คาของหนวยแรงที่เกิดขึ้นที่หนาตัดของคานจะหาไดไดโดยใชเงื่อนไขความสมดุลของโมเมนตลัพธภายใน M  
กับ moment ที่เกิดจากการกระจายของหนวยแรงรอบแกน neutral axis หรือ  

)( dAyydFdM σ−==  

∑= zzR MM )( ;   dA
c
yydAyM

AA

 )( max∫∫ =−= σσ  

dAy
c

M
A
∫= 2maxσ                 (6-11) 

 เนื่องจากเทอม dAy
A
∫ 2  เปนคา moment of inertia ของพื้นที่หนาตัดของคานรอบแกน neutral axis หรือ I  

ดังนั้น เราจะไดวา 
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I
Mc

=maxσ                 (6-12) 

เมื่อ =maxσ  หนวยแรงตั้งฉากสูงสุดที่เกิดที่จุดบนหนาตัดของคานที่หางจากแกน neutral axis ที่มากที่สุด 
 M =  moment ลัพธภายในที่เกิดขึ้นที่หนาตัดรอบแกน neutral axis 
 I =  moment of inertia ของหนาตัดของคานรอบแกน neutral axis 
 c = ระยะตั้งฉากจากแกน neutral axis ถึงจุดบนหนาตัดของคานที่เรากําลังพิจารณา 

และเนื่องจาก 
yc
σσ

−=max  เราจะไดวา 

           
I
My

−=σ                  (6-13) 

สมการที่ 6-12 และ 6-13 มักจะถูกเรียกวา flexural formula  และคาหนวยแรงที่คํานวณไดจากสมการทั้งสองนี้
จะถูกเรียกวา หนวยแรงดัด (bending stress หรือ flexural stress) ซึ่งจะมีคาเปนบวกเมื่อหนวยแรงดังกลาวเปนหนวยแรง
ดึง และจะมีคาเปนลบเมื่อหนวยแรงดังกลาวเปนหนวยแรงกดอัด 

ถาเราพิจารณาหนาตัดของคานที่ถูกกระทําโดยโมเมนตืดัดที่มีคาคงที่คาหนึ่งแลว เราจะเห็นไดวา หนวยแรงดัดที่
เกิดขึ้นบนหนาตัดของคานจะแปรผกผันกับคา I  ของหนาตัดของคาน ดังนั้น คานที่มีคา I  สูงจะมีหนวยแรงดัดเกิดขึ้นต่ํา
กวาคานที่มีคา I  ต่ํากวา 

ภาคผนวกที่ 3 แสดงคาของพื้นที่และ moment of inertia ของหนาตัดของคานที่เรามักจะพบในทางวิศวกรรม 
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ตัวอยางที่ 6-8 
 กําหนดใหคานเหล็ก ดังที่แสดงในรูปที่ EX 6-8a มีหนาตัด แบบ wide-flange ดังที่แสดงในรูปที่ EX 6-8b จงหา
คาหนวยแรงดัดสูงสุดที่เกิดขึ้นในคานและจงเขียนการกระจายของหนวยแรงดัดบนหนาตัด aa −  
 

 
รูปที่ EX 6-8 

 

หาคา bending moment สูงสุด 
 จากตัวอยางที่ 6-2 และรูปที่ EX 6-8c คา moment สูงสุดของคานในกรณีจะหาไดจากสมการ 

m-kN 5.22
8
)6(5

8

22

max ===
wLM  

 
หาคุณสมบัติของหนาตัด 
 จากรูปที่ EX 6-8b เราจะเห็นไดวา คานมีหนาตัดที่สมมาตรรอบแกนนอนและแกนดิ่ง ดังนั้น จุด centroid จะอยูที่
กึ่งกลางของหนาตัดและแกนสะเทิน (neutral axis) ของคานจะอยูที่กึ่งกลางความลึกของหนาตัด 
 เมื่อทําการแบงหนาตัดออกเปน 3 สวนคือ ปกบน (top flange) ปกลาง (bottom flange) และเอว (web) แลว เรา
จะหาคา moment of inertia ของหนาตัดรอบแกนสะเทินไดจากสมการ 

∑ += )( 2adII  
46323 m )10(3.301300.0)020.0(

12
1160.0)020.0(25.0020.0)25.0(

12
12 −=



+



 +=I  

 
หาคาหนวยแรงดัด 
 จากสมการ flexural formula คาหนวยแรงดัดสูงสุดที่เกิดขึ้นที่ผิวบนสุดและผิวลางสุดของหนาตัดคานจะหาได
จากสมการ 

I
cM max

max =σ  

MPa 7.12
)10(3.301

)170.0)(10(5.22
6

3

max == −σ    Ans. 
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เนื่องจาก MPa 250max =< yσσ  ดังนั้น การคํานวณจึงสอดคลองกับสมมุติฐานวาวัสดุมีพฤติกรรมอยู
ในชวง linear elastic ภายใตการกระทําของน้ําหนักบรรทุก และการกระจายของหนวยแรงดัดที่เกิดขึ้นที่บนของหนาตัด
คานจะมีการกระจายเปนแบบเสนตรงขึ้นอยูกับระยะ y  จากแกนสะเทิน ดังนั้น กระจายของหนวยแรงดัดจะมีลักษณะดังที่
แสดงในรูปที่ EX 6-8d           Ans. 
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ตัวอยางที่ 6-9 
 จงหาคาหนวยแรงดึงและหนวยแรงกดอัดสูงสุดที่เกิดขึ้นในคานเหล็ก ดังที่แสดงในรูปที่ EX 6-9a เมื่อคานมีหนา
ตัดเปนรูปรางน้ํา ( C  section) ดังที่แสดงในรูปที่ EX 6-9b 

 

 
รูปที่ EX 6-9 

 

หาคา bending moment สูงสุด 
 รูปที่ EX 6-8c และรูปที่ EX 6-8d แสดงแผนภาพ shear diagram และ moment diagram ของคาน ตามลําดับ 
และคา moment สูงสุดของคานมีคาเทากับ m-kN 375.3−  ซึ่งจะทําใหคานเกิดหนวยแรงดึงที่ผิวดานบนและเกิด
หนวยแรงกดอัดที่ผิวดานลาง 
 
หาคุณสมบัติของหนาตัด 
 จากรูปที่ EX 6-9b เราจะเห็นไดวา คานมีหนาตัดที่สมมาตรรอบแกน y  เทานั้น ดังนั้น จุด centroid จะอยูบน
แกน y  และตําแหนงของแกนสะเทิน (neutral axis) ของของหนาตัดจะหาไดจากการพิจารณา moment ของพื้นที่หนาตัด
ของคานรอบแกนอางอิง ZZ −  เมื่อทําการแบงหนาตัดออกเปน 3 สวน โดยที่ 32 AA =  แลว 

21

2211
1 2

2
AA
AyAy

A
Ay

c
i

ii

+
+

==
∑
∑  

mm 48.18
12)80(2)12(276

)12(80)40(212)276(6
1 =

+
+

=c  

mm 52.6148.188012 =−=−= chc  
 คา moment of inertia ของหนาตัดรอบแกนสะเทินไดจากสมการ 
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∑ += )( 2adII  

4646

2323

m )10(469.2mm )10(469.2  

)48.1840)(12(8080)12(
12
12)648.18)(12(27612)276(

12
1

−==





 −++



 −+=I  

 
หาคาหนวยแรงดัด 
 จากสมการ flexural formula คาหนวยแรงดัดสูงสุดที่เกิดขึ้นที่ผิวบนสุดและผิวลางสุดของหนาตัดคานจะหาได
จากสมการ 

I
cM max

max =σ  

MPa 3.25
)10(469.2

)01848.0)(10(375.3)( 6

3

max == −tσ  

MPa 2.84
)10(469.2

)06152.0)(10(375.3)( 6

3

max −=−= −cσ  

 ขอใหสังเกตดวยวาคา MPa 250max =< yσσ  ดังนั้น วัสดุมีพฤติกรรมอยูในชวง linear elastic ภายใตการ
กระทําของน้ําหนักบรรทุก           Ans. 
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6.5 การดัดที่ไมสมมาตร (Unsymmetrical Bending)
Moment Applied Along Principal Axis

พิจารณาคานที่มีหนาตัดที่ไมสมมาตรรอบแกน x , y , และ z  ดังที่แสดงในรูปที่ 6-12a กํ าหนดใหจุด C  เปน
จุด centroid ของพื้นที่หนาตัดของคานและเปนจุดเริ่มตนของแกนอางอิงตั้งฉาก x , y , และ z  ภายใตแรงกระทํ าใดๆ 
คานจะมีโมเมนตลัพธภายใน M  เกิดขึ้น ซึ่งกระทํ ารอบแกน + z  เทานั้น

รูปที่ 6-12

โดยใชเงื่อนไขความสมดุลของแรงลัพธภายในคานในแนวแกน x  และเงื่อนไขความสมดุลของโมเมนตรอบแกน 
y  และแกน z  จากรูปที่ 6-12a แรงที่กระทํ าอยูบน differential element dA  ที่อยูที่ตํ าแหนง ( zy  , ,0 ) จะมีคาเทากับ 

dAdF  σ=  ดังนั้น
F FR x= ∑ ;       ∫=

A

dAσ0             (6-14)

( )M MR y y= ∑ ;      ∫=
A

dAzσ 0             (6-15)

( )M MR z z= ∑ ;    ∫ −=
A

dAyM σ             (6-16)

สมการที่ 6-14 จะถูกตองโดยอัตโนมัติเนื่องจากแกน z  เปนแกนที่ผานจุด centroid ของหนาตัดของคานและ
เปนแกนสะเทิน (neutral axis) ของคาน ดังนั้น ความเครียดตั้งฉากจะมีคาเทากับศูนยบนแกนนี้และจะแปรผันโดยตรงกับ
ระยะ y  ซึ่งจะมีคามากที่สุดเมื่อ y  มีคามากที่สุดหรือที่ y c=  ดังที่แสดงในรูปที่ 6-12b

ถาวัสดุมีพฤติกรรมแบบยืดหยุนเชิงเสน (linear elastic) แลว การกระจายของหนวยแรงตั้งฉากบนหนาตัดของ
คานจะเปนแบบเชิงเสนตรง (linear) เชนเดียวกับความเครียดตั้งฉาก ดังที่แสดงในรูปที่ 6-12c ซึ่งเราทราบมาแลววา 

max)/( σσ cy−=  เมื่อเราแทนสมการของหนวยแรงตั้งฉากดังกลาวลงในสมการที่ 6-16 แลว เราจะได  flexural 
formula,

IMc /max =σ
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เมื่อเราแทนสมการ flexural formula ลงในสมการที่ 6-15 แลว เราจะไดวา

dAyz
c A

 0 max ∫=
σ

จากสมการขางตน เนื่องจากเทอม 
c
maxσ  มีคาไมเทากับศูนยภายใตการกระทํ าของแรงใดๆ ดังนั้น คา product

of inertia ของพื้นที่หนาตัดของคาน dAyz
A

 ∫  จะตองมีคาเทากับศูนย และจากวิชา statics เมื่อเทอม 0 =∫ dAyz
A

แลว เราจะไดวา แกน y  และแกน z  จะเปนแกน principal axes of inertia ของพื้นที่หนาตัดของคาน ดังนั้น สมการที่ 6-
14 ถึง 6-16 จะมีความถูกตองไดก็ตอเมื่อโมเมนต M  กระทํ าอยูรอบแกน y  หรือแกน z  อยางเชนที่แสดงในรูปที่ 6-13
เทานั้น

รูปที่ 6-13
Moment Arbitrary Applied

เมื่อหนาตัดของคานถูกกระทํ าโดยโมเมนต M  ที่ทํ ามุม θ  กับแกน principal z  axis เมื่อกํ าหนดให θ  มีคา
เปนบวก เมื่อวัดจากแกน + z  ไปยังแกน + y  ดังที่แสดงในรูปที่ 6-14a แลว เราจะแตกโมเมนต M  ออกเปนองค
ประกอบรอบแกน principal axes y  และ z  ไดเปน θcosMM z =  และ θsinMM y =  ดังที่แสดงในรูปที่ 6-14b 
และ 6-14c ตามลํ าดับ จากนั้น เราจะใช flexural formula หาคาของหนวยแรงตั้งฉากลัพธที่เกิดขึ้นจากองคประกอบของ 
moment แตละอัน และสุดทาย คาหนวยแรงตั้งฉาก σ  ที่จุดใดๆ ( y , z ) จะหามาไดโดยใช principle of superposition 
โดยที่

y

y

z

z

I
zM

I
yM
+−=σ             (6-17)
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เมื่อ σ = คาหนวยแรงตั้งฉาก (normal stress) ที่จุดใดๆ บนหนาตัดของคาน
y , z = ระยะในแนวแกน y  และแกน z  ถึงจุดใดๆ บนหนาตัดของคานที่เราตองการหาคาหนวยแรงตั้งฉาก
My , Mz = องคประกอบของโมเมนตลัพธภายในที่อยูในแนวแกน y  และแกน z
I y , I z = principal moment of inertia ของพื้นที่หนาตัดของคานรอบแกน y  และแกน z

  

รูปที่ 6-14
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รูปที่ 6-14d แสดงการกระจายของหนวยแรงตั้งฉากลัพธบนหนาตัดของคานดังกลาว โดยที่การกระจายของหนวย
แรงตั้งฉากนี้จะเกิดจากการรวมกันกับการกระจายของหนวยแรงตั้งฉากเนื่องจากโมเมนต Mz  และ My  ดังที่แสดงในรูป
ที่ 6-14e และ 6-14f ตามลํ าดับ
Orientation of the Neutral Axis

ทิศทางของแกนสะเทิน (neutral axis) ที่กระทํ ากับแกน principal axes หรือมุม α  จะหาไดจากสมการที่ 6-17
โดยใชหลักการที่วา บนแกน neutral axis คาของหนวยแรงตั้งฉาก 0=σ  ดังนั้น

yz

zy

IM
IM

z
y  
=

เนื่องจาก θcosMM z =  และ θsinMM y =  ดังนั้น

      θtan 
y

z

I
I

z
y
=             (6-18)

และเนื่องจาก slope ของแกน neutral axis มีคาเทากับ 
z
y

=αtan  สมการที่ 6-18 จะถูกเขียนใหมไดเปน

   θα tan tan
y

z

I
I

=             (6-19)

จากสมการที่ 6-19 เราจะเห็นไดวา ทิศทางของโมเมนต M  หรือมุม θ  จะมีคาเทากับทิศทางของแกน neutral
axis หรือมุม α  เมื่อ zy II =  ถากํ าหนดใหพิกัดบนหนาตัดของคานในลักษณะที่ให >zI I y  แลว จากสมการที่ 6-19
เราจะไดวา คา >αtan θtan  และมุม α  จะอยูระหวางแนวกระทํ าของโมเมนต M  กับแกน + y  หรือ

o90≤≤αθ
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ตัวอยางที่ 6-10
กํ าหนดใหคานยื่น ดังที่แสดงในรูปที่ Ex6-10a ซึ่งมีความยาว m 4=L  และมีลักษณะหนาตัดเปนรูปตัว I  เกิด

การบิดเอียงจากแนวดิ่งเปนมุม β  เนื่องจากการกอสราง และถูกกระทํ าโดยแรง kN 60=P  ในแนวดิ่งที่ปลายของคาน 
ตามที่แสดงในรูป นอกจากนั้นแลว กํ าหนดใหหนาตัดของคานมีคุณสมบัติดังนี้

46 m 101.874 −×=zI , 46 m 1056.17 −×=yI , ความลึก m 6.0=h , ความกวางของ flange m 2.0=fb

จงหา a.) คา maximum bending stresses ที่เกิดขึ้นบนคานเมื่อ o0=β

b.) คา maximum bending stresses ที่เกิดขึ้นบนคานเมื่อ o2=β

รูปที่ Ex6-10

a.) คา maximum bending stresses ที่เกิดขึ้นบนคานเมื่อ o0=β
จากรูป maximum bending moment จะมีคาสูงสุดที่จุดรองรับและจะมีคาเปน

PLM =max

เมื่อ o0=β  แกน neutral axis ของคานจะเปนแกน z  ดังนั้น จาก flexural formula เราจะไดวา maximum 
bending stresses จะเกิดขึ้นที่ผิวบนสุดและผิวลางสุดของปก (flange) ของคาน โดยเปนหนวยแรงกดอัดที่ผิวดานลางและ
เปนหนวยแรงดึงที่ผิวดานบน

MPa 37.82
m 10874.1

)2/m 6.0)(m 4( kN 60)2/(
46-max =

×
===

zz I
hPL

I
My

σ  Ans.

b.) คา maximum bending stresses ที่เกิดขึ้นบนคานเมื่อ o2=β
เมื่อแตกแรง P  ในแนวแกน y  และแกน z  เราจะไดวา

βcosPPy =

βsinPPz =
 แรง yP  จะทํ าใหเกิด moment รอบแกน z  บนหนาตัดที่จุด C  บนดานที่ติดกับผนังมีคาเปน

m-kN 239.85 )m 4(2cos)kN 60()cos( −=−=−= o
z LPM β

(การที่เราพิจารณาหนาตัดที่จุด C  บนดานที่ติดกับผนังนั้น เนื่องมาจาก sign convention ที่เราใชในรูปที่ 16.4)
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แรง zP  จะทํ าใหเกิด moment รอบแกน y  บนหนาตัดที่จุด C  บนดานที่ติดกับผนังมีคาเปน
m-kN 8.38 )m 4(2sin)kN 60()sin( −=−=−= o

y LPM β

มุมที่แกน neutral axis nn −  กระทํ ากับแกน z  มีคาเทากับ

739.1
m 10m)17.56-kN 239.85(

m 101.874)m-kN 38.8(tan 46-

46

=
×−

×−
===

−

yz

zy

IM
IM

z
y

α

o1.60=α
ดังนั้น เราจะเห็นไดวา maximum bending stresses จะเกิดขึ้นที่จุด A  และจุด B ซึ่งเปนจุดที่อยูหางไกลจากแกน 
neutral axis มากที่สุด

เนื่องจากมุม β  มีคานอยมาก เราจะประมาณคาของ coordinate ที่จุด A  ไดเปน
m 3.0+=Ay  และ m 1.0−=Az

ดังนั้น tensile stress ที่เกิดขึ้นที่จุด A  จะมีคาเทากับ

46-46- m10874.1
)m3.0)(m-kN 85.239(

m 1017.56
)m 1.0)(m-kN 38.8(

×
+−

−
×

−−
=−=

z

Az

y

Ay
A I

yM
I
zM

σ

   MPa 04.130=Aσ  Ans.
และ compressive stress ที่เกิดขึ้นที่จุด B จะมีคาเทากับ

   MPa 04.130−=Bσ  Ans.

Note เราจะเห็นไดวา ในกรณีของคานที่มีหนาตัดตามรูป ( yz II >> ) คา maximum bending stresses ที่เกิดขึ้นในขอ 
b. จะมีคามากกวาคา maximum bending stressesที่เกิดขึ้นในขอ a.) เทากับ

 %7.36%100
04.130

37.8204.130
=×

−

ซึ่งแสดงถึงความสํ าคัญของความเที่ยงตรงในการกอสรางคานดังกลาว และเราควรที่จะตองระมัดระวังมากขึ้นในการใช
คานที่มีลักษณะเชนนี้
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ตัวอยางที่ 6-11
กํ าหนดใหคานไมชวงเดี่ยวรองรับแบบธรรมดา (simple support) ซึ่งมี span m 4=L  และถูกกระทํ าโดยนํ้ า

หนักบรรทุกแบบกระจายสมํ่ าเสมอ (uniformly distributed load) kN/m 1=w  และแรงกระทํ าเปนจุด (concentrated
load) P  ที่กึ่งกลาง span ดังที่แสดงในรูปที่ Ex6-11 กํ าหนดใหสวนของความปลอดภัย (factor of safety) 0.2F.S. = ,
หนวยแรงดัดสูงสุดของไม MPa 10=ultσ  จงหาคาสูงสุดของแรง P  ที่คานไมสามารถรับได

x

y

z
(a)

รูปที่ Ex6-11

โดยการเขียนแผนภาพ free-body diagram และใชสมการความสมดุล แผนภาพ bending moment diagram
ของคานเนื่องจากนํ้ าหนักบรรทุกแบบกระจายสมํ่ าเสมอ w  จะมีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ Ex 6-1 และเนื่องจากแรง
กระทํ าเปนจุด P  มีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ Ex 6-2

สมการของ bending moment สูงสุดที่เกิดขึ้นเนื่องจากนํ้ าหนักบรรทุกแบบกระจายสมํ่ าเสมอ w  ที่หนาตัด C
ของคาน (รอบแกน z ) ซึ่งทํ าใหเกิดแรงกดอัดบนผิวดานบนของคานจะอยูในรูป

m-N 2000
8

)4(1000
8

22

===
wLM z

สมการของ bending moment สูงสุดที่เกิดขึ้นเนื่องจากแรงกระทํ าเปนจุด P  ที่หนาตัด C  ของคาน (รอบแกน
y )  ซึ่งทํ าใหเกิดแรงกดอัดบนผิวดานขางของคาน ที่ถูกกระทํ าโดยแรง P  จะอยูในรูป

m-N 
4

PPLM y −=−=

โดยใช principle of superposition เราจะได bending moment สูงสุดจะเกิดขึ้นที่จุด a  (หนวยแรงกดอัด) และ
จุด d  (หนวยแรงดึง) ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 6-11b

����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������

a b

c d

z

y

(b) หนาตัด C ของคาน
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คาสูงสุดของหนวยแรงดัดที่เกิดขึ้นที่จุด a  (หนวยแรงกดอัด) และจุด d  (หนวยแรงดึง) หนาตัด C  ของคานจะ
หาไดจากสมการ

y

y

z

z

I
zM

I
yM
+−=σ

ซึ่งจะมีคาเทากับหนวยแรงดัดที่ยอมใหของไม

MPa 5
2

10
F.S.

=== ult
allow

σ
σ

และ moment of inertia ของพื้นที่หนาตัดของคานรอบแกน y  และแกน z  มีคาเทากับ
46

3

m )10(67.16
12

)1.0(2.0 −==yI

46
3

m )10(67.66
12

)2.0(1.0 −==zI

ดังนั้น

)10(5
)10(67.16
)050.0)((

)10(67.66
)1.0(2000 6

66 −=
−

+−= −−

P
aσ

       kN 667.0=P  Ans.
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6.6 คานที่ทํ าจากวัสดุตางชนิดกัน (Composite Beams)
Composite beam เปนคานที่ถูกสรางขึ้นจากวัสดุที่ตางกันอยางนอยสองชนิด เชน คานไมเสริมเหล็กแผน คาน

คอนกรีตเสริมเหล็ก (reinforced concrete beam) และคานเหล็กประกอบ ดังที่แสดงตามรูปที่ 6-15 เปนตน

รูปที่ 6-15

การใช flexural formula กับคาน composite beams นี้ เราจะตองแปลง (transform) วัสดุตางๆ ที่ใชทํ าคานให
เปนวัสดุประเภทเดียวกัน โดยใชวิธีการที่เรียกวา วิธีการแปลงหนาตัด (transformed section method)

พิจารณาcomposite beam ดังที่แสดงตามรูปที่ 6-16a กํ าหนดใหระนาบของหนาตัดของคานยังคงเปนระนาบ
เหมือนเดิมหลังจากที่คานถูกกระทํ าโดยโมเมนตดัด M  ดังนั้น ความเครียดตั้งฉากที่เกิดขึ้นบนหนาตัดของคานจะมี
ลักษณะดังที่แสดงตามรูปที่ 6-16b และจาก Hooke’s law เราจะไดวา หนวยแรงตั้งฉากที่จุดใดๆ ในวัสดุหมายเลข 1 จะมี
คาเทากับ εσ 1E=  และหนวยแรงตั้งฉากที่จุดใดๆ ในวัสดุหมายเลข 2 จะมีคาเทากับ εσ 2E=  ถาวัสดุหมายเลข 1 มี
ความแกรงมากกวาวัสดุหมายเลข 2 แลว การกระจายของหนวยแรงตั้งฉากบนหนาตัดของคานจะมีลักษณะตามที่แสดงใน
รูปที่ 6-16c

ถาเรากํ าหนดใหคานถูกสรางขึ้นมาจากวัสดุที่มีความแกรงนอยกวา (วัสดุหมายเลข 2) เทานั้น และกํ าหนดให
ความลึกของคาน h  มีคาเทาเดิมหลังจากที่มีการแปลงวัสดุ (เพื่อใหการกระจายของความเครียดตั้งฉากบนหนาตัดของ
คานมีลักษณะคงเดิม) แลว สวนของคานที่ทํ าดวยวัสดุหมายเลข 1 จะตองถูกขยายใหกวางขึ้น เพื่อที่จะรองรับแรงกระทํ า
ซึ่งมีคาเทากับแรงกระทํ าที่วัสดุหมายเลข 1 รองรับกอนที่จะมีการแปลงวัสดุ ดังที่แสดงในรูปที่ 6-16e ดังนั้น เราจะสามารถ
หาคา transformation factor n  ที่ใชในการแปลงวัสดุหมายเลข 1 เปนวัสดุหมายเลข 2 ไดจาก

แรงกระทํ าที่วัสดุหมายเลข 1 รองรับ,
dzdyEdAdF  )( 1εσ ==

แรงกระทํ าที่วัสดุหมายเลข 1 ที่ถูกแปลงเปนวัสดุหมายเลข 2 และมีความกวางของคานเพิ่มขึ้นเปน nz  รองรับ,
dzdynEAdFd  )( 2εσ =′′=′



Mechanics of  Materials 6-41

รูปที่ 6-16
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เนื่องจากวาแรง FddF ′=  เราจะเขียนสมการ transformation factor ไดเปน

          
2

1

E
En =             (6-20)

ดังนั้น ในกรณีนี้ ความกวาง b  ของคานที่ทํ าดวยวัสดุหมายเลข 1 ซึ่งแกรงกวาจะถูกเปล่ียนไปเปนความกวาง nb  ของ
คานที่ทํ าดวยวัสดุหมายเลข 2 ที่แกรงนอยกวา ดังที่แสดงในรูปที่ 6-16e

หลังจากที่เราทราบการกระจายของหนวยแรงบนหนาตัดของคานที่ถูกแปลง ดังที่แสดงในรูปที่ 6-16g แลว คา
หนวยแรงดังกลาวจะตองถูกคูณดวย transformation factor เพื่อที่จะแปลงคาหนวยแรงที่เกิดขึ้นกลับไปเปนคาหนวยแรง
บนหนาตัดกอนที่จะถูกแปลง เนื่องจากพื้นที่ของสวนของหนาตัดที่ถูกเปล่ียนแปลงมีคาเปน n  เทาของพื้นที่ของสวนของ
หนาตัดกอนที่จะถูกแปลง ดังนั้น

AddAdF ′′==   σσ
dzdyndzdy    σσ ′=

          σσ ′= n              (6-21)
ในลักษณะที่ตรงกันขาม ถาเรากํ าหนดใหคานถูกสรางขึ้นมาจากวัสดุที่มีความแกรงมากกวา (วัสดุหมายเลข 1)

เทานั้นแลว สวนของคานที่ทํ าดวยวัสดุหมายเลข 2 จะตองถูกทํ าใหกวางลดลงเปน ′n b  โดยที่ 1/ 12 <=′ EEn  ดังที่
แสดงในรูปที่ 6-16f และการกระจายของหนวยแรงบนหนาตัดของคานจะมีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ 6-16h หลังจากที่เรา
ทราบการกระจายของหนวยแรงแลว คาของหนวยแรงที่เกิดขึ้นในหนาตัดที่ถูกแปลงจะถูกเปล่ียนกลับไปเปนคาของหนวย
แรงบนหนาตัดเริ่มตน โดยที่ σσ ′′= n
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ตัวอยางที่ 6-12
กํ าหนดใหคานไม simple supports ถูกกระทํ าโดยนํ้ าหนักบรรทุกเปนจุด (concentrated load) P  ดังที่แสดงใน

รูปที่ Ex 6-12a ใหสวนของความปลอดภัย (factor of safety) 0.2F.S. = , ultimate stress ของไม MPa 10=ultσ , 
yeilding stress ของ steel MPa 250=yσ , modulus of elasticity ของไม GPa 10=wE  และ steel 

GPa 200=stE
ถาใหคานมีความกวาง m 10.0=b  ลึก m 20.0=d  และแผนเหล็กมีความกวาง m 100.0  และหนา 

mm 5=t จงหานํ้ าหนักบรรทุกเปนจุดสูงสุด  maxP  ที่คานไม และ คานไมเสริมแผนเหล็กสามารถรับไดและนํ้ าหนัก
บรรทุกจุด P  เพิ่มขึ้นกี่เปอรเซ็นหลังจากที่เสริมดวยแผนเหล็ก

รูปที่ Ex 6-12

โดยการเขียนแผนภาพ free-body diagram และใชสมการความสมดุล เราจะเขียนแผนภาพ shear diagram
และแผนภาพ bending moment diagram ของคานได ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 6-12b

จากแผนภาพ bending moment diagram เราจะไดวา bending moment สูงสุดจะเกิดขึ้นในชวง CD  ของคาน
โดยที่

PM =max

หนวยแรงที่ยอมใหของไม

MPa 5
0.2

10
F.S.

)( === ult
alloww

σ
σ

หนวยแรงที่ยอมใหของเหล็ก

MPa 125
0.2

250
F.S.

)( === y
allowst

σ
σ
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เมื่อคานไมไมมีการเสริมแผนเหล็ก
moment of inertia ของหนาตัดของคานไมจะมีคาเทากับ

46
33

m )10(67.66
12

)20.0(10.0
12

−===
bdI

จาก flexural formula เราจะไดวา

m-N 333,3
)2/2.0(

)10(67.66)10(5)( 66

max ===
−

c
IM allowwσ

ดังนั้น
   kN 333.3max =P  Ans.

เมื่อคานไมถูกเสริมแผนเหล็ก
พื้นที่หนาตัดของแผนเหล็ก

46 m )10(500)005.0(10.0 −==stA
transformation factor จากเหล็กไปเปนไม

20
10
200

===
w

st

E
En

ดังนั้น พื้นที่หนาตัดของเหล็กที่ถูกแปลงเปนไมจะมีคาเทากับ
236

, m )10(1010)500(20 −− ==dtransformestA
และพื้นที่ดังกลาวจะมีความกวางเทากับ

m 2
005.0

)10(10 3
,

, ===
−

t
A

b dtransformest
dtransformest

หนาตัดของคานจะมีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ EX 6-12c

0.10 m

0.20 m

2.0 m

Cy
y0.105-Neutral axis

0.005 m

(c)

ตํ าแหนงของแกนสะเทินจากผิวดานลางสุดของคานจะหาไดจากสมการ

m 0708.0
)2(005.0)2.0(1.0

)2/005.0)(2(005.0)005.01.0)(2.0(1.0
=

+
++

=y

moment of inertia ของพื้นที่หนาตัดรอบแกนสะเทิน

46

2
3

2
3

m )10(73.136   

)0025.00708.0)(005.0(2
12

)005.0(2)0708.0105.0)(2.0(1.0
12

)2.0(1.0

−=









−++








−+=I
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ทํ าการตรวจสอบดูวา ไมหรือเหล็กจะเกิดการวิบัติกอนกัน
1. ถาไมเกิดการวิบัติกอนเหล็ก

I
M

alloww
)0342.01.0()( +

=σ

m-kN 09.5
1342.0

)10(73.136)10(5
1342.0
)( 66

===
−IM allowwσ

2. ถาเหล็กเกิดการวิบัติกอนไม

I
Mnallowst

)0708.0()( =σ

m-kN 07.12
)0708.0(20

)10(73.136)10(125
)0708.0(

)( 66

===
−

n
IM allowstσ

ดังนั้น ไมจะเกิดการวิบัติกอนแผนเหล็ก และ
      kN 09.5max =P  Ans.

คาหนวยแรงสูงสุดที่เกิดขึ้นบนแผนเหล็กเมื่อคานไมเกิดการวิบัติมีคาเทากับ

MPa 7.52
)10(73.136
)0708.0(509020)0708.0(

6 === −I
Mnstσ

เปอรเซ็นที่นํ้ าหนักบรรทุกจุด P  เพิ่มขึ้นหลังจากที่เสริมดวยแผนเหล็กเทากับ

        % 7.52)100(
333.3

333.309.5
=

−  Ans.
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6.7 คานคอนกรีตเสริมเหล็ก (Reinforced Concrete Beams)
เนื่องจากคอนกรีต (concrete) เปนวัสดุเปราะ (brittle material) ซึ่งมีกํ าลังรับแรงดึงประมาณ 10% ของ กํ าลังรับ

แรงกดอัด ดังนั้น วิศวกรจึงไดคนหาวิธีการปรับปรุงเพื่อที่จะใชคานคอนกรีตใหมีประสิทธิภาพมากขึ้น โดยการเสริม
คอนกรีตดวยเหล็กเสน ซึ่งเรามักจะเรียกวา คานคอนกรีตเสริมเหล็ก (reinforced concrete beam) ในการวิเคราะหคาน
คอนกรีตเสริมเหล็กนั้น เราจะสมมุติใหเหล็กเสนทํ าหนาที่ในการรับแรงดึงที่เกิดขึ้นในคานทั้งหมดและคอนกรีตจะไมมีความ
สามารถในการรับแรงดึงเลย ซึ่งขอสมมุติฐานนี้ไดมาจากการสังเกตที่วา การแตกราวที่เกิดขึ้นในคานคอนกรีตเสริมเหล็กมัก
จะเกิดขึ้นในสวนของคานที่รับแรงดึงในขณะที่แรงกระทํ ามีคาที่ตํ่ ามากๆ เมื่อเทียบกับกํ าลังประลัยของคาน และลักษณะ
ของการแตกราวนี้มักจะมีรูปแบบที่ไมแนนอน ดังนั้น เราจะสมมุติใหการกระจายของหนวยแรงตั้งฉากบนหนาตัดของคาน
คอนกรีตเสริมเหล็กมีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ 6-17b

รูปที่ 6-17

ในลักษณะเชนเดียวกับ composite beams เราสามารถที่จะแปลง (transform) พื้นที่ของเหล็กเสน As  ไปเปน
พื้นที่ของคอนกรีตที่สมมูลกันไดเทากับ snA  เมื่อ cs EEn /=  นอกจากนั้นแลว เราสามารถที่จะหาระยะ ′h ของแกน
สะเทิน (neutral axis) ที่วัดจากผิวดานบนของคานไดจากเงื่อนไขที่วา โมเมนตของพื้นที่หนาตัดนั้นรอบแกน neutral axis มี
คาเทากับศูนย ดังนั้น
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หลังจากที่เราไดคาระยะ ′h  แลว คาของหนวยแรงที่เกิดขึ้นในคานก็จะหามาไดโดยวิธีการที่ไดกลาวถึงใน 
section ที่แลว



Mechanics of  Materials 6-47

ตัวอยางที่ 6-13
กํ าหนดใหคานคอนกรีตเสริมเหล็ก ซึ่งเปนคานยื่น (cantilevered beam) ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 6-13a ถูกกระทํ า

โดยนํ้ าหนักบรรทุกแบบกระจายสมํ่ าเสมอ (uniformly distributed load) w   และมีหนาตัดที่เสริมโดยเหล็กเสริมขนาดเสน
ผาศูนยกลาง mm 19  วางอยูที่ตํ าแหนงบนหนาตัดของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 6-13b

จงหาคานํ้ าหนักบรรทุกสูงสุด w  ที่คานนี้สามารถรับไดเมื่อ หนวยแรงที่ยอมใหของเหล็ก =allowst )(σ
MPa 125 หนวยแรงที่ยอมใหของคอนกรีต allowconc )(σ  MPa 21=  คา modulus of elasticity ของเหล็ก =stE
GPa 200  และคา modulus of elasticity ของคอนกรีต GPa 25=cE

สมมุติใหคอนกรีตไมสามารถรับแรงดึงได

รูปที่ Ex 6-13

จากรูปที่ Ex 6-13a คา bending moment สูงสุดที่เกิดขึ้นในคานที่จุดยึดแนน A  จะหาไดจากสมการ

wwLM 5.4
2

2

max −=−=

ซึ่งจะทํ าใหผิวดานบนของคานคอนกรีตเสริมเหล็กถูกกระทํ าโดยแรงดึง
พื้นที่หนาตัดของเหล็กเสริมมีคาเทากับ

2322 m )10(567.0)2/019.0(2)(2 −=== ππrAst
Transformation factor เปล่ียนจากเหล็กเปนคอนกรีต

0.8
25

200
===

c

st

E
En

เนื่องจากคอนกรีตไมสามารถรับแรงดึงได หนาตัดของคานคอนกรีตเสริมเหล็กจะเปลี่ยนเปนคานคอนกรีต ดังที่
แสดงในรูปที่ Ex 6-13c โดยพื้นที่ของคอนกรีต A′  จะหาไดจากสมการ

233 m )10(54.410)567.0(8 −− ===′ stnAA
ตํ าแหนงของแกนสะเทิน h′
จากผลรวมของ moment ของพื้นที่รอบแกนสะเทิน (neutral axis) มีคาเทากับศูนย เราจะไดวา
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m 109.0=′h
moment of inertia ของพื้นที่หนาตัดของคอนกรีตรอบแกนสะเทิน (neutral axis)
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ทํ าการตรวจสอบดูวา คอนกรีตหรือเหล็กเกิดการวิบัติกอนกัน
3. ถาคอนกรีตเกิดการวิบัติกอนเหล็ก
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4. ถาเหล็กเกิดการวิบัติกอนคอนกรีต
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ดังนั้น เหล็กเสริมจะเกิดการวิบัติกอนคอนกรีต
คานํ้ าหนักบรรทุกสูงสุด w  ที่คานสามารถรับไดมีคาเทากับ

kN/m 07.6
5.4
3.27

5.4
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max ===
Mw  Ans.
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แบบฝกหัดทายบทที่ 6
6-1 จงเขียนแผนภาพ shear diagram และ moment diagram ของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 6-1

รูปที่ Prob. 6-1

6-2 จงเขียนแผนภาพ shear diagram และ moment diagram ของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 6-2

รูปที่ Prob. 6-2

6-3 จงเขียนแผนภาพ shear diagram และ moment diagram ของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 6-3

รูปที่ Prob. 6-3

6-4 จงเขียนแผนภาพ shear diagram และ moment diagram ของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 6-4

รูปที่ Prob. 6-4

6-5 จงเขียนแผนภาพ shear diagram และ moment diagram ของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 6-5

รูปที่ Prob. 6-5

6-6 จงเขียนแผนภาพ shear diagram และ moment diagram ของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 6-6
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รูปที่ Prob. 6-6

6-7 กํ าหนดใหคานใน Prob. 6-1 มีหนาตัด ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 6-7 จงหาหนวยแรงดึงสูงสุดและหนวยแรงกดอัดสูงสุด
ที่เกิดขึ้นบนหนาตัด

รูปที่ Prob. 6-7

6-8 กํ าหนดใหคานใน Prob. 6-4 มีหนาตัด ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 6-8 เมื่อ mm 200=w จงหาหนวยแรงดัดสูงสุดที่
เกิดขึ้นบนหนาตัดและจงหาเปอรเซ็นตของโมเมนตที่เอว (web) ของหนาตัดรองรับ

รูปที่ Prob. 6-8

6-9 ถาเราตองการนํ าทอนไม ซึ่งมีเสนผาศูนยกลาง m 50.0 มาตัดเพื่อทํ าคานหนาตัดส่ีเหลี่ยมผืนผา ดังที่แสดงในรูปที่ 
Prob. 6-9 จงหาขนาดความกวางและความลึกของหนาตัดของคานดังกลาวที่จะทํ าใหคานสามารถรองรับแรงกระทํ า P
ไดสูงสุด และแรงกระทํ า P  ดังกลาวมีคาเทากับเทาใด กํ าหนดใหไมมี MPa 55=allowσ
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รูปที่ Prob. 6-9

6-10 กํ าหนดใหคานยื่น (cantilevered beam) ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 6-10 ถูกกระทํ าโดยแรง P  จงหาคาของแรง P  ที่
ทํ าใหหนวยแรงดัดมีคาไมเกิน MPa 180=allowσ

รูปที่ Prob. 6-10

6-11 ถาแรง P  ที่กระทํ าตอคานยื่น ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 6-10 มีคา N 600  จงหาคาหนวยแรงดัดสูงสุดที่เกิดขึ้นที่
หนาตัด A  ของคาน
6-12 กํ าหนดใหคานไม ( GPa 11=wE ) ถูกเสริมดวยแผนเหล็ก ( GPa 200=stE ) ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 6-12 จง
หาคาหนวยแรงดัดสูงสุดที่เกิดขึ้นในไมและเหล็กถาคานถูกกระทํ าดดยโมเมนตดัด m-kN 5=M  และจงเขียนแผน
ภาพการกระจายของหนวยแรงดัดบนหนาตัดดังกลาว

รูปที่ Prob. 6-12
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6-13 กํ าหนดใหคานประกอบ (composite beam) ทํ าดวยพลาสติก 3 ชนิด และถูกกระทํ าโดยแรงกระทํ า ดังที่แสดงในรูปที่ 
Prob. 6-13 จงหาคาหนวยแรงดัดสูงสุดที่เกิดขึ้นใน PVC

รูปที่ Prob. 6-13

6-14 คานคอนกรีตเสริมเหล็กถูกกระทํ าโดยแรงกระทํ า ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 6-14 จงหาคาหนวยแรงดึงสูงสุดที่เกิดขึ้น
ในเหล็กและหนวยแรงกดอัดสูงสุดที่เกิดขึ้นในคอนกรีต

รูปที่ Prob. 6-14

6-15 กํ าหนดใหคานคอนกรีตเสริมเหล็กมีหนาตัด ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 6-15 ( GPa 11=wE ) ไมถูกเสริมดวยแผน
เหล็ก ( GPa 200=stE ) จงหาคาโมเมนต M  สูงสุดที่ยอมใหกระทํ าตอหนาตัดคาน เมื่อหนวยแรงดึงที่ยอมใหของ
เหล็ก MPa 275)( =allowstσ  หนวยแรงกดอัดที่ยอมใหของคอนกรีต MPa 20)( =allowconcσ  คา modulus of 
elasticity ของเหล็กและคอนกรีตมีคาเทากับ GPa 200=stE  และ GPa 26=concE  ตามลํ าดับ (6-127)

รูปที่ Prob. 6-15
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บทที่ 7
การเฉือนตามขวาง (Transverse Shear)

เรียบเรียงโดย  ดร. สิทธิชัย แสงอาทิตย

7.1 การเฉือนในชิ้นสวนของโครงสราง (Shear in Straight Members)
เมื่อคานถูกกระทํ าโดยแรงกระทํ าในแนวขวาง (transverse loading) ซึ่งทํ าใหเกิดโมเมนตดัด (bending 

moment) ภายในที่หนาตัดของคานเทานั้น ดังเชน หนาตัดในชวง CD  ของคานดังที่แสดงในรูปที่ 7-1 แลว หนวยแรงที่เกิด
ขึ้นบนหนาตัดของคานในชวงดังกลาวจะมีเฉพาะหนวยแรงดัดตั้งฉากเทานั้น ซึ่งจะหาไดโดยใชสมการ flexural formula

รูปที่ 7-1

แตโดยทั่วไปแลว คานมักจะถูกกระทํ าโดยแรงกระทํ าในแนวขวาง ซึ่งทํ าใหเกิดทั้งโมเมนตดัดภายใน M  และแรง
เฉือนภายใน V บนหนาตัดของคาน ดังเชน หนาตัดในชวง AC  และ BD  ของคานดังที่แสดงในรูปที่ 7-1

แรงเฉือนบนหนาตัดของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 7-2a จะเกิดจากการกระจายของหนวยแรงเฉือนทางขวาง 
(transverse shear stress) ที่กระทํ าอยูบนหนาตัดของคานนั้น ดังที่แสดงในรูปที่ 7-2b ซึ่งเปนความตานทานของวัสดุตอ
แรงกระทํ าภายนอกและจะทํ าใหคานมีความสมดุลตอการเลื่อน (translational equilibrium) ในแนวดิ่ง

รูปที่ 7-2

นอกจากนั้นแลว หนวยแรงเฉือนทางขวางดังกลาวยังกอใหเกิดหนวยแรงเฉือนในแนวแกน (longitudinal shear 
stresses) ของคานดวย เพื่อทํ าใหเกิดความสมดุลของแรงและโมเมนตบน differential element ของหนาตัดของคาน ยก
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ตัวอยางเชน ที่จุด A  ดังที่แสดงในรูปที่ 7-2b เปนตน และเนื่องจากไมมีแรงภายนอกกระทํ าขนานไปกับผิวดานบนและ
ดานลางของคาน ดังนั้น หนวยแรงเฉือนทางขวางที่ผิวทั้งสองนี้จะตองมีคาเทากับศูนย ยกตัวอยางเชน ที่จุด B  หรือจุด C
ที่แสดงในรูปที่ 7-2b เปนตน

เพื่อใหเกิดความเขาใจเกี่ยวกับหนวยแรงเฉือนในแนวแกนมากขึ้น พิจารณาคานที่ทํ าดวยแผนไม 3 แผน ซึ่งมีผิวที่
เรียบมากและถูกกระทํ าโดยแรงกระทํ าเปนจุด (concentrated load) P  ดังที่แสดงในรูปที่ 7-3

ในกรณีที่แผนไมทั้งสามแผนไมมีการยึดติดกันเลย เมื่อคานถูกกระทํ าโดยแรง P  แลว แผนไมทั้งสามแผนจะเกิด
การเลื่อนสัมพัทธขึ้น ดังที่แสดงในรูปที่ 7-3a ทั้งนี้เนื่องมาจากผิวสัมผัสของแผนไมทั้งสามแผนดังกลาวไมมีความตานทาน
ตอการกระทํ าของหนวยแรงเฉือนในแนวแกน แตถาแผนไมทั้งสามนั้นมีการยึดติดกันอยางแนนหนาแลว ผิวสัมผัสของแผน
ไมทั้งสามแผนจะมีความตานทานตอหนวยแรงเฉือนในแนวแกนและจะปองกันไมใหเกิดการเลื่อนสัมพัทธของแผนไมขึ้น ดัง
ที่แสดงในรูปที่ 7-3b

รูปที่ 7-3

หนวยแรงเฉือนทางขวางที่เกิดขึ้นในคานจะทํ าใหเกิดความเครียดเฉือน (shear strain) โดยจะคาเทากับศูนยที่ผิว
ดานบนและผิวดานลางของคาน และมีคาสูงสุดที่จุดกึ่งกลางความลึกของหนาตัดคาน ความเครียดเฉือนนี้จะทํ าใหเกิดการ
บิดเบี้ยว (distortion หรือ warping) ขึ้นบนหนาตัดของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 7-4 ซึ่งเกิดขึ้นมาจากการที่ความเครียดเฉือน
มีการกระจายที่ไมคงที่และไมสม่ํ าเสมอบนหนาตัดของคาน

การบิดเบี้ยวที่เกิดขึ้นนี้จะละเมิดขอสมมุติฐานที่ใชในการหาสมการ flexural formula ที่วา หนาตัดของคานกอน
และหลังการเกิดการเปลี่ยนแปลงรูปรางยังคงเปนระนาบและตั้งฉากกับแนวแกนของคาน อยางไรก็ตาม โดยใช theory of 
elasticity เราสามารถพิสูจนไดวา การบิดเบี้ยวเนื่องจากความเครียดเฉือนดังกลาวมักจะมีคาที่นอยมาก เมื่อเปรียบเทียบ
กับการเปลี่ยนแปลงรูปรางในแนวแกนที่เกิดจากโมเมนตดัด โดยเฉพาะในกรณีที่คานยาวมากหรือมีอัตราสวนของความ
ยาวตอความลึกมากกวา 10 ดังนั้น โดยสวนใหญแลว เราจะสามารถใช flexural formula ในการวิเคราะหหาหนวยแรงดัดที่
เกิดขึ้นในคานได
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รูปที่ 7.4

7.2 สูตรการเฉือน (Shear Formula)
พิจารณาคานซึ่งถูกกระทํ าโดยแรงและโมเมนตภายนอก ดังที่แสดงในรูปที่ 7-5a และพิจารณาสวนของคานที่มี

ความยาว dx  ซึ่งถูกตัดออกมาจากคานที่ระยะ x  จากจุดรองรับหมุด (pinned support) ดังที่แสดงในรูปที่ 7-5b ภายใต
การกระทํ าของแรงและโมเมนตภายนอก สวนดังกลาวของคานจะถูกกระทํ าโดยโมเมนตภายในและจะมีการกระจายของ
หนวยแรงดัดตั้งฉาก ดังที่แสดงในรูปที่ 7-5c

เพื่อทํ าใหเกิดความสมดุลของแรงในแนวแกนของคาน การกระจายของหนวยแรงดัดตั้งฉากจะทํ าใหเกิดแรงลัพธ 
dF ′  และ dF ′′  ดังที่แสดงในรูปที่ 7-5c ซึ่งแรงลัพธ dF ′ และ dF ′′  นี้จะกอใหเกิดโมเมนตภายใน M  และ 
M dM+  เพื่อตานทานตอการกระทํ าของแรงและโมเมนตภายนอก (ในที่นี้ เราจะไมสนใจผลของแรงเฉือนและแรง
กระทํ าอื่นๆ ที่ไมอยูในแนวนอน)

ทํ าการตัดสวนของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 7-5b อีกครั้งหนึ่งที่ระยะ ′y  จากแกนสะเทิน (neutral axis) ดังที่แสดง
ในรูปที่ 7-5d (สวนที่ระบายสีทึบ) กํ าหนดใหหนาตัดดังกลาวของสวนของคานมีความกวางเทากับ t  ดังนั้น พื้นที่หนาตัด
ขางลางของสวนที่ถูกตัดออกมาจะมีคาเทากับ dxt  และกํ าหนดใหพื้นที่หนาตัดทางดานขางของสวนของคานดังกลาวมี
คาเทากับ ′A

เนื่องจากผลตางของโมเมนตลัพธภายในที่เกิดขึ้นบนแตละดานของสวนของคานมีคาเทากับ dM  ดังนั้น สวน
ของคานดังกลาวจะตองมีหนวยแรงเฉือนในแนวแกน (longitudinal shear stress) τ  เกิดขึ้น เพื่อทํ าใหเกิดความสมดุล
ของแรงในแนวนอน

ถาสมมุติให τ  มีคาคงที่ตลอดความกวาง t  จากสมการความสมดุลของแรงในแนวนอน ∑ = 0xF  และสม
การ yIM )/(=σ  เราจะไดวา

←
+

∑ = 0xF ;        0) (  =−−′ ∫∫
′′

dxtdAdA
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dxtdAy
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dM ) ( τ

∫
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=
A

dAy
dx
dM

It
 )(1

τ (7-1)

รูปที่ 7-5

จากสมการที่ 7-1 เทอม y dA
A

 
′
∫  คือ first moment ของพื้นที่หนาตัด ′A  ซึ่งจะเขียนใหอยูอีกรูปหนึ่งไดโดยการ

พิจารณาสมการของตํ าแหนง centroid ของพื้นที่หนาตัด ′A  ซึ่งอยูในรูป

A

dAy
y A

′
=′
∫
′

 

เมื่อทํ าการจัดรูปสมการดังกลาวใหมแลว เราจะเขียนสมการของ first moment ของพื้นที่หนาตัด ′A  ไดในรูป
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    AydAyQ
A

′′== ∫
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  (7-2)

นอกจากนั้นแลว จากความสัมพันธของแรงเฉือนและโมเมนตดัด dxdMV /=  เราจะไดวา สมการของหนวย
แรงเฉือนในสวนของคานที่จุดที่มีระยะ ′y  จากแกนสะเทิน (neutral axis) จะเขียนไดใหมในรูป

          
It
VQ

=τ (7-3)

เมื่อ V = แรงเฉือนภายในที่เกิดขึ้นบนหนาตัดของคาน
I = moment of inertia ของพื้นที่หนาตัดของคานรอบแกน neutral axis
t = ความกวางของหนาตัดของคานที่เราตองการหาคาหนวยแรงเฉือน
สมการที่ 7-3 นี้มักจะถูกเรียกวา shear formula ซึ่งจะใชไดในกรณีที่วัสดุมีพฤติกรรมแบบยืดหยุนเชิงเสน (linear 

elastic) และมีคาโมดูลัสยืดหยุน (modulus of elasticity) ที่คงที่เทานั้น
7.3 หนวยแรงเฉือนในคาน (Shear Stress in Beams
Rectangular Cross Section

พิจารณาคานที่มีหนาตัดรูปส่ีเหลี่ยมผืนผา มีความกวาง b  และความลึก d  ดังที่เสดงในรูปที่ 7-6a ซึ่งถูกกระทํ า
โดยแรงเฉือนภายใน V  เราจะหาการกระจายของหนวยแรงเฉือนบนหนาตัดของคานนี้ไดจากการคํ านวณหาคาหนวยแรง
เฉือนที่เกิดขึ้นที่ตํ าแหนง y  ใดๆ จากแกน neutral axis ของคาน ดังที่เสดงในรูปที่ 7-6b แลวทํ าการเขียนสมการที่หามาได
เทียบกับความลึกของหนาตัดของคานนั้น

จากรูปที่ 7-6b สมการของ first moment ของพื้นที่ที่ระบายสีทึบ ′A  จะอยูในรูป
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แทนคาของ Q  ลงใน shear formula เราจะไดวา

              )
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(6 2
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3 yh
bh
V

It
VQ

−==τ (7-4)

จากสมการที่ 7-4 นี้ เราจะเห็นวา การกระจายของหนวยแรงเฉือนบนหนาตัดของคานรูปส่ีเหลี่ยมผืนผาจะมีรูป
รางพาราโบลา (parabola) ตามความลึกของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 7-6c ซึ่งจาก Hooke’s law เราจะหาความเครียดเฉือน
ที่เกิดขึ้นไดจาก G/τγ =  ซึ่งจะมีคาเปลี่ยนแปลงแบบพาราโบลาตามความลึกของคานดวย และความเครียดเฉือนนี้จะ
ทํ าใหหนาตัดของคาน ซึ่งเริ่มตนมีลักษณะเปนระนาบเกิดการบิดเบี้ยว (warping) ขึ้น ดังที่ไดกลาวไปแลวในตอนตน

คาสูงสุดของหนวยแรงเฉือนหรือ maxτ  บนคานที่มีหนาตัดรูปส่ีเหลี่ยมผืนผาจะเกิดขึ้นบนแกน neutral axis หรือ
ที่ตํ าแหนง 0=y   ดังนั้น

A
V

bh
V 5.1

2
3

max ==τ

ซึ่งมีคาเปน 1.5 เทาของคาเฉลี่ยของหนวยแรงเฉือน avgτ

เนื่องจากหนวยแรงเฉือนในแนวขวางที่จุดใดๆ มีคาเทากับหนวยแรงเฉือนในแนวแกน ดังนั้น หนวยแรงเฉือนใน
แนวแกนจะมีคาสูงสุดที่ตํ าแหนง 0=y  ดวย หนวยแรงเฉือนนี้มักจะทํ าใหเกิดการวิบัติของคานไมในลักษณะที่แสดงใน
รูปที่ 7-7 เนื่องจากไมมีกํ าลังรับหนวยแรงเฉือนในแนวแกนนอยกวาหนวยแรงเฉือนในแนวขวาง
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รูปที่ 7.6

รูปที่ 7-7
Circular Cross Section

เมื่อคานมีหนาตัดเปนทรงกลมแลว หนวยแรงเฉือนที่เกิดขึ้นที่จุดตางๆ บนหนาตัดของคานจะไมมีทิศทางในแนว
ความลึกของหนาตัดของคาน แตจะมีทิศทางสัมผัส (tangent) กับเสนรอบนอกของหนาตัดของคาน ยกตัวอยางเชน ที่จุด
m  ดังที่แสดงในรูปที่ 7-8 เปนตน อยางไรก็ตาม จากการวิเคราะหโดยใช theory of elasticity เราสามารถที่จะสมมุติให
หนวยแรงเฉือนที่แกนสะเทิน (neutral axis) ของคานดังกลาว มีทิศทางในแนวความลึกของหนาตัดของคานและมีคาคงที่
ได ซึ่งในกรณีนี้ เราจะสามารถใช shear formula ในการหาหนวยแรงเฉือนที่เกิดขึ้นที่แกนสะเทินของคานที่มีหนาตัดเปน
ทรงกลมได โดยที่



Mechanics of  Materials 7-7

I
r

=
π 4

4
Q Ay

r r r
= =












 =

π
π

2 3

2
4
3

2
3

b r= 2

ดังนั้น เราจะไดวา

A
V

r
V

rr
rV

3
4

3
4

)2)(4/(
)3/2(

24

3

max ===
ππ

τ

         
รูปที่ 7-8

I -Beam
พิจารณาคานหนาตัดรูปตัว I  ดังที่แสดงในรูปที่ 7-9a ซึ่งถูกกระทํ าโดยแรงเฉือนภายใน V

รูปที่ 7-9
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โดยใช shear formula เราจะไดการกระจายของหนวยแรงเฉือนบนหนาตัดของคานมีลักษณะเปนรูปพาราโบลา  
ดังที่แสดงในรูปที่ 7-9b และ 7-9c ซึ่งมีการเพิ่มขึ้นของหนวยแรงเฉือนที่จุดตอของปก (flange) และเอว (web) โดยที่การ
เพิ่มขึ้นของหนวยแรงเฉือนนี้เกิดขึ้นเนื่องจากการลดลงของความกวางของปก b  เปนความกวางของเอว tw

ถาเรากํ าหนดใหคานหนาตัดรูปตัว I  มีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ 7-10 เราจะหาสมการของหนวยแรงเฉือนสูงสุด 
maxτ  และหนวยแรงเฉือนตํ่ าสุด minτ  ที่เกิดขึ้นบนเอว (web) ของหนาตัดของคานได โดยที่

รูปที่ 7-10
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และเราจะหาสมการของแรงเฉือนภายในที่เกิดขึ้นที่เอวของคานไดในรูป
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ττ

τττ
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th

thhVweb

โดยทั่วไปแลว Vweb  จะมีคาประมาณ 90% ถึง 98% ของแรงเฉือนทั้งหมดที่เกิดขึ้นที่หนาตัดของคาน ดังนั้น เรา
จะประมาณคาหนวยแรงเฉือนสูงสุด maxτ  ที่เกิดขึ้นบนหนาตัดของคานหนาตัดรูปตัว I  ไดจากสมการ

1th
V

avg =τ

ซึ่งจะมีคาตางจากคา maxτ  ที่เกิดขึ้นจริงประมาณ ±10%
Limitations on the Use of the Shear Formula

สมการ shear formula จะใหคํ าตอบที่ไมถูกตองเมื่อ
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1. หนาตัดของคานมีอัตราสวนของความกวางตอความสูงมากกวาหรือเทากับ 0.5 หรือ 5.0/ ≥hb  นั่นคือ 
หนาตัดของคานมีลักษณะที่เหมือนแผนกระดาน ซึ่งจะทํ าใหสมมุติฐานที่วา หนวยแรงเฉือนมีคาคงที่ตลอด
ความกวางของคานไมเปนจริง เชน เมื่อ 5.0/ =hb  แลว maxτ จะมีคาประมาณ avgτ03.1  ดังที่แสดงใน
รูปที่ 7-8a แตเมื่อ 2/ =hb   แลว maxτ จะมีคาประมาณ avgτ40.1  ดังที่แสดงในรูปที่ 7-8b

รูปที่ 7-11

2. จุดที่หนาตัดของคานมีการเปลี่ยนแปลงแบบทันทีทันใด เชน ที่จุดตอของปก (flange) และเอว (web) ของ
คานหนาตัดรูปตัว I  เปนตน เนื่องจากจุดนี้จะมี stress concentration เกิดขึ้น

3. จุดบนหนาตัดของคานที่มีเสนสัมผัสทํ ามุมกับขอบของคานไมเทากับ 90o  ดังที่แสดงในรูปที่ 7-12

รูปที่ 7-12
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จากรูปการกระจายของหนวยแรงเฉือนที่หาไดโดยใช shear formula บนเสนตรง AB  จะมีลักษณะดัง
ที่แสดงในรูปที่ 7-12b แตเนื่องจากเสนสัมผัสที่จุด A  และจุด B  บนหนาตัดของคานตัดกับขอบของคาน
เปนมุมไมเทากับ 90o ดังนั้น หนวยแรงเฉือนจะมีการกระจายในลักษณะดังกลาวไมได ทั้งนี้เนื่องจากวา 
การกระจายของหนวยแรงเฉือนดังกลาวจะกอใหเกิดองคประกอบของหนวยแรงเฉือน τ ′  ขึ้น ซึ่งจะกอให
เกิดความไมสมดุลบน differential element ที่จุด A  และจุด B  ดังที่แสดงในรูปที่ 7-12c ดังนั้น การกระ
กระจายของหนวยแรงเฉือนที่จุด A  และจุด B  จํ าเปนที่จะตองมีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ 7-12d อยางไร
ก็ตาม ขอใหสังเกตดวยวา เราจะหาหนวยแรงเฉือนที่เกิดขึ้นบนเสนตรงที่อยูที่ตํ าแหนงอื่นๆ ของคานใน
ลักษณะที่แสดงในรูปที่ 7-12e ไดโดยใชสมการ shear formula
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ตัวอยางที่ 7-1
กํ าหนดใหหนาตัดของคานเหล็ก A36 รูปตัว I  มีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ EX 7-1a ซึ่งถูกกระทํ าโดยแรงเฉือน

kN 100  จงเขียนแผนภาพแสดงการกระจายของหนวยแรงเฉือนที่เกิดขึ้นบนหนาตัดของคานและจงหาคาของแรงเฉือนที่
ถูกตานทานโดยเอว (web) ของหนาตัด

รูปที่ EX 7-1

การกระจายของหนวยแรงเฉือนที่เกิดขึ้นบนหนาตัดของคาน
เราทราบมาแลววา หนวยแรงเฉือนจะมีการกระจายในรูปของ parabolic บนหนาตัดของคาน ดังที่แสดงในรูปที่

EX 7-1b เนื่องจากคานมีหนาตัดที่สมมาตร ดังนั้น เราจะหาเฉพาะคาของหนวยแรงเฉือนที่เกิดขึ้นที่จุด B′  จุด B  และจุด
C

จากสมการ shear formula

It
VQ

=τ

moment of inertia ของหนาตัดของคานรอบแกน neutral axis
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ที่จุด B′
m 20.0=′Bt

พิจารณาพื้นที่ A′  ระบายสีทึบ คาน ดังที่แสดงในรูปที่ EX 7-1b
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ที่จุด B
m 015.0=Bt

33 m )10(440.0 −
′ == BB QQ

MPa 40.27
)015.0)(10(07.107
)10(440.0)10(100
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ที่จุด C
m 015.0=Ct

พิจารณาพื้นที่ A′  ระบายสีทึบ คาน ดังที่แสดงในรูปที่ EX 7-1c
[ ] [ ]

33 m )10(515.0     

10.0)015.0(05.002.0)20.0(110.0
−=

+=CQ

MPa 07.32
)015.0)(10(07.107
)10(515.0)10(100

6

33

max === −

−

ττ C

จากคาของหนวยแรงเฉือนที่จุดตางๆ ที่คํ านวณได เราจะเขียนแผนภาพของการกระจายของหนวยแรงเฉือนได ดัง
ที่แสดงในรูปที่ Ex 7-1b  Ans.

คาของแรงเฉือนที่ถูกตานทานโดยเอว (web) ของหนาตัด
คาของแรงเฉือนที่ถูกตานทานโดยเอว (web) ของหนาตัดจะเทากับคาของแรงเฉือนที่กระทํ าตอหนาตัดลบดวยคา

ของแรงเฉือนที่ถูกตานทานโดยปก (flange) ของหนาตัด
พิจารณาหนาตัดของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 7-1d เราจะหา first moment ของพื้นที่ A′  ที่ระยะ y  จากแกน

สะเทินของหนาตัดไดจากสมการ

[ ]

[ ] 322 m 12.010.0    

)120.0(20.0)12.0(
2
1

y

yyyAyQ

−=

−



 −+=′′=

ดังนั้น หนวยแรงเฉือนที่ระยะ y  จากแกนสะเทินของหนาตัดจะอยูในรูป

MPa )12.0(467   
)20.0)(10(07.107

)12.0(10.0)10(100

22

6

223

y

y
It
VQ

−=

−
== −τ

หนวยแรงเฉือนนี้กระทํ าอยูบนพื้นที่ dydA 20.0=  ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 7-1d ดังนั้น แรงเฉือนที่ถูกตานทาน
โดยปกบนของหนาตัดจะมีคาเทากับ

kN 234.420.0)12.0)(10(467          
12.0

10.0

226 =−=

=

∫

∫

dyy

dAV
fA

flange τ

ดังนั้น
kN 77.95)234.4(21002 =−=−= flangeweb VVV

ซึ่งเราจะเห็นไดวา ในกรณีนี้ แรงเฉือนที่ถูกตานทานโดยเอว (web) ของหนาตัดจะมีคาถึง 95% ของแรงเฉือนที่กระทํ าตอ
หนาตัด  Ans.



Mechanics of  Materials 7-13

ตัวอยางที่ 7-2
กํ าหนดใหหนาตัดของคานรูปตัว T  มีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ Ex 7-2a ถูกกระทํ าโดยแรงเฉือนในแนวดิ่งลง

ขนาด kN 40  จงหาหนวยแรงเฉือน 1τ  ที่เกิดขึ้นบนแนว nn −  และหนวยแรงเฉือนสูงสุด maxτ

รูปที่ Ex 7-2

ตํ าแหนงของแกนสะเทิน (neutral axis) ของหนาตัดของคานจากแนว aa −

m 124.0
)10(875.6
)8.516(10    

)(
2

)(
2

3

4-

11

1
1

1
1

2

==

+−







+−






 +

==

−

∑
∑

thhhb

thhhhbhh

A
Ay

c
i

ii

m 076.0124.020.021 =−=−= chc
moment of inertia ของหนาตัดของคานรอบแกนสะเทิน (neutral axis)

( ) 462 m )10(0.27 −=+= ∑ iii dAII
หนวยแรงเฉือน 1τ  ที่เกิดขึ้นบนแนว nn −

m 025.0=−nnt
โดยใชพื้นที่หนาตัดของคานเหนือแนว nn −  คา first moment ของพื้นที่ของปก (flange) ของหนาตัดคานรอบ

แกน neutral axis จะมีคาเทากับ

36

1
11

m )10(159
2
025.0076.0)025.0(10.0        

2
)(

−

−

=





 −=







 −

−−=
hhchhbQ nn

นอกจากนั้นแลว เราอาจจะหา nnQ −  ไดโดยใชพื้นที่หนาตัดของคานใตแนว nn −  โดยที่
361

21 m )10(159
2

−
− =






 −=

hcthQ nn
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จากสมการ shear formula

   MPa 42.9
025.0)10(0.27

)10(159)10(40
6

63

1 === −

−

−

−

nn

nn

It
VQ

τ  Ans.

หนวยแรงเฉือนสูงสุด maxτ

หนวยแรงเฉือนสูงสุด maxτ  จะเกิดขึ้นที่แกนสะเทินของหนาตัดของคาน ดังนั้น
362

2max m )10(192
2
124.0)124.0(025.0

2
−=






=






=
ctcQ

MPa 28.11
025.0)10(0.27

)10(192)10(40
6

63
max

max === −

−

It
VQ

τ                Ans.

ดังนั้น เราจะเขียนการกระจายของหนวยแรงเฉือนที่เกิดขึ้นบน web ของหนาตัดของคานได ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 7-2b
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7.4 Shear flowในองคอาคารประกอบ (Shear Flow in Built-Up Member)
Built-up member เปนชิ้นสวนของโครงสรางหรือเครื่องจักรกลที่ไดจากการนํ าชิ้นสวนประกอบตางๆ มาประกอบ

เขาดวยกันโดยใชสลักเกลียว (bolting) การเชื่อม (welding) และตะปู (nailing) เพื่อใหไดมาซึ่งชิ้นสวนของโครงสรางหรือ
เครื่องจักรกลที่มีกํ าลังสูงสุดในการตานทานตอแรงกระทํ า ดังที่แสดงในรูปที่ 7-13

รูปที่ 7-13

ถาแรงกระทํ าภายนอกทํ าให built-up member เกิดการดัดขึ้นแลว ตัวยึด (fasteners) จะตองปองกันไมใหชิ้น
สวนประกอบของ built-up member เกิดการเลื่อนสัมพัทธขึ้น ดังนั้น ในการออกแบบ built-up member เราจะตองทราบ
คาของแรงเฉือนที่เกิดขึ้นบนตัวยึดกอน โดยที่แรงเฉือนนี้จะมีหนวยเปนแรงตอความยาวของ built-up member ซึ่งมักจะถูก
เรียกวา shear flow หรือ q

รูปที่ 7-14

รูปที่ 7-14a แสดงสวนของ built-up member ที่มีความยาว dx  ซึ่งถูกกระทํ าโดยโมเมนตดัด M  พิจารณาแผน
ภาพ free-body diagram ของจุดที่ชิ้นสวนประกอบเชื่อมตอติดกันที่ปก (flange) ของ built-up member ดังที่แสดงในรูปที่ 
7-14b จากรูป แรง F  และแรง F dF+  เปนแรงที่เกิดขึ้นจากหนวยแรงตั้งฉากที่เกิดขึ้นจากโมเมนตดัด M  และ 
M dM+  ตามลํ าดับ เพื่อที่จะทํ าใหเกิดสมดุลของแรงในแนวแกนของ built-up member  ดังนั้น จากสมการความสมดุล
ของแรงในแนวนอน ∑ = 0xF  และสมการ yIM )/(=σ  เชนเดียวกับในการหาสมการ shear formula (สมการที่ 7-
1) เราจะไดวา
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∫
′

=
A

dAy
I
dMdF  

ในกรณีนี้ ∫
′

=
A

dAyQ   จะเปน first moment ของพื้นที่ ′A  รอบแกนสะเทิน (neutral axis) ของหนาตัดของ

built-up member
จากนิยามของ shear flow หรือ q  เราจะไดวา

∫
′

==
A

dAy
dx
dM

Idx
dFq  )(1

เนื่องจาก dxdMV /=  ดังนั้น

            
I
VQq = (7-6)

การที่จะใชสมการที่ 7-6 หาคา shear flow ไดอยางถูกตองนั้น เราจะตองหาจุดที่จะใชในการหาคา Q  ใหถูกตอง
กอน พิจารณาหนาตัดของคานที่ไดจากการนํ าแผนไมมายึดติดกันเปนคานประกอบ ดังที่แสดงในรูปที่ 7-15 สมมุติใหแผน
ไมที่ทาสีทึบถูกยึดติดกับแผนไมอื่นๆ โดยใชตะปูอยางแนนหนา จากรูปเราจะไดวา ตะปูในรูปที่ 7-15a และ 7-15b จะรับ 
shear flow  เทากับ q  ตะปูในรูปที่ 7-15c จะรับ shear flow  เทากับ q / 2  และตะปูในรูปที่ 7-15d จะรับ shear flow  
เทากับ q / 3

รูปที่ 7-15
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ตัวอยางที่ 7-3
กํ าหนดใหคานไมประกอบขึ้นจากแผนไม 3 แผนโดยถูกยึดติดโดยตะปู มีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ Ex 7-3 ซึ่งมี 

m 3=L , m 1=a , และ m 2=b , คานนี้มีขนาดของหนาตัดคือ m 25.0=topb , m 15.0=bottomb , 
m 0375.0=topt , m 0375.0=bottomt , m 025.0=webt , m 30.0=d , 4-6 m )467.36(10=I  นอกจาก

นั้น allowable shear stress ของไม MPa 50.allow =τ , allowable flexural stress ของไม MPa 02.allow =σ , และ
ตะปูแตละตัวรับแรงเฉือนได kN 1.8=  จงหา

a.) คาสูงสุดของแรง P  ที่ไมทํ าใหคานวิบัติโดยแรงเฉือน
b.) คาโมเมนตดัดสูงสุดเนื่องจากแรง maxP
c.) ระยะระหวางตะปูที่แผนไมดานบนและดานลางของคาน

รูปที่ Ex 7-3

โดยใชหลักการเขียนแผนภาพ free-body diagram และสมการความสมดุล เราจะไดวา
แรงเฉือนสูงสุดจะเกิดขึ้นในชวง AC  ของคานและจะหาไดจากสมการ

3
2

max
PV =

โมเมนตดัดสูงสุดจะเกิดขึ้นที่จุด C  ของคานและจะหาไดจากสมการ

3
2

max
PM =

คาสูงสุดของแรง P  ที่ไมทํ าใหคานวิบัติโดยแรงเฉือน
ระยะของแกนสะเทิน (neutral axis) จากผิวดานบนของหนาตัดของคาน

m 15940   
03750150025030003750250

35625003750150187500250300203750250 2

.
).(.).(.).(.
.).(..).(./).(.

A
Ay

y
i

ii

=

++
++

==
∑
∑
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หนวยแรงเฉือนสูงสุด maxτ  จะเกิดขึ้นที่แกนสะเทินของหนาตัดของคาน ดังนั้น
( )

33

2
max

m )10(504.1        

2/)1219.0(025.014065.0)0375.0(025.0
−=

+=Q

เนื่องจากหนวยแรงเฉือนสูงสุดที่เกิดขึ้นจะมีคาไดไมเกิน allowable shear stress ของไม จากสมการ shear 
formula

It
QV

allow
maxmax=τ

kN 826.5
)10(504.1

025.0)10(36.467)10(5.0
2
3

2
3

3

66

max
max === −

−

Q
ItP allowτ

ดังนั้น แรง P  ที่กระทํ าตอคานจะตองมีคาไดไมเกิน kN 826.5  Ans.

คาโมเมนตดัดสูงสุดเนื่องจากแรง maxP
โมเมนตดัดสูงสุดจะมีคาเทากับ

m-kN 884.3
3

)826.5(2
max ==M

จาก flexural formula

allowI
yM

σσ <=
−

== − MPa 792.1
)10(36.467

)1594.0375.0)(10(884.3
6

3
maxmax

max

เนื่องจาก m-kN 3884max =M  ทํ าใหเกิด allowσσ <max  ดังนั้น maxM  ที่ไดจึงถูกตอง Ans.

ระยะหางระหวางตะปูที่แผนไมดานบนและดานลางของคาน
แรงเฉือนสูงสุดเนื่องจากแรง maxP  มีคาเทากับ

kN 884.3
3

)826.5(2
max ==V

เนื่องจากปก (flange) ดานบนและดานลางของคานมีความกวางไมเทากัน ดังนั้น ระยะหางระหวางตะปูของแผน
ไมดานบนและดานลางของคานจะมีคาไมเทากัน

จากสมการของ shear flow คา shear flow ที่เกิดขึ้นที่จุดตอระหวางปกดานบนและเอว (web) จะมีคาเทากับ
[ ] kN/m 96.10

)10(36.487
)14065.0(0375.0)25.0(3884

6 === −I
VQ

q top
top

ดังนั้น ระยะหางระหวางตะปูที่แผนไมดานบนจะมีคาเทากับ

      mm 3.164)1000(
96.10
8.1

===
top

allow
top q

Vs  Ans.

คา shear flow ที่เกิดขึ้นที่จุดตอระหวางปกดานลางและเอว (web) จะมีคาเทากับ
[ ] kN/m 20.9

)10(36.467
)19685.0(0375.0)15.0(3884

6 === −I
VQq bottom

bottom

ดังนั้น ระยะหางระหวางตะปูที่แผนไมดานบนจะมีคาเทากับ

mm 7.195)1000(
20.9
8.1

===
bottom

allow
bottom q

Vs  Ans.
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ตัวอยางที่ 7-4
คานไม ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 7-4a มีหนาตัดที่ไดจากการนํ าแผนไมขนาดหนาตัด 2/aa×  จํ านวน 5 แผนมา

ยึดติดกันโดยใชสลักเกลียว ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 7-4b กํ าหนดให kN 20=P  หนวยแรงดัดที่ยอมใหของไม = 
MPa 15  หนวยแรงเฉือนที่ยอมใหของไม = MPa 0.2  และสลักเกลียวมีกํ าลังรับแรงเฉือนที่ยอมให = kN 10  จงหา

a.) ความกวาง a  ของแผนไม
b.) ระยะหางของสลักเกลียว s  ที่ส้ันที่สุดที่จะตองใช

รูปที่ Ex 7-4

หาความกวาง a  ของแผนไม
ความกวาง a  ของแผนไมจะตองมีคาพอเพียงที่จะตานทานตอโมเมนตดัดสูงสุดและแรงเฉือนสูงสุดที่เกิดขึ้นใน

คาน จากการเขียนแผนภาพ shear diagram และ bending moment diagram เราจะไดวา
แรงเฉือนสูงสุดจะเกิดขึ้นที่จุดรองรับ A  ของคานและมีคาเทากับ kN 15
โมเมนตดัดสูงสุดจะเกิดขึ้นที่จุด C  ของคานและมีคาเทากับ m-kN 15
moment of inertia ของพื้นที่หนาตัดของคานประกอบ

4
3

3021.1
12

)5.2( aaaI ==

จากสมการ flexural formula IMc /=σ  และหนวยแรงดัดสูงสุดจะเกิดที่ผิวดานบนและผิวดานลางของหนา
ตัดคาน ซึ่งจะมีคาไดไมเกินคาหนวยแรงดัดที่ยอมใหของไม ดังนั้น

4
6

3021.1
)2/5.2(15000)10(15

a
a

=

m 099.0=a
ดังนั้น เราควรใชความกวางของหนาตัดของคาน m 10.0=a  Ans.

หนวยแรงเฉือนสูงสุดจะเกิดที่กึ่งกลางความลึกของหนาตัดของคาน ซึ่งจะมีคาไดไมเกินคาหนวยแรงเฉือนที่ยอม
ใหของไม และเนื่องจากคานมีหนาตัดรูปส่ีเหลี่ยมผืนผา จากสมการ shear formula AV /5.1=τ  ดังนั้น

        MPa 2  MPa 90.0
)(0.10)5.2(10.0

150005.1 allowmax =<== ττ O.K.

หาระยะหางของสลักเกลียว s  ที่ส้ันที่สุด
ระยะหางของสลักเกลียว s  ที่ส้ันที่สุดในคานประกอบจะตองคํ านวณจากคาแรงเฉือนสูงสุดที่เกิดขึ้นในคานและ

ที่ตํ าแหนงของรอยเชื่อมตอระหวางแผนไมที่ 2 และแผนไมที่ 3 ที่นับจากผิวดานบนหรือผิวดานลางของหนาตัดของคาน
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จากสมการของ shear flow

I
VQq =

โดยที่

[ ][ ]
[ ][ ] 46 m )10(750)025.0050.0)10.0(10.0    

)4/2/()2/2/(    
−=+=

++=

′′=
aaaaa

yAQ

[ ] 46
3

m )10(21.130
12

)10.0(5.210.0 −==I

ดังนั้น

kN/m 4.86
)10(21.130

10)750(15000
6

6

== −

−

q

ระยะหางของสลักเกลียวที่ส้ันที่สุดในคานประกอบจะมีคาเทากับ

m 116.0
4.86

10
min ==s

ดังนั้น ระยะหางของสลักเกลียวควรมีคานอยกวาหรือเทากับ m 116.0  Ans.
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แบบฝกหัดทายบทที่ 7
7-1 จงหาเขียนแผนภาพการกระจายของ transverse shear ที่เกิดขึ้นบนหนาตัดที่ถูกกระทํ าโดยแรงเฉือนสูงสุดของคานใน
Prob. 6-7
7-2 จงหาเขียนแผนภาพการกระจายของ transverse shear ที่เกิดขึ้นบนหนาตัดที่ถูกกระทํ าโดยแรงเฉือนสูงสุดของคานใน
Prob. 6-8 จากนั้น จงหาแรงเฉือนที่ถูกตานทานเอวของคาน
7-3 กํ าหนดใหคานไมถูกบากที่ปลายคานและถูกกระทํ าโดยแรงตางๆ ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 7-3 จงหาคาความลึก d  ที่
นอยที่สุดที่ยอมให เมื่อหนวยแรงเฉือนที่ยอมให (allowable shear stress) ของไม MPa 310.0=allowτ  และคานมี
ความกวาง mm 200

รูปที่ Prob. 7-3

7-4 กํ าหนดใหคานไม ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 7-4 ถูกประกอบขึ้นโดยนํ าแผนไม 3 แผนมาติดกาวเขาดวยกันที่จุด A  และ
จุด B  จงหาคาของหนวยแรงเฉือนสูงสุดที่เกิดขึ้นในกาว

รูปที่ Prob. 7-4

7-5 กํ าหนดใหหนาตัดของคานที่ไดจากการนํ าแผนเหล็ก 3 แผนมาเชื่อมเขาดวยกันมีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 7-5
ถารอยเชื่อมมี MPa 90=allowτ  จงหาคาแรงเฉือน V  สูงสุดที่ยอมใหกระทํ าตอหนาตัดคาน

รูปที่ Prob. 7-5

7-6 กํ าหนดใหคานมีหนาตัดที่ไดจากการนํ าไม 3 แผนมายึดกันโดยใชตะปู ถูกกระทํ าโดยแรง kN 20=P ดังที่แสดงใน
รูปที่ Prob. 7-6 จงหาระยะหางระหวางตะปู s  ในชวง AC  และ CD  ของคาน เมื่อตะปูแตละตัวสามารถรองรับแรง
เฉือนได kN 2
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รูปที่ Prob. 7-6

7-7 จงหาคาแรง P  สูงสุดที่คาน ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 7-6 สามารถรองรับได เมื่อหนวยแรงเฉือนที่ยอมให (allowable 
shear stress) ของไม MPa 75.2=allowτ  และจงหาระยะหางระหวางตะปู s  ที่ตองใชในการยึดปก (flange) บนและ
ปกลางของคาน เมื่อตะปูแตละตัวสามารถรองรับแรงเฉือนได kN 2
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บทที่ 8
นํ้ าหนักบรรทุกกระทํ ารวม (Combined Loadings)

เรียบเรียงโดย  ดร. สิทธิชัย แสงอาทิตย

8.1 ทอรับความดันผิวบาง Thin-Walled Pressure Vessels
Pressure vessel เปนโครงสรางที่ใชในการบรรจุของเหลว (fluid) หรือของไหล (gas) ภายใตความดัน เชน ถังใส

กาซธรรมชาติและทอสงนํ้ า เปนตน โดยทั่วไปแลว ความดันภายใน pressure vessel p  จะมีคามากกวาแรงดันของ
บรรยากาศภายนอกมาก

ภายใตความดันดังกลาว วัสดุที่ใชทํ า pressure vessel จะถูกกระทํ าโดยแรงจากทุกทิศทาง ถา pressure vessel 
มีผนังที่บางหรือเมื่ออัตราสวนของรัศมีของผนังตอความหนาของผนังมีคามากกวา 10 ( 10/ ≥tr ) แลว การกระจายของ
หนวยแรงตามความหนาของผนังจะมีคาที่เปล่ียนแปลงนอยมาก ดังนั้น เราจะสมมุติใหหนวยแรงดังกลาวมีคาคงที่ตลอด
ความหนาของผนัง
Cylindrical Vessels

พิจารณา pressure vessel รูปทรงกระบอก ที่มีผนังหนา t  และมีรัศมีภายใน r  ดังที่แสดงในรูปที่ 8-1a 
Pressure vessel นี้ถูกกระทํ าโดยความดันภายใน p  จากของเหลวหรือของไหลที่สมมุติใหมีนํ้ าหนักที่นอยมากเมื่อเทียบ
กับขนาดของแรงดันที่เกิดจากความดันภายใน

รูปที่ 8-1

เนื่องจากจากความดันมีการกระจายที่สม่ํ าเสมอ ดังนั้น การกระจายของหนวยแรงบน differential element  ที่อยู
หางจากปลายของ pressure vessel รูปทรงกระบอกเปนระยะทางพอสมควรจะมีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ 8-1a โดยที่คา
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ของหนวยแรงตั้งฉาก 1σ  จะมีทิศทางสัมผัส (tangent) กับเสนรอบวงของ pressure vessel ซึ่งจะถูกเรียกวา หนวยแรงใน
แนวเสนวงรอบ (circumferential stress หรือ hoop stress) และหนวยแรงตั้งฉาก 2σ  ในแนวแกนของ pressure vessel 
จะถูกเรียกวา หนวยแรงในแนวแกน (longitudinal stress) เราควรที่จะทราบดวยวา ภายใตแรงดันภายใน หนวยแรงตั้งฉาก
ทั้งสองนี้จะเปนหนวยแรงดึงเสมอ

Hoop stress
พิจารณา pressure vessel ที่ถูกตัดโดยระนาบ a , b , และ c  ดังที่แสดงในรูปที่ 8-1b เราจะเขียนแผนภาพ 

free-body diagram ของชิ้นสวนของ pressure vessel ได ดังที่แสดงในรูปที่ 8-1c  จากรูป เราแสดงเพียงแคแรงที่อยูใน
แนวแกน x  เทานั้น โดยที่ 1σ  เปน hoop stress ที่กระทํ าอยูบนผนังของ pressure vessel และมีคาคงที่ตลอดความหนา
ของผนัง และ p  เปนความดันภายในที่กระทํ าอยูบนของเหลวหรือของไหลที่อยูใน pressure vessel

จากสมการความสมดุลของแรงในแนวแกน x  เราจะไดวา
0)  2( )] ( [ 2 1 =− dyrpdytσ

        
t
pr

=1σ (8-1)
Longitudinal stress
พิจารณาแผนภาพ free-body diagram ของชิ้นสวนของ pressure vessel ซึ่งไดมาจากการตัดของระนาบ b

บน cylindrical pressure vessel ดังที่แสดงในรูปที่ 8-1d จากรูป เราแสดงเพียงแคแรงที่อยูในแนวแกน y  เทานั้น โดยที่ 
2σ  เปน longitudinal stress ที่กระทํ าอยูบนผนังของ pressure vessel และมีคาคงที่ตลอดความหนาของผนัง  และ p

เปนความดันภายในที่กระทํ าอยูบนของเหลวหรือของไหลที่อยูใน pressure vessel
จากสมการความสมดุลของแรงในแนวแกน y  เราจะไดวา

0) ( )   2( 2
2 =− rptr ππσ

         
t
pr
22 =σ (8-2)

Spherical Vessels
พิจารณา pressure vessel รูปทรงกลม ซึ่งบรรจุของเหลวหรือของไหลภายใตความดัน ดังที่แสดงในรูปที่ 8-2a  

ในลักษณะที่คลายกับในกรณีของ pressure vessel รูปทรงกระบอก เราจะตัด spherical pressure vessel นี้โดยใช
ระนาบ a  ซึ่งจะแบง pressure vessel ดังกลาวออกเปนสองสวนที่เทากัน  และเราจะเขียนแผนภาพ free-body diagram 
ของชิ้นสวนของ pressure vessel ได ดังที่แสดงในรูปที่ 8-2b  โดยที่ 2σ  เปนหนวยแรงที่กระทํ าอยูบนผนังของ pressure 
vessel และมีคาคงที่ตลอดความหนาของผนัง  และ p  เปนความดันภายในที่กระทํ าอยูบนของเหลวหรือของไหลที่อยูใน 
pressure vessel

จากสมการความสมดุลของแรงในแนวแกน y  เราจะไดวา
0) ( )   2( 2

2 =− rptr ππσ

            
t
pr
22 =σ (8-3)

โดยการตัด pressure vessel  ในทิศทางอื่นๆ ในลักษณะเชนเดียวกับที่กลาวมาแลว เราจะไดวา หนวยแรง 2σ

นี้จะมีคาเทากันในทุกทิศทางของการตัด ดังนั้น element เล็กๆ ที่อยูบน pressure vessel รูปทรงกลมจะถูกกระทํ าโดย
สภาวะของหนวยแรง ดังที่แสดงในรูปที่ 8-2a
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รูปที่ 8-2

จากการวิเคราะหที่กลาวมาแลว เราควรที่จะทราบดวยวา
1. สภาวะของหนวยแรงใน pressure vessel ทรงกระบอกและทรงกลมจะอยูในรูปของ biaxial stress ซึ่งมี

หนวยแรงตั้งฉากกระทํ าอยูในสองทิศทางที่ตั้งฉากกันบน differentail element ของ pressure vessel แตใน
ความเปนจริงแลว วัสดุที่ใชทํ า pressure vessel จะถูกกระทํ าโดยหนวยแรงในแนวรัศมี (radial stress) 3σ

ดวย ซึ่งหนวยแรงนี้จะมีคาเทากับความดันภายใน p  ที่กระทํ าอยูที่ผนังดานในของ pressure vessel  และ
จะมีคาเทากับศูนยที่ผิวของผนังดานนอก แตเนื่องจากวา pressure vessel ที่เราพิจารณาอยูมีผนังที่บาง 
เราจะไมจํ าเปนที่จะตองพิจารณา 3σ  เชนเมื่อ r t/ = 10  แลว 3σ  จะมีคานอยกวา 2σ  ถึง 5 เทาและ
จะมีคานอยกวา 1σ  ถึง 10 เทา (จากสมการที่ 8-1 และ 8-2)

2. สมการตางๆ ที่หามาไดจะใชไดกับ pressure vessel ที่มีอัตราสวนของรัศมีของผนังตอความหนาของผนัง มี
คามากกวาหรือเทากับ 10 ( r t/ ≥ 10 )

3. สมการตางๆ ที่ไดมานี้จะไมสามารถนํ าไปใชไดกับ pressure vessel ที่ถูกกระทํ าโดยความดันภายนอก
เพราะในกรณีนี้ ความดันจะทํ าใหผนังของ pressure vessel ขาดเสถียรภาพได

4. สมการตางๆ ที่หามาไดจะไมสามารถใชไดในบริเวณที่มี stress concentration เกิดขึ้น เชน ที่จุดรองรับและ
ที่ชองเปดตางๆ ของ pressure vessel รูปทรงกระบอก ดังที่แสดงในรูปที่ 8-3 เปนตน

รูปที่ 8-3
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8.2  สภาวะหนวยแรงที่เกิดจากนํ้ าหนักบรรทุกกระทํ ารวม (State of Stress Caused by Combined Loadings)
โดยทั่วไปแลว เมื่อโครงสรางหรือชิ้นสวนของโครงสรางถูกกระทํ าโดยแรงกระทํ าภายนอกแลว โครงสรางหรือชิ้น

สวนของโครงสรางดังกลาวจะมีแรงภายใน เชน แรงในแนวแกน (axial force) แรงเฉือน (shear force) โมเมนตดัด 
(bending moment) และแรงบิด (torque) เปนตน เกิดขึ้นเพื่อตานทานตอแรงกระทํ าภายนอก ยกตัวอยางเชน เมื่อคาน ดัง
ที่แสดงในรูปที่ 8-4a  ถูกรองรับโดยหมุดและเคเบิล (cable) และถูกกระทํ าโดยแรงภายนอกแลว คานดังกลาวจะมีแรงใน
แนวแกน แรงเฉือน และโมเมนตดัดเกิดขึ้นภายในคาน เมื่อ pressure vessel ดังที่แสดงในรูปที่ 8-4b ถูกกระทํ าโดยแรง
ภายในและภายนอกแลว pressure vessel ดังกลาวจะมีแรงในแนวแกน แรงในแนวเสนวงรอบ แรงเฉือน และโมเมนตดัด 
เกิดขึ้นภายใน pressure vessel และเมื่อเพลา ดังที่แสดงในรูปที่ 8-4c ถูกกระทํ าโดยแรงภายนอกแลว เพลาดังกลาวจะมี
แรงบิด แรงเฉือน และโมเมนตดัดเกิดขึ้นภายในเพลา เปนตน

รูปที่ 8-4

แรงภายในเหลานี้จะทํ าใหเกิดสภาวะของหนวยแรงที่ซับซอนบนหนาตัดของชิ้นสวนของโครงสราง ในกรณีที่
ความสัมพันธระหวางแรง หนวยแรง และการเปลี่ยนแปลงรูปรางของชิ้นสวนของโครงสรางแปรผันโดยตรงตอกัน และเมื่อ
ชิ้นสวนของโครงสรางดังกลาวมีการเปลี่ยนแปลงรูปรางที่นอยมากแลว เราจะใชหลักการ principle of superposition ชวย
ในการวิเคราะหและออกแบบชิ้นสวนของโครงสรางดังกลาวได
ขั้นตอนในการวิเคราะห
1. Internal loadings

• ตัดโครงสรางหรือชิ้นสวนของโครงสรางที่ตํ าแหนงที่ตองการหาคาหนวยแรงใหตั้งฉากกับแนวแกนของโครง
สรางหรือชิ้นสวนของโครงสราง

• ใชแผนภาพ free-body diagram และสมการความสมดุลในการหาแรงลัพธภายใน เชน แรงในแนวแกน แรง
เฉือน โมเมนตดัด และแรงบิด เปนตน โดยใหแรงเหลานี้กระทํ าผานจุด centroid ของหนาตัด และใหโมเมนต
ดัดกระทํ ารอบแกนตั้งฉากที่ผานจุด centroid ของหนาตัด
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2. Stress components
• คํ านวณหาคาของหนวยแรงตางๆ ที่เกิดขึ้นจากแรงและโมเมนตลัพธ โดยที่
- แรงในแนวแกน

A
P

=σ

- แรงเฉือน

It
VQ

=τ

- โมเมนตดัด

I
My

−=σ

- แรงบิด

J
Tρ

τ =

- Thin-walled pressure vessels
pressure vessel รูปทรงกระบอก

t
pr

=1σ

t
pr
22 =σ

pressure vessels รูปทรงกลม

t
pr
221 ==σσ

• เขียนแผนภาพแสดงการกระจายของของหนวยแรงบนหนาตัดของโครงสรางหรือช้ินสวนของโครงสราง
3. Superposition

• ใชหลักการ principle of superposition ในการหาหนวยแรงตั้งฉากและหนวยแรงเฉือนลัพธที่จุดใดๆ บนหนา
ตัดของโครงสรางหรือชิ้นสวนของโครงสราง
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ตัวอยางที่ 8-1
ทอทรงกระบอกผนังบาง (thin-walled cylinder) ดังที่แสดงในรูปที่ EX 8-1a มีรัศมีภายใน mm 50=ir และมี

ความหนา mm 6.3=t ถูกกระทํ าโดยแรงดันภายใน MPa 10=p  รวมกับแรงในแนวแกน kN 50=P
จงหาสภาวะของหนวยแรงที่เกิดขึ้นในทอทรงกระบอกผนังบางที่จุด A

รูปที่ EX 8-1

หนวยแรงในแนวแกนของ thin-walled cylinder จะมีคาเทากับหนวยแรงในแนวแกนเนื่องจากความดันภายใน
และหนวยแรงในแนวแกนเนื่องจากแรงกดอัด

MPa 2.25
0036.0)050.0(2
)10(50

)0036.0(2
)050.0)(10(10     

222
36

=−=

−=−=

π

πrt
P

t
pr

A
P

t
prσ x

หนวยแรงในแนวเสนรอบวง (hoop stress) จะมีคาเทากับ

MPa 9.138
0036.0

050.0)10(10 6

===
t
pr

yσ

ดังนั้น เราจะเขียนสภาวะของหนวยแรงที่เกิดขึ้นในทอทรงกระบอกผนังบางที่จุด A  ได ดังที่แสดงในรูปที่ EX 8-1b Ans.
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ตัวอยางที่ 8-2
Rotor shaft ของเฮลิคอปเตอร ดังที่แสดงในรูปที่ EX 8-2a จะถูกกระทํ าโดยแรงดึงในแนวแกน kN 125=P

และแรงบิด m-kN 4.2=T  ดังที่แสดงในรูปที่ EX 8-2b กํ าหนดใหเพลาดังกลาวมีรัศมี mm 25=c จงหาหนวยแรง
ดึงและหนวยแรงเฉือนที่เกิดขึ้นในเพลา

รูปที่ EX 8-2

หนวยแรงดึงในแนวแกนของเพลาเนื่องจากแรง P

MPa 66.63
)025.0(
)10(125
2

3

===
π

σ
A
P

o

หนวยแรงบิด ซึ่งจะมีทิศทางไปทางเดียวกับแรงบิด T  จะหาไดจาก torsional formula

MPa 78.97
2/)025.0(
)025.0(2400

4 ===
π

τ
J
Tc

o

ดังนั้น เราจะเขียนสภาวะของหนวยแรงที่เกิดขึ้นในเพลาได ดังที่แสดงในรูปที่ EX 8-2c Ans.
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ตัวอยางที่ 8-3
แทงเหล็กกลมตันถูกกระทํ าโดยแรงตางๆ ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 8-3a มีรัศมี mm 25  จงหาสภาวะของหนวยแรง

ที่เกิดขึ้นที่จุด A

รูปที่ Ex 8-3

แรงภายในแทงเหล็กกลมตันที่หนาตัดที่ผานจุด A  จะหาไดโดยการตัดที่หนาตัดดังกลาว จากนั้น ใชสมการ
ความสมดุลของแรงและ moment ในแนวแกน x , y , และ z  ซึ่งจะไดแรงภายในแทงเหล็กกลมตันที่หนาตัดดังกลาว ดัง
ที่แสดงในรูปที่ Ex 8-3b

จากกฎขอที่ 3 ของ Newtow เราจะเขียนแรงภายในที่เกิดขึ้นบนหนาตัดที่ผานจุด A  ของอีกสวนหนึ่งของแทง
เหล็กกลมตันได ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 8-3c

แรงในแนวแกน kN 2  จะทํ าใหมีการกระจายของหนวยแรงตั้งฉาก ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 8-3d และหนวยแรงตั้ง
ฉากที่จุด A  จะมีคาเทากับ

MPa 02.1
)025.0(

2000
2 ===

π
σ

A
P

A
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แรงเฉือน kN 4  จะทํ าใหมีการกระจายของหนวยแรงเฉือน ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 8-3e และหนวยแรงเฉือนที่จุด
A  จะมีคาเทากับ

It
VQA

A =τ

โดยที่ 362 m )10(417.10)025.0(
2
1

3
)025.0(4 −=








=′′= π

π
AyQA

46
4

m )10(307.0
4

)025.0( −==
πI

ดังนั้น          MPa 71.2
)025.0(2)10(307.0

10)417.10(4000
6

6

== −

−

Aτ

โมเมนตดัด m-kN 1 จะทํ าใหเกิดการกระจายของหนวยแรงดัด ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 8-3f และหนวยแรงดัดที่
จุด A  จะมีคาเทากับศูนย

โมเมนตดัด m-kN 7.0 จะทํ าใหเกิดการกระจายของหนวยแรงดัด ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 8-3g และหนวยแรง
ดัดที่จุด A  จะมีคาเทากับ

MPa 0.57
)10(307.0
)025.0(700

6 === −I
Mc

Aσ
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แรงบิด m-kN 4.1  จะทํ าใหมีการกระจายของหนวยแรงเฉือน ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 8-3h และหนวยแรงเฉือนที่
จุด A  จะมีคาเทากับ

J
Tc

A =τ

โดยที่   46
4

m )10(614.0
2

)025.0( −==
πJ

MPa 0.57
)10(614.0
)025.0(1400

6 === −J
Tc

Aτ

ดังนั้น จาก principle of superposition เราจะเขียนสภาวะของหนวยแรงที่เกิดขึ้นที่จุด A  ในแทงเหล็กกลมตันได ดังที่
แสดงในรูปที่ EX 8-3i Ans.
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แบบฝกหัดทายบทที่ 8
8-1 ถังเก็บกาซทรงกลมมีเสนผาศูนยกลางภายใน m 5.1=r ถูกกระทํ าโดยความดันภายใน kPa 300=p จงหาความ
หนาของถัง ถากํ าหนดใหหนวยแรงตั้งฉากสูงสุดมีคาไมเกิน MPa 12
8-2 ทอสงกาซเหล็ก ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 8-2 ถูกรองรับทุกๆ m 6  โดยตอมอคอนกรีตอยางยึดแนน ถากาซในทอมี
ความดัน MPa 4  และอุณหภูมิของทอมีคาเพิ่มขึ้น Co30  จงหาหนวยแรงในแนวแกนและ hoop stress ที่เกิดขึ้นในทอ
กํ าหนดใหทอมีเสนผาศูนยกลางภายใน m 50.0 และหนา mm 3.6

รูปที่ Prob. 8-2

8-3 pressure vessel ถูกปดปลายดวยแผนเหล็ก ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 8-3 ถาความดันภายในทอ kPa 450=p  จง
หาคาของหนวยแรงเฉือนที่เกิดขึ้นที่จุดเชื่อมตอของแผนเหล็กและทอที่ปลายทอ และจงเขียนสภาวะของหนวยแรงที่เกิดขึ้น
ที่ผนังของ pressure vessel

รูปที่ Prob. 8-3

8-4 กํ าหนดใหจุดเชื่อมตอ ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 8-4 ถูกกระทํ าโดยแรง kN 0.1=P  และแรง kN 75.0=F  จง
เขียนสภาวะของหนวยแรงที่จุด A  และจุด B  ถาชิ้นสวนของโครงสรางมีหนาตัดรูปส่ีเหลี่ยมผืนผากวาง mm 19  และ
หนา mm 12

รูปที่ Prob. 8-4

8-5 กํ าหนดใหโครงสรางถูกกระทํ าโดยแรงกระทํ า ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 8-5 จงเขียนสภาวะของหนวยแรงที่จุด D  และ
จุด E
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รูปที่ Prob. 8-5

8-6 ปายสัญญาณจราจร ซึ่งถูกรองรับโดยเสาที่มีขนาดเสนผาศูนยกลางภายนอก mm 100 และหนา mm 3.6  ถูก
กระทํ าโดยแรงลม ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 8-6 จงเขียนสภาวะของหนวยแรงที่จุด A  จุด B  จุด C  และจุด D  ที่หนาตัด
ของเสาดังที่แสดงในรูป

รูปที่ Prob. 8-6

8-7 แทงเหล็กถูกยึดแนนที่จุด C  และถูกกระทํ าโดยแรงตางๆ ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 8-7 จงเขียนสภาวะของหนวยแรงที่
จุด A  และจุด B

รูปที่ Prob. 8-7
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บทที่ 9
การแปลงหนวยแรง (Stress Transformation)

เรียบเรียงโดย  ดร. สิทธิชัย แสงอาทิตย

9.1 การแปลงหนวยแรงในระนาบ (Plane-Stress Transformation)
โดยทั่วไปแลว สภาวะของหนวยแรงที่จุดๆ หนึ่งบนวัตถุ (ซึ่งจะแสดงไดโดยใช cubic volume element ที่ตัดออก

มาจากวัตถุนั้น ดังที่กลาวไปแลวในบทที่ 1 จะประกอบดวยหนวยแรงตั้งฉากและหนวยแรงเฉือนที่เปนอิสระตอกันทั้งหมด 6 
หนวยแรง โดยหนวยแรงดังกลาวจะกระทํ าอยูบนดานตางๆ ทั้ง 6 ดานของ cubic volume element ดังเชนที่แสดงในรูปที่ 
9-1a แตโดยสวนใหญแลว ชิ้นสวนของโครงสรางหรือเครื่องจักรกลจะถูกกระทํ าโดยหนวยแรงที่อยูในระนาบเดียวกันและ
เปนอิสระตอกันเพียงแค 3 หนวยแรงเทานั้น ดังที่ไดศึกษาไปแลวในบทที่ 8 ซึ่งในกรณีนี้ สภาวะของหนวยแรงดังกลาวที่
เรียกวา plane stress ดังที่แสดงในรูปที่ 9-1b

โดยทั่วไปแลว สภาวะของหนวยแรงแบบ plane stress ในระนาบ yx −  จะประกอบดวยหนวยแรงตั้งฉาก 2 
หนวยแรงคือ xσ  และ yσ  และหนวยแรงเฉือน 1 หนวยแรงคือ xyτ  ซึ่งกระทํ าอยูบนดานทั้งส่ีของ element ดังที่แสดงใน
รูปที่ 9-1c

รูปที่ 9-1

ถาเราทราบคาของหนวยแรงทั้งสามบน element ดังที่แสดงในรูปที่ 9-2a แลว เราจะหาสภาวะของหนวยแรงบน
element ดังกลาวในระบบแกนอื่นๆ เชน ระบบแกน yx ′−′  เปนตน ที่ทํ ามุม θ   กับระนาบ yx −  ได ดังที่แสดงในรูปที่
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9-2b โดยที่คาของหนวยแรงบน element ในระบบแกน yx ′−′  หรือ  x′σ , y′σ , และ yx ′′τ  จะมีคาตางกับคาของหนวย
แรงบน element ในระบบแกน yx −  แตคาของหนวยแรงบน element ในระบบแกนทั้งสองจะแสดงถึงสภาวะของหนวย
แรงที่จุดเดียวกัน

รูปที่ 9-2

การหาคาของหนวยแรง x′σ  และ yx ′′τ  บนระนาบที่ตั้งฉากกับแกน x′  นั้นจะทํ าไดดังนี้
1. ทํ าการตัด element ในระบบแกน yx −  ดังที่แสดงในรูปที่ 9-2b โดยใหหนาตัดดังกลาวตั้งฉากกับแกน

′x  ดังที่แสดงในรูปที่ 9-2c
2. หาคาแรงที่เกิดจากหนวยแรง xσ  และ  xyτ  โดยการคูณคาหนวยแรงดวยพื้นที่ที่หนวยแรงนั้นกระทํ า
3. เขียนแผนภาพ free-body diagram ของแรงตางๆ
4. ใชสมการความสมดุลของแรงหาคาขององคประกอบของแรงที่อยูในระบบแกน ′ − ′x y  และหารคาแรงที่

ไดดวยพื้นที่ที่หนวยแรงนั้นกระทํ าอยู
ในลักษณะที่คลายกัน เราจะหาคาของหนวยแรง y′σ  และ yx ′′τ  ไดโดยการตัด element ในระบบแกน yx −

ดังที่แสดงในรูปที่ 9-2b โดยใหหนาตัดดังกลาวตั้งฉากกับแกน y′  ดังที่แสดงในรูปที่ 9-2d แลวทํ าการหาคาของ y′σ  ใน
ลักษณะเชนเดียวกับการหาคา x′σ  โดยที่เราไมจํ าเปนที่จะตองหาคาของ yx ′′τ  เพราะมีคาเทากับคา yx ′′τ  ที่หามาไดใน
ขั้นตอนที่ 4
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ตัวอยางที่ 9-1
กํ าหนดใหสภาวะของหนวยแรงที่กระทํ าอยูบน stress element ที่จุด A  บนองคอาคารของโครงสรางมีลักษณะ

ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 9-1a จงหาสภาวะของหนวยแรงที่กระทํ าอยูบน stress element ที่หมุนตามเข็มนาฬิกาเปนมุม o30
ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 9-1b

รูปที่ Ex 9-1

พิจารณาแผนภาพ free-body diagram ของ stress element ที่ถูกตัดโดยแกน x′   ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 9-1c
กํ าหนดใหพื้นที่หนาตัดของรอยตัดมีคาเทากับ A∆  ดังนั้น พื้นที่หนาตัดแนวแนวนอนของ element จะมีคาเทากับ

oA 30cos∆
และนั้น พื้นที่หนาตัดแนวแนวดิ่งของ element จะมีคาเทากับ

oA 30sin∆
จากสมการความสมดุลของแรงในแนวแกน x′  และแกน y′  เราจะได

∑ =′ ;0xF

030sin)30sin25(30cos)30sin80(                     

30cos)30cos25(30sin)30cos50(

=∆−∆+

∆+∆+∆− ′

oooo

oooo
x

AA
AAF

AFx ∆=∆ ′ 8.68
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∑ =′ ;0yF

030cos)30sin25(30sin)30sin80(                     

30sin)30cos25(30cos)30cos50(

=∆+∆+

∆+∆−∆+ ′

oooo

oooo
y

AA

AAF

AFy ∆−=∆ ′ 15.4
เนื่องจาก yF ′∆  มีคาเปนลบ ดังนั้น yF ′∆  จะกระทํ าในทิศตรงกันขามกับที่ไดสมมุติในรูปที่ Ex 9-1c และหนวย

แรงตั้งฉากและหนวยแรงเฉือนที่เกิดขึ้นบนหนาตัดนี้จะมีคาเทากับ

MPa 15.4=
∆

∆
= ′

′ A
Fy

yσ

MPa 8.68=
∆
∆

= ′
′′ A

Fx
yxτ

พิจารณาแผนภาพ free-body diagram ของ stress element ที่ถูกตัดโดยแกน y′   ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 9-1d
กํ าหนดใหพื้นที่หนาตัดของรอยตัดมีคาเทากับ A∆  ดังนั้น พื้นที่หนาตัดแนวแนวนอนของ element จะมีคาเทากับ

oA 30sin∆
และพื้นที่หนาตัดแนวแนวดิ่งของ element จะมีคาเทากับ

oA 30cos∆
จากสมการความสมดุลของแรงในแนวแกน x′  และแกน y′  เราจะได

∑ =′ ;0xF

030sin)30sin50(30cos)30sin25(                     

30cos)30cos80(30sin)30cos25(

=∆−∆−

∆+∆−∆ ′

oooo

oooo
x

AA
AAF

AFx ∆−=∆ ′ 8.25
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∑ =′ ;0yF

030cos)30sin50(30sin)30sin25(                     

30sin)30cos80(30cos)30cos25(

=∆+∆−

∆+∆+∆− ′

oooo

oooo
y

AA

AAF

AFy ∆=∆ ′ 8.68
เนื่องจาก xF ′∆  มีคาเปนลบ ดังนั้น xF ′∆  จะกระทํ าในทิศตรงกันขามกับที่ไดสมมุติในรูปที่ Ex 9-1d และหนวย

แรงตั้งฉากและหนวยแรงเฉือนที่เกิดขึ้นบนหนาตัดนี้จะมีคาเทากับ

MPa 8.25=
∆
∆

= ′
′ A

Fx
xσ

MPa 8.68=
∆

∆
= ′

′′ A
Fy

yxτ

รูปที่ Ex 9-1e แสดงสภาวะของหนวยแรงที่กระทํ าอยูบน stress element ที่หมุนตามเข็มนาฬิกาเปนมุม o30  ขอ
ใหสังเกตทิศทางของหนวยตั้งฉากและหนวยแรงเฉือนที่เกิดขึ้นบน stress element และเราจะเห็นไดวา หนวยแรงเฉือนที่ได
จากการพิจารณาทั้งสองกรณีมีคาเทากัน Ans.
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9.2 สมการการแปลงหนวยแรงในระนาบ (General Equations of Plane-Stress Transformation)
สมการ plane-stress transformation ที่ใชในการเปลี่ยนสภาวะของหนวยแรงจากระบบแกน yx −  ไปสูระบบ

แกน yx ′−′  ที่ทํ ามุมกัน θ  กับระบบแกน yx −  จะหาไดดังตอไปนี้
Sign Convention

รูปที่ 9-3 แสดง sign convention ของหนวยแรงและมุม θ  ที่มีคาเปนบวก โดยที่
1. หนวยแรงตั้งฉากจะมีคาเปนบวกเมื่อเปนหนวยแรงดึง ดังที่แสดงในรูปที่ 9-3a
2. หนวยแรงเฉือนจะมีคาเปนบวก เมื่อหนวยแรงมีทิศพุงไปในแนวแกนที่เปนบวกและกระทํ าอยูบนหนาตัดของ 

element ที่ตัดกับแกนที่เปนบวก หรือเมื่อหนวยแรงมีทิศพุงไปในแนวแกนที่เปนลบและกระทํ าอยูบนหนาตัด
ของ element ที่ตัดกับแกนที่เปนลบ ดังที่แสดงในรูปที่ 9-3a

3. มุม θ  จะมีคาเปนบวก เมื่อมีทิศทางหมุนตามกฎมือขวาจากแกน x  ไปยังแกน x′  หรือหมุนทวนเข็ม
นาฬิกา ดังที่แสดงในรูปที่ 9-3b

รูปที่ 9-3
Normal and Shear Stress Components

กํ าหนดให element ถูกกระทํ าโดยสภาวะของหนวยแรงแบบ plane stress ที่มีคาเปนบวกในระบบแกน yx −
ดังที่แสดงในรูปที่ 9-4a หนวยแรงที่เกิดขึ้นบน element ในระบบแกน yx ′−′  ที่ทํ ามุมกัน θ  กับระบบแกน yx −  จะหา
ไดโดยการตัด element ดังกลาวใหมีหนาตัดที่ตั้งฉากกับแกน x′+  และชิ้นสวนที่ถูกตัดออกมาจะมีลักษณะดังที่แสดงใน
รูปที่ 9-4b

กํ าหนดใหพื้นที่หนาตัดของระนาบที่ถูกตัดมีคาเทากับ A∆  ดังนั้น พื้นที่ของระนาบดังกลาวในแนวแกน x  และ
แนวแกน y  จะมีคาเทากับ θsinA∆  และ θcosA∆  ตามลํ าดับ ดังนั้น เราจะเขียนแผนภาพ free-body diagram ของ
ชิ้นสวนของ element ดังกลาวได ดังที่แสดงในรูปที่ 9-4c

โดยใชสมการสมดุลของแรงในแนวแกน x′  และ y′  เราจะหาองคประกอบของหนวยแรงตั้งฉาก x′σ  และหนวย
แรงเฉือน yx ′′τ  ไดโดยที่

∑ =′ ;0xF  
0cos)cos  (sin)cos  (          

sin)sin  (cos)sin  ( 

=∆−∆−

∆−∆−∆′
θθσθθτ

θθσθθτσ

AA
AAA

xxy

yxyx
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)cossin2(sincos 22 θθτθσθσσ xyyxx ++=′

รูปที่ 9-4

∑ =′ ;0yF 0sin)cos  (cos)cos  (          
cos)sin  (sin)sin  ( 

=∆−∆−

∆−∆−∆′′
θθσθθτ

θθσθθττ

AA
AAA

xxy

yxyyx

)sin(coscossin)( 22 θθτθθσστ −+−=′′ xyxyyx

เนื่องจาก θθθ cossin22sin =

2
)2 cos1(sin 2 θ

θ
−

=

และ 
2

)2 cos1(cos2 θ
θ

+
=

ดังนั้น เราจะไดวา

     θτθ
σσσσ

σ 2 sin2 cos
22 xy

yxyx
x +

−
+

+
=′ (9-1)

θτθ
σσ

τ 2 cos2 sin
2 xy

yx
yx +

−
−=′′ (9-2)

สมการที่ 9-1 และ 9-2 นี้มักจะถูกเรียกวา สมการของ plane-stress transformation เนื่องจากสมการทั้งสองนี้
เปล่ียนสภาวะของหนวยแรงจากระบบแกนหนึ่งไปสูอีกระบบแกนหนึ่ง
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สมการของหนวยแรงตั้งฉาก y′σ  จะหามาไดจากการแทนมุม θ  ในสมการที่ 9-1 ดวยมุม o90+θ  ซึ่งเราจะได
วา

     θτθ
σσσσ

σ 2 sin2 cos
22 xy

yxyx
y −

−
−

+
=′ (9-3)

จากสมการที่ 9-1 ถึง 9-3 เราจะเห็นไดวา ถาเราทราบคาของหนวยแรง xσ , yσ , และ xyτ  แลว เราจะหาหนวย
แรง x′σ , y′σ , และ yx ′′τ  ไดและเมื่อ o0=θ  แลว เราจะไดวา

xx σσ =′ , yy σσ =′ , และ xyyx ττ =′′
เมื่อทํ าการรวมสมการที่ 9-1 และ 9-3 เขาดวยกันแลว เราจะไดวา

yxyx σσσσ +=+ ′′

ซึ่งแสดงวา ผลรวมของหนวยแรงตั้งฉากที่กระทํ าอยูบนดานที่ตั้งฉากกันของ element ที่ถูกกระทํ าโดย plane stress ที่จุดๆ 
หนึ่งจะมีคาคงที่และเปนอิสระตอมุม θ

รูปที่ 9-5 เปนตัวอยางกราฟที่แสดงถึงการเปลี่ยนแปลงของหนวยแรง x′σ  และ yx ′′τ  เทียบกับมุม θ  เมื่อกํ าหนด
ให xy σσ 2.0=  และ xxy στ 8.0=  จากรูป เราจะเห็นไดวา คาของหนวยแรง x′σ  และ yx ′′τ  จะมีการเปลี่ยนแปลง
อยางตอเนื่อง เมื่อ element ถูกหมุนไปเปนมุม θ  และเมื่อมุม θ  มีคาบางคาแลว คาของหนวยแรงดังกลาวจะมีคาสูงสุด 
ตํ่ าสุด และเทากับศูนย

รูปที่ 9-5
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ตัวอยางที่ 9-2
กํ าหนดใหภาวะของหนวยแรงที่จุดใดจุดหนึ่งบนองคอาคารของโครงสรางและกระทํ าอยูบน stress element มี

ลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ Ex 9-2a จงหาสภาวะของหนวยแรงที่กระทํ าอยูบน stress element ที่หมุนตามเข็มนาฬิกาเปน
มุม o30  ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 9-2b

รูปที่ Ex 9-2

จาก sign convention ที่เรากํ าหนด เราจะไดวา
MPa 80−=xσ MPa 50+=yσ MPa 25−=xyτ

ในการหาหนวยแรงตั้งฉากและหนวยแรงเฉือนที่เกิดขึ้นบนระนาบ CD  ซึ่งตั้งฉากกับแกน x′  ดังที่แสดงในรูปที่ 
Ex 9-2b เราจะตองทํ าการหมุน stress element ไปในทิศทางตามเข็มนาฬิกาเปนมุม o30  ซึ่งเราจะไดวา o30−=θ  ดัง
นั้น จากสมการที่ 9-1 และ 9-2 เราจะได

θτθ
σσσσ

σ 2 sin2 cos
22 xy

yxyx
x +

−
+

+
=′

MPa 8.25      

)30(2 sin)25()30(2 cos
2

5080
2

5080

−=

−−+−
−−

+
+−

=′
oo

xσ

θτθ
σσ

τ 2 cos2 sin
2 xy

yx
yx +

−
−=′′

MPa 68.8       

)30(2 cos)25()30(2 sin
2

5080

−=

−−+−
−−

−=′′
oo

yxτ
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เครื่องหมายลบของหนวยแรงตั้งฉากและหนวยแรงเฉือนที่ไดแสดงวาหนวยแรงตั้งฉากและหนวยแรงเฉือนที่เกิดขึ้นจริงมีทิศ
ทางตรงกันขามกับ sign convention ที่เราใช

ในทํ านองเดียวกัน หนวยแรงตั้งฉากที่เกิดขึ้นบนระนาบ BC  ซึ่งตั้งฉากกับแกน y′  ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 9-2c 
จะหาไดจากสมการที่ 9-3

θτθ
σσσσ

σ 2 sin2 cos
22 xy

yxyx
y −

−
−

+
=′

MPa 15.4      

)30(2 sin)25()30(2 cos
2

5080
2

5080

−=

−−−−
−−

−
+−

=′
oo

yσ

เครื่องหมายลบที่ไดแสดงวาหนวยแรงตั้งฉากที่เกิดขึ้นจริงมีทิศทางตรงกันขามกับ sign convention ที่เราใช รูปที่ Ex 9-1c
แสดงหาสภาวะของหนวยแรงที่กระทํ าอยูบน stress element ที่หมุนตามเข็มนาฬิกาเปนมุม o30 Ans.



Mechanics of  Materials 9-11

9.3 หนวยแรงหลักและหนวยแรงเฉือนในระนาบสูงสุด (Principal Stresses and Maximum In-Plane Shear 
Stresses)
In-Plane Principal Stresses

หนวยแรงหลัก (principle stresses) เปนหนวยแรงตั้งฉากที่มีคาสูงสุดและตํ่ าสุดที่เกิดขึ้นบน stress element ที่มี
สภาวะของหนวยแรงสภาวะหนึ่ง สมการ principal stresses จะหาไดดังตอไปนี้

1. ทํ าการ differentiate สมการที่ 9-1 เทียบกับมุม θ  และใหผลลัพธที่ไดมีคาเทากับศูนย ซึ่งเราจะหามุมที่ 
stress element ถูกกระทํ าโดย principal stresses ไดในรูป

02 cos2)2 sin 2(
2

=+
−

−=′ θτθ
σσ

θ
σ

xy
yxx

d
d

           
2/)(

2 tan
yx

xy
p σσ

τ
θ

−
= (9-4)

สมการที่ 9-4 นี้จะใหคํ าตอบเปนมุมสองมุมคือ 12 pθ  และ 22 pθ  ซึ่งจะมีคาตางกัน 180o  (ดังนั้น มุม 1pθ

และ 2pθ  จะตางกัน o90 ) และมุม 1pθ  และ 2pθ  นี้มักจะถูกเรียกวา มุมหลัก (principal angles) ซึ่งจะบงบอกถึงทิศ
ทางของระนาบหลัก (principal planes) ที่ principal stresses  กระทํ าอยู ดังที่แสดงในรูปที่ 9-6

รูปที่ 9-6

เมื่อ xyτ  และ )( yx σσ −  มีคาเปนบวกพรอมกันหรือเปนลบพรอมกันแลว สมการที่ 9-4 จะถูกเขียนใหอยูในรูป
กราฟฟกได ดังที่แสดงในรูปที่ 9-7 (ซึ่งในความเปนจริงแลว xyτ   และ )( yx σσ −  อาจจะมีคาเปนบวกหรือลบไมพรอม
กันก็ได)

รูปที่ 9-7
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จากรูป ความยาวของดานที่ตรงกันขามกับมุมฉากของสามเหลี่ยมมุมฉากจะหาไดจากสมการ

2
2

2 xy
yx τ

σσ
+







 −

จากนั้น เราจะหาคา sin  และ inecos  ของมุม 12 pθ  หรือ 22 pθ  ได
2. แทนคา sin  และ cosine  ของมุม 12 pθ  และ 22 pθ  ลงในสมการที่ 9-1 เราจะไดวา

2
2

2
1 22 xy

yxyx τ
σσσσ

σ +






 −
±

+
= (9-5)

โดยที่ 1σ  เปนหนวยแรงตั้งฉากที่มีคาสูงสุดและ 2σ  เปนหนวยแรงตั้งฉากที่มีคาตํ่ าสุด
เมื่อเราแทนคา sin  และ cosine  ของมุม 12 pθ  หรือ 22 pθ  ลงในสมการที่ 9-2 เราจะไดวา 0=′′yxτ  ซึ่ง

หมายความวาหนวยแรงเฉือนมีคาเทากับศูนยบนระนาบหลัก (principal planes)
เมื่อเรานํ าสมการของหนวยแรงหลัก (principal stress) 1σ  และ 2σ  มารวมกัน เราจะไดวา

yx σσσσ +=+ 21

ซึ่งแสดงวา ผลรวมของหนวยแรงตั้งฉากที่กระทํ าอยูบนดานที่ตั้งฉากกันของ element ที่ถูกกระทํ าโดย plane stress ที่จุดๆ 
หนึ่งจะมีคาคงที่
Maximum In-plane Shear Stress

มุมที่ stress element ถูกกระทํ าโดยแรงเฉือนสูงสุดจะหาไดจากการทํ า differentiation สมการที่ 9-2 เทียบกับมุม 
θ  และใหผลลัพธที่ไดมีคาเทากับศูนย ซึ่งเราจะไดวา

0)2sin2()2cos2(
2

=−
−

−=′′ θτθ
σσ

θ

τ
xy

yxyx

d
d

         
xy

yx
s τ

σσ
θ

2/)(
2 tan

−−
= (9-6)

สมการที่ 9-6 นี้จะใหคํ าตอบเปนมุมสองคาคือ 12 sθ  และ 22 sθ  ดังที่แสดงในรูปที่ 9-8

รูปที่ 9-8

โดยการเปรียบเทียบรูปที่ 9-7 กับรูปที่ 9-8 เราจะเห็นไดวา มุม sθ2  จะตางกับมุม pθ2  เทากับ o90  ดังนั้น คา
มุม sθ  จะตางกับคามุม pθ  เทากับ 45o  ดังที่แสดงในรูปที่ 9-9

โดยการแทนคา sin  และ cosine  ของมุม 12 sθ หรือ 22 sθ  จากรูปที่ 9-8 ลงในสมการที่ 9-2 เราจะไดวา สม
การของหนวยแรงเฉือนสูงสุดบน element อยูในรูป
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       2
2

plane-in
max 2 xy

yx τ
σσ

τ +






 −
= (9-7)

รูปที่ 9-9

เมื่อแทนคา sin  และ inecos  ของมุม 12 sθ หรือ 22 sθ  ลงในสมการที่ 9-1 เราจะไดวา หนวยแรงตั้งฉากที่เกิด
ขึ้นบนระนาบที่เกิดหนวยแรงเฉือนสูงสุดจะหาไดจากสมการ

  
2

yx
avg

σσ
σ

+
= (9-8)

นอกจากนั้นแลว จากสมการที่ 9-5 ถาเอาสมการ 1σ  ตั้ง แลวลบดวยสมการ 2σ  จากนั้น ทํ าการเปรียบเทียบผล
ลัพธที่ไดกับสมการที่ 9-7 เราจะไดวา

2
21

plane-in
max

σσ
τ

−
=
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ตัวอยางที่ 9-3
จงหาสภาวะของหนวยแรงในรูปของ principal stresses และ maximum in-plane shear stress ที่เกิดขึ้นบน

stress element ที่จุดใดจุดหนึ่งบนองคอาคารของโครงสราง ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 9-3a

รูปที่ EX 9-3

จาก sign convention ที่เรากํ าหนด เราจะไดวา
MPa 80−=xσ MPa 50+=yσ MPa 25−=xyτ

หาสภาวะของหนวยแรงในรูปของ principal stresses
มุมที่ stress element หมุนไปแลวทํ าใหสภาวะของหนวยแรงบน stress element ดังกลาวเปลี่ยนไปเปนสภาวะ

ของหนวยแรงในรูปของ principal stresses หรือมุมของ principal planes จะหาไดจากสมการที่ 9-4

2/)5080(
25

2/)(
2 tan

−−
−

=
−

=
yx

xy
p σσ

τ
θ

o
p 04.212 1 =θ

o
p 52.101 =θ

เครื่องหมายบวกแสดงวามีทิศทางหมุนทวนเข็มนาฬิกาจากแกน x  ไปยังแกน x′
เนื่องจากมุม 1pθ  ตางจากมุม 2pθ  เปนมุม o90  ดังนั้น

o
p 48.792 −=θ

เครื่องหมายลบแสดงวามีทิศทางหมุนตามเข็มนาฬิกาจากแกน x  ไปยังแกน x′
คาของ principal stresses ที่เกิดขึ้นบน stress element จะหาไดจากสมการ

MPa 64.6915     

)25(
2

5080
2

5080     

22

2
2

2
2

2
1

±−=

−+





 −−

±
+−

=

+






 −
±

+
= xy

yxyx τ
σσσσ

σ

MPa 4.841 −=σ

MPa 4.542 =σ
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มุมที่ถูกตองระหวางแกน x  กับแกนตั้งฉากกับระนาบของ principal planes ที่ principal stress 1σ  กระทํ าอาจ
จะหามาไดโดยการแทน o

p 52.101 =θ  ลงในสมการที่ 9-1

θτθ
σσσσ

σ 2 sin2 cos
22 xy

yxyx
x +

−
+

+
=′

MPa 4.84      

04.21 sin)25(04.21 cos
2

5080
2

5080

−=

−+
−−

+
+−

=′
oo

xσ

และ principal stress 2σ  จะกระทํ าอยูบนระนาบของ principal planes ที่มีแกนตั้งฉากทํ ามุม o
p 69.782 −=θ  กับ

แกน x
สภาวะของหนวยแรงในรูปของ principal stresses จะมีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ Ex 9-3b Ans.

หาสภาวะของหนวยแรงในรูปของ maximum in-plane shear stress
ระนาบของ maximum in-plane shear stress จะหาไดจากการหมุน stress element ที่มีสภาวะของหนวยแรง

แบบ principal stresses ทวนเข็มนาฬิกาไปเปนมุม o45   ดังนั้น
ooo

s 52.5552.10451 =+=θ

เครื่องหมายบวกแสดงวามีทิศทางหมุนทวนเข็มนาฬิกาจากแกน x  ไปยังแกน x′
ooo

s 48.3448.79452 −=−=θ

เครื่องหมายลบแสดงวามีทิศทางหมุนตามเข็มนาฬิกาจากแกน x  ไปยังแกน x′  ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 9-3d

หรือจะคํ านวณหาไดโดยใชสมการที่ 9-6

25
2/)5080(2 tan

−
−−−

=sθ

o
s 96.682 2 −=θ

o
s 48.342 −=θ

เนื่องจากมุม 1sθ  ตางจากมุม 2sθ  เปนมุม o90  ดังนั้น
ooo

s 52.5548.34901 =−=θ

หนวยแรงเฉือนสูงสุด (maximum in-plane shear stress) บน element จะหาไดโดยใชสมการที่ 9-2 หรือสมการ
ที่ 9-7 ก็ได
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จากสมการที่ 9-2 สํ าหรับมุม o
s 96.682 2 −=θ เราจะไดวา

MPa 69.64       

)96.68( cos)25()96.68( sin
2

5080

−=

−−+−
−−

−=′′
oo

yxτ

ซึ่งแสดงวาหนวยแรงเฉือนสูงสุดที่เกิดขึ้นที่มุม o
s 96.682 2 −=θ  มีทิศทางเปนลบ และสํ าหรับมุม o

s 04.1112 1 =θ

เราจะไดวา

MPa 64.69       

04.111 cos)25(04.111 sin
2

5080

+=

−+
−−

−=′′
oo

yxτ

ซึ่งแสดงวาหนวยแรงเฉือนสูงสุดที่เกิดขึ้นที่มุม o
s 04.1112 1 =θ  มีทิศทางเปนบวก

จากสมการที่ 9-7 เราจะไดวา

2
2

plane-in
max 2 xy

yx τ
σσ

τ +






 −
=

MPa 64.69)25(
2

5080 2
2

plane-in
max =−+






 −−

=τ

ซึ่งบอกแตขนาดของหนวยแรงเฉือนสูงสุด แตไมไดบอกวาหนวยแรงดังกลาวมีทิศทางไปทางใด
หนวยแรงตั้งฉากที่เกิดขึ้นบนระนาบที่เกิดหนวยแรงเฉือนสูงสุดจะหาไดจากสมการที่ 9-8

  
2

yx
avg

σσ
σ

+
=

MPa 0.15
2

5080
−=

+−
=avgσ

ดังนั้น เราจะเขียนสภาวะของหนวยแรงในรูปของ maximum in-plane shear stress ไดดังที่แสดงในรูปที่ Ex 9-3d     Ans.
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9.4 วงกลมมอร - หนวยแรงในระนาบ (Mohr’s Circle-Plane Stress)
เมื่อเราทราบคาของสภาวะของหนวยแรงบน element ในระบบแกนอางอิงแลว เราอาจจะใชวงกลมของมอร 

(Mohr’s circle) ในการหาสภาวะของหนวยแรงบน stress element ที่อยูในแกนๆ หนึ่งที่ทํ ามุม θ  เทียบกับแกนอางอิงได 
Mohr’s circle นี้เปนวิธีการที่ชวยใหเราเห็นการเปลี่ยนแปลงของหนวยแรงตั้งฉากและหนวยแรงเฉือนที่มุม θ  ใดๆ ที่ 
element นั้นหมุนไปจากแกนอางอิงไดงายขึ้น

ในการพัฒนา Mohr’s circle เราจะเริ่มจากการเขียนสมการที่ 9-1 และ 9-2 ใหอยูในรูป

    θτθ
σσσσ

σ 2 sin2 cos
22 xy

yxyx
x +







 −
=







 +
−′ (9-9)

θτθ
σσ

τ 2 cos2 sin
2 xy

yx
yx +







 −
−=′′             (9-10)

จากสมการที่ 9-9 และ 9-10 เราจะกํ าจัดตัวแปร θ  ไดโดยการยกกํ าลังสองสมการทั้งสองและนํ ามาบวกกัน ซึ่ง
เราจะไดวา

2
2

2

2

22 xy
yx

yx
yx

x τ
σσ

τ
σσ

σ +






 −
=+



















 +
− ′′′

ในกรณีที่เราทราบคาของ xσ , yσ , และ xyτ  แลว เราจะเขียนสมการขางบนไดใหมในรูป
               [ ] 222 Ryxavgx =+− ′′′ τσσ             (9-11)

เมื่อ

2
yx

avg

σσ
σ

+
=

         2
2

2 xy
yxR τ

σσ
+







 −
=             (9-12)

ซึ่งสมการที่ 9-11 นี้จะเปนสมการที่อยูในรูปของสมการของวงกลม
เมื่อเราตั้งแกนอางอิงโดยให σ  เปนแกนนอนที่มีคาเปนบวกเมื่อมีทิศชี้ไปทางขวามือและให τ  เปนแกนดิ่งที่มี

คาเปนบวกเมื่อมีทิศชี้ดิ่งลงแลว เราจะไดวา สมการที่ 9-11 เปนสมการของวงกลม ซึ่งมีรัศมี R  (สมการที่ 9-12) และมีจุด
ศูนยกลางอยูบนแกน σ  ที่จุด C  )0,( avgσ  ดังที่แสดงในรูปที่ 9-10a วงกลมที่ไดนี้จะถูกเรียกวา วงกลมของมอร
(Mohr’s circle) ซึ่งถูกพัฒนาขึ้นมาโดยวิศวกรชาวเยอรมันชื่อ Otto Mohr และเราจะหาคาของ x′σ  และ yx ′′τ  ที่เกิดขึ้นบน
ระนาบใดๆ บนแกนที่ทํ ามุม θ  กับแกนอางอิงได ดังที่แสดงในรูปที่ 9-10b

พิจารณาในกรณีที่มุม o0=θ  หรือในกรณีที่ แกน x  ทับกับแกน x′  ดังที่แสดงในรูปที่ 9-10c ในกรณีนี้ สม
การที่ 9-1 และ 9-2 จะใหคํ าตอบคือ xx σσ =′  และ xyyx ττ =′′   จาก Mohr’s circle เราจะไดวา จุดนี้จะเปนจุดอางอิง
A ),( xyx τσ  ดังที่แสดงในรูปที่ 9-10a ดังนั้น รัศมีของวงกลมคือ CA  โดยที่คาของ CA  จะหาไดจากสมการที่ 9-12

ในกรณีที่มุม o90=θ หรือในกรณีที่ แกน x′  ทับกับแกน y  ดังที่แสดงในรูปที่ 9-10d เราจะไดวา สมการที่ 9-1
และ 9-2 จะใหคํ าตอบคือ yx σσ =′  และ xyyx ττ −=′′  จาก Mohr’s circle เราจะไดวา จุดนี้จะเปนจุดอางอิง G

),( xyy τσ −  ดังที่แสดงในรูปที่ 9-10a โดยการตรวจสอบ เราจะเห็นวา เสนรัศมี CG  จะทํ ามุมกับเสนรัศมี CA  เทากับ
θ2  หรือ o180
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รูปที่ 9-10
Stress Components on an Arbitrary Plane

คาหนวยแรงตั้งฉากและหนวยแรงเฉือน x′σ  และ yx ′′τ ที่กระทํ าอยูบนระนาบใดๆ ที่ตั้งฉากกับแกน ′x  ซึ่งแกน
′x  นี้ทํ ามุม θ  กับแกน x  ดังที่แสดงในรูปที่ 9-11a จะหาไดจากการใชตรีโกณมิติในการหาพิกัดของจุด P  ที่ทํ ามุม θ2

ซึ่งวัดจากเสนรัศมีอางอิง CA ( o0=θ ) ถึงเสนรัศมี CP  ดังที่แสดงในรูปที่ 9-11b ในทิศทางเดียวกับมุม θ
เราควรที่จะทราบไวดวยวา ในกรณีที่แกน τ  มีทิศทางที่เปนบวกตรงกันขามกับที่เรากํ าลังใชอยูนี้หรือมีทิศทาง

เปนบวกเมื่อแกน τ  มีทิศชี้ขึ้นแลว มุม θ2  ใน Mohr’s circle จะตองมีทิศตรงกันขามกับมุม θ  บน element
Principal Stresses

พิจารณารูปที่ 9-12a เราจะเห็นไดวา จุด B  และจุด D  ซึ่งเปนจุดที่ Mohr’s circle ตัดกับแกน σ  และเปนจุดที่
แสดงคาของหนวยแรงตั้งฉากที่มีคาสูงสุดและตํ่ าสุดบน stress element ที่ถูกกระทํ าโดยสภาวะของหนวยแรง ดังที่แสดง
ในรูปที่ 9-12b นอกจากนั้นแลว เราจะเห็นวา ที่จุด B  และจุด D  คาของหนวยแรงเฉือนจะมีคาเทากับศูนย ดังนั้น จุดทั้ง
สองนี้จะเปนจุดที่แสดงถึงคาหนวยแรงหลัก (principal stresses) ของสภาวะของหนวยแรงบน element ดังกลาว

จากรูปที่ 9-12a เราจะไดวา สมการ principal stresses Ravg +=σσ 1  และ Ravg −= σσ 2  ซึ่งเปนสม
การเดียวกันกับสมการที่ 9-5
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รูปที่ 9-11

รูปที่ 9-12
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จากรูปที่ 9-12a มุมที่วัดจากเสนรัศมีอางอิง CA ( o0=θ ) ถึงเสนรัศมี CB  ในทิศทางทวนเข็มนาฬิกามีคาเทา
กับ 12 pθ  จากสามเหลี่ยมที่ระบายสีทึบ มุมนี้จะหาไดจากสมการ

2/)(
2 tan 1

yx

xy
p σσ

τ
θ

−
=

ซึ่งเปนสมการเดียวกันกับสมการที่ 9-4
เมื่อเราไดมุม 1pθ  แลว เราจะหาระนาบหลัก (principal plane) ของ element ดังกลาวได โดยการหมุนแกนอาง

อิง x  ทวนเข็มนาฬิกาไปที่แกน ′x  ดังที่แสดงในรูปที่ 9-12b
จากรูปที่ 9-12a เราจะเห็นวา เสนรัศมี CB  จะทํ ามุมกับเสนรัศมี CD  เทากับ θ2  หรือ 180o  ดังนั้น ระนาบ

ของหนวยแรง 1σ  และของหนวยแรง 2σ  จะทํ ามุมกัน 2/180o  o90=  ดังที่แสดงในรูปที่ 9-12b
Maximum In-Plane Shear Stress

จาก Mohr’s circle  ดังที่แสดงในรูปที่ 9-13a จุด E Ravg( , )σ   หรือจุด F Ravg( , )σ  −  จะเปนจุดที่แสดงคา
หนวยแรงเฉือนสูงสุด ซึ่งมีสมการเชนเดียวกับในสมการที่ 9-7 และ 9-8

รูปที่ 9-13
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เนื่องจากเสนรัศมี CE  ทํ ามุมกับเสนรัศมี CB  เทากับ 90o  ดังนั้น ระนาบบน element ที่มีคาหนวยแรงเฉือน
สูงสุดจะทํ ามุม 90 2 45o o/ =  กับ principal plane

มุม 12 sθ  ที่เสนรัศมี CA  กระทํ าตอเสนรัศมี CE  ในทิศทางตามเข็มนาฬิกาจะคํ านวณไดโดยใชตรีโกณมิติ
เมื่อเราไดคามุม 1sθ  แลว เราจะหาระนาบบน element ดังกลาวได โดยการหมุนแกนอางอิง x  ตามเข็มนาฬิกา

ไปที่แกน ′x  ดังที่แสดงในรูปที่ 9-13b และคาของหนวยแรงบนระนาบนี้จะเปนพิกัดของจุด E  คือ avgσ  และ R
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ตัวอยางที่ 9-4
กํ าหนดใหสภาวะของหนวยแรงที่จุดวงกลมสีดํ าบนถังความดันมีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ EX 9-4a จงหาสภาวะ

ของหนวยแรงในรูปของ principal stresses และ maximum in-plane shear stress ที่เกิดขึ้นบน stress element

รูปที่ Ex 9-4

จาก sign convention ที่เรากํ าหนด เราจะไดวา
MPa 20−=xσ MPa 90+=yσ MPa 60=xyτ

จุดศูนยกลางของ Mohr’s circle อยูที่พิกัด )0,( avgσ

MPa 35
2

9020
2

=
+−

=
+

= yx
avg

σσ
σ

รัศมีของ Mohr’s circle

MPa 4.8160
2

9020
2

2
2

2
2

=+





 −−

=+






 −
= xy

yxR τ
σσ

กํ าหนดให Mohr’s circle มีแกนของหนวยแรงตั้งฉาก σ  เปนแกนนอนและแกนของหนวยแรงเฉือน τ  เปนแกน
ตั้ง โดยใหแกนบวกมีทิศพุงลง ดังนั้น เราจะเขียน Mohr’s circle ไดดังที่แสดงในรูปที่ EX 9-4b
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สภาวะของหนวยแรงบนหนาตัดที่ตั้งฉากกับแกน x  ของ stress element จะเขียนใหอยูในรูปพิกัดของ Mohr’s 
circle ),( τσ  ไดเปน )60,20( +−  ซึ่งคือจุด A  ที่อยูบน Mohr’s circle
หาสภาวะของหนวยแรงในรูปของ principal stresses

จาก Mohr’s circle ดังที่แสดงในรูปที่ EX 9-4b เราจะไดวา สภาวะของหนวยแรง principal stresses จะหาได
โดยใชพิกัดของจุด B  และจุด D  บน Mohr’s circle โดยที่

MPa 4.1164.81351 =+=σ

MPa 4.464.81352 −=−=σ
และหนวยแรงเฉือนที่สภาวะของหนวยแรง principal stresses จะมีคาเปนศูนย

ทิศทางการหมุนของ stress element  ที่ถูกกระทํ าโดยสภาวะของหนวยแรง principal stresses  จะหาไดโดย
การหมุนเสนรัศมี AC   ทวนเข็มนาฬิกาเปนมุม 

1
2 pθ จนทับกับเสนรัศมี BC  ของ Mohr’s circle โดยที่

ooo
p 5.132

55
60tan1801802 1

1
=−=−= −φθ

ดังนั้น แกน x  ของ stress element จะตองถูกหมุนทวนเข็มนาฬิกาไปในแนวของแกน x′  เปนมุม
o

o

p 3.66
2

5.132
1 ==θ

รูปที่ EX 9-4c แสดงสภาวะของหนวยแรงของ principal stresses  Ans.

หาสภาวะของหนวยแรงในรูปของ maximum in-plane shear stress
จาก Mohr’s circle ดังที่แสดงในรูปที่ EX 9-4d เราจะไดวา สภาวะของหนวยแรง maximum in-plane shear

stress จะหาไดโดยใชพิกัดของจุด E  และจุด F  บน Mohr’s circle โดยที่ maximum in-plane shear stress จะมีคาเทา
กับ

MPa 4.81max =
− planein

τ

และคาหนวยแรงตั้งฉากที่เกิดขึ้น stress จะมีคาเทากับ
MPa 35=avgσ

ทิศทางการหมุนของ stress element  ที่ถูกกระทํ าโดยสภาวะของหนวยแรง maximum in-plane shear stress
จะหาไดโดยการหมุนเสนรัศมี AC   ทวนเข็มนาฬิกาเปนมุม 

112 sθ จนทับกับเสนรัศมี EC  ของ Mohr’s circle โดยที่
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oooo
s 5.425.4790902
1

=−=−= φθ

ดังนั้น แกน x  ของ stress element จะตองถูกหมุนทวนเข็มนาฬิกาไปในแนวของแกน x′  เปนมุม
o

o

p 3.21
2
5.42

1 ==θ

รูปที่ EX 9-4e แสดงสภาวะของหนวยแรงของ principal stresses  Ans.
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9.5 หนวยแรงเฉือนในระนาบสูงสุดสัมบูรณ (Absolute Maximum Shear Stresses)
ในกรณีที่ element ถูกกระทํ าโดยสภาวะของหนวยแรงที่อยูในสามมิติสภาวะหนึ่ง ดังที่แสดงในรูปที่ 9-14a แลว 

เราสามารถใช stress transformation หาสภาวะของหนวยแรงบนระนาบใดๆ ของ element ดังกลาวได ดังที่แสดงในรูปที่ 
9-14b และหาสภาวะ principal stresses ที่เกิดขึ้นบน element ดังกลาวได ดังที่แสดงในรูปที่ 9-14c โดยที่ principal 
stresses จะมีคาเปน minintmax σσσ ≥≥  อยางไรก็ตาม การทํ า stress transformation ในกรณีนี้จะคอนขางยุงยาก
มาก ซึ่งเราจะไดศึกษาตอไปในวิชาขั้นสูงที่กลาวถึง theory of elasticity

รูปที่ 9-14

ใน section นี้ เราจะสมมุติวา เราทราบคา principal stresses และ principal planes ของ element ที่ถูกกระทํ า
โดยสภาวะของหนวยแรงในสามมิติ ดังที่แสดงในรูปที่ 9-14c ซึ่งสภาวะของ principal stresses นี้มักจะถูกเรียกวา สภาวะ
triaxial stress ถาเราพิจารณา element ดังกลาวในระนาบ zy ′−′ , zx ′−′ , และ yx ′−′  ดังที่แสดงในรูปที่ 9-15a ถึง 
9-15c แลว เราจะสามารถเขียน Mohr’s circle ของ element ดังกลาวไดดังที่แสดงในรูปที่ 9-15d  และเราจะหาคา 
maximum in-plane shear stress และหนวยแรงตั้งฉากเฉลี่ยของแตละกรณีได เชน คา maximum in-plane shear stress 
และหนวยแรงตั้งฉากเฉลี่ยของ element ในระนาบ zy ′−′  จะมีคาเทากับ 2/)()( minintmax σστ −=′′zy  และ

2/)()( minint σσσ +=′′ avgzy  ตามลํ าดับ ดังที่แสดงในรูปที่ 9-15e โดยที่ element ที่ถูกกระทํ าโดยสภาวะของหนวย
แรงที่หามาไดจะทํ ามุม o45  กับตํ าแหนงของ element ดังที่แสดงในรูปที่ 9-15a ในลักษณะที่คลายกัน เราจะหาสภาวะ 
maximum in-plane shear stress และหนวยแรงตั้งฉากเฉลี่ยบน element ในระนาบ zx ′−′  และ yx ′−′  ดังที่แสดงใน
รูปที่ 9-15f  และ 9-15g ตามลํ าดับ
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เมื่อเราเปรียบเทียบ Mohr’s circle ทั้งสามวงในรูปที่ 9-15d เราจะเห็นวา absolute maximum shear stress  
หรือ 

max
absτ  จะหามาไดจาก Mohr’s circle ที่มีรัศมีที่มากที่สุดที่เกิดขึ้นบน element ดังที่แสดงในรูปที่ 9-15b ดังนั้น

  
2

minmax

max

σσ
τ

−
=abs             (9-13)

และหนวยแรงตั้งฉากเฉลี่ยจะหาไดจากสมการ

   
2

minmax σσ
σ

+
=avg             (9-14)

รูปที่ 9-15
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Plane Stress
ในกรณีที่ stress element ถูกกระทํ าโดย principal stress maxσ  อยูในแนวแกน x′  principal stress intσ  อยู

ในแนวแกน  y′  และ principal stress 0min =σ  อยูในแนวแกน z′  ที่ตั้งฉากกับระนาบ yx ′−′  ดังที่แสดงในรูปที่ 9-
16a แลว เราอาจจะพิจารณาสภาวะของหนวยแรงดังกลาวเปนสภาวะของหนวยแรงแบบ plane stress ได

ถา maxσ  และ intσ  เปนหนวยแรงดึงแลว เราจะเขียน Mohr’s circle ของสภาวะของหนวยแรง principal 
stresses ไดดังที่แสดงในรูปที่ 9-16b และคา maximum in-plane shear stress 2/)()( intmaxmax σστ −=′′yx  จะไม
เปนคา absolute maximum shear stress แตคา absolute maximum shear stress จะเกิดขึ้นในระนาบ zx ′−′  ซึ่งอยู
นอกระนาบ yx ′−′  ที่ principal stresses กระทํ าและมีคาเทากับ

  
22

0)( maxmax
max

max

σσ
ττ =

−
== ′′zxabs             (9-15)

รูปที่ 9-16

ในกรณีที่ stress element ถูกกระทํ าโดย principal stress maxσ  อยูในแนวแกน x′  ซึ่งเปนหนวยแรงดึง 
principal stress 0int =σ  อยูในแนวแกน z′  ที่ตั้งฉากกับระนาบ yx ′−′  และ principal stress minσ  อยูในแนวแกน  
y′  ซึ่งเปนหนวยแรงกดอัด ดังที่แสดงในรูปที่ 9-17a แลว เราจะเขียน Mohr’s circle ของสภาวะหนวยแรง principal 

stresses ไดดังที่แสดงในรูปที่ 9-17b ซึ่งเราจะเห็นวา คา absolute maximum shear stress จะเกิดขึ้นในระนาบ yx ′−′

ซึ่งเปนระนาบที่ principal stresses กระทํ าและมีคาเทากับ

    
2

)( minmax
max

max

σσ
ττ

−
== ′′yxabs             (9-15)

การพิจารณาคา absolute maximum in-plane shear stress ที่กลาวถึงมานี้ มีความสํ าคัญมากในการออกแบบ
ชิ้นสวนของโครงสรางหรือเครื่องจักกลเชน เพลา เปนตน ที่ทํ าดวยวัสดุแบบ ductile material เนื่องจากกํ าลังของวัสดุดัง
กลาวจะขึ้นอยูกับความสามารถของวัสดุในการรับแรงเฉือน
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รูปที่ 9-17
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ตัวอยางที่ 9-5
กํ าหนดใหสภาวะของหนวยแรงบน stress element หนึ่งมีคาเปน MPa 100=xσ , MPa 60−=yσ , และ 

MPa 80=xyτ จงหาคา principle stresses และคา absolute maximum shear stress ของสภาวะของหนวยแรงดัง
กลาว
Principal normal stresses

จุดศูนยกลางของ Mohr’s circle อยูที่พิกัด )0,( avgσ

MPa 20
2

60100
2

=
−

=
+

= yx
avg

σσ
σ

รัศมีของ Mohr’s circle

MPa 1.11380
2

)60(100
2

2
2

2
2

=+





 −−

=+






 −
= xy

yxR τ
σσ

กํ าหนดให Mohr’s circle มีแกนของหนวยแรงตั้งฉาก σ  เปนแกนนอนและแกนของหนวยแรงเฉือน τ  เปนแกน
ตั้ง โดยใหแกนบวกมีทิศพุงลง ดังนั้น เราจะเขียน Mohr’s circle ไดดังที่แสดงในรูปที่ EX 9-5 และเราจะไดวา สภาวะของ
หนวยแรง principal stresses จะหาไดโดยใชพิกัดของจุด B  และจุด D  บน Mohr’s circle โดยที่

MPa 1.1331.113201 =+=σ

MPa 137.931.113202 −=−=σ
และทิศทางการหมุนของ stress element  ที่ถูกกระทํ าโดยสภาวะของหนวยแรง principal stresses จะหาไดโดยการหมุน
เสนรัศมี OA   ทวนเข็มนาฬิกาเปนมุม 

1
2 pθ จนทับกับเสนรัศมี BC  ของ Mohr’s circle โดยที่

o
p 0.45

2/))80(100(
80tan2 1

1
=

−−
= −θ

ดังนั้น แกน x  ของ stress element จะตองถูกหมุนทวนเข็มนาฬิกาไปในแนวของแกน x′  เปนมุม
o

o

p 5.22
2
0.45

1 ==θ

เนื่องจาก principal stresses ในทิศทาง z  มีคาเทากับศูนย ดังนั้น
  MPa 1.133max =σ        MPa 0int =σ        MPa 137.93min −=σ  Ans.

รูปที่ EX 9-5
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Absolute maximum shear stress
จากสมการที่ 9-13 และ 9-14 เราจะไดวา

MPa 14.113
2

)137.93(137.133
2

minmax

max
=

−−
=

−
=

σσ
τ abs

MPa 20
2

)1.93(1.133
2

minmax =
−+

=
+

=
σσ

σ avg

ซึ่งคาดังกลาวสามารถหาไดโดยการเขียน Mohr’s circle ในระนาบ zy ′−′ , zx ′−′ , และ yx ′−′  ดังที่แสดงในรูปที่
EX 9-5 และคา absolute maximum shear stress จะเปนคาเดียวกันกับ maximum in-plane shear stress ในระนาบ

yx ′−′  ที่หาไดจากการหมุน stress element เริ่มตนในทิศทางตามเข็มนาฬิกาไปเปนมุม o5.22                            Ans.
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แบบฝกหัดทายบทที่ 9
9-1 สภาวะของหนวยแรงที่จุดๆ หนึ่งบนชิ้นสวนของโครงสรางมีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 9-1

a.) จงหาหนวยแรงตางๆ ที่กระทํ าอยูบนระนาบ AB
b.) จงหาสภาวะของหนวยแรงเมื่อสภาวะของหนวยแรงถูกหมุนเปนมุมตามเข็มนาฬิกาโดยใชสมการ stress-

transformation
c.) จงหาสภาวะของหนวยแรงเมื่อสภาวะของหนวยแรงถูกหมุนเปนมุมตามเข็มฯาฬิกาโดยใช Mohr’s Circle
d.) จงหาสภาวะของหนวยแรง principal stresses และ maximum in-plane shear stress ที่เกิดขึ้นบน stress

element และทิศทางของ element โดยใชสมการ stress-transformation
e.) จงหาสภาวะของหนวยแรง principal stresses และ maximum in-plane shear stress ที่เกิดขึ้นบน stress

element และทิศทางของ element โดยใช Mohr’s Circle

รูปที่ Prob. 9-1

9-2 สภาวะของหนวยแรงที่จุดๆ หนึ่งบนชิ้นสวนของโครงสรางมีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 9-2
a.) จงหาสภาวะของหนวยแรงเมื่อสภาวะของหนวยแรงถูกหมุนเปนมุมตามเข็มนาฬิกาโดยใชสมการ stress-

transformation
b.) จงหาสภาวะของหนวยแรงเมื่อสภาวะของหนวยแรงถูกหมุนเปนมุมตามเข็มฯาฬิกาโดยใช Mohr’s Circle
c.) จงหาสภาวะของหนวยแรง principal stresses และ maximum in-plane shear stress ที่เกิดขึ้นบน stress

element และทิศทางของ element โดยใชสมการ stress-transformation
d.) จงหาสภาวะของหนวยแรง principal stresses และ maximum in-plane shear stress ที่เกิดขึ้นบน stress

element และทิศทางของ element โดยใช Mohr’s Circle

รูปที่ Prob. 9-2

9-3 คานไมถูกกระทํ าโดยแรง kN 12  ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 9-3 ถาไมเส้ียนไมที่จุด A  ทํ ามุม o25  กับแนวนอน
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a.) จงหาหนวยแรงตั้งฉาก (normal stress) ในแนวตั้งฉากกับเส้ียนไมและหนวยแรงเฉือน (shear stress) ใน
แนวขนานกับเส้ียนไม

b.) จงหาสภาวะของหนวยแรง principal stresses และ maximum in-plane shear stress ที่เกิดขึ้นบน stress 
element และทิศทางของ element

รูปที่ Prob. 9-3

9-4 จงหาสภาวะของหนวยแรง principal stresses และ maximum in-plane shear stress ที่เกิดขึ้นบน stress element
ที่จุด B  ของโครงสราง ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 9-4

รูปที่ Prob. 9-4

9-5 จงหาสภาวะของหนวยแรง principal stresses และ maximum in-plane shear stress ที่เกิดขึ้นบน stress element
ที่จุด B  ของโครงสราง ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 9-5

รูปที่ Prob. 9-5

9-6 จงหาสภาวะของหนวยแรง principal stresses และ maximum in-plane shear stress ที่เกิดขึ้นบน stress element
ที่จุด A  ของชิ้นสวนที่รองรับลอของเครื่องบิน เมื่อกํ าหนดใหแรงกระทํ ามีคา kN 12=P  ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 9-6



Mechanics of  Materials 9-33

รูปที่ Prob. 9-6

9-7 จงหาสภาวะของหนวยแรง principal stresses และ maximum in-plane shear stress ที่เกิดขึ้นบน stress element
ที่จุด A  และจุด B  ของเพลาตัน ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 9-7

รูปที่ Prob. 9-7

9-8 กํ าหนดใหเสาหนาตัดส่ีเหลี่ยมผืนผาถูกกระทํ าโดยแรงตางๆ ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 9-8 จงหาสภาวะของหนวยแรง 
principal stresses และ maximum in-plane shear stress ที่เกิดขึ้นบน stress element ที่จุด A

รูปที่ Prob. 9-8

9-9 กํ าหนดให cylindrical pressure vessel ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 9-9 มีรัศมีภายใน m 25.1 และหนา mm 15  และ
ถูกกระทํ าโดยแรงดันภายใน MPa 8=p  ถา pressure vessel ดังกลาวมีรอยเชื่อมทํ ามุม o45  กับแนวนอน จงหาส
ภาวะของหนวยแรง principal stresses ที่เกิดขึ้นบนรอยเชื่อม
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รูปที่ Prob. 9-9

9-10 จงหา principal stresses และ absolute maximum shear stress ที่เกิดขึ้นบน stress element ดังที่แสดงในรูปที่ 
Prob. 9-10

รูปที่ Prob. 9-10

9-11 จงหา principal stresses และ absolute maximum shear stress ที่เกิดขึ้นบน stress element ดังที่แสดงในรูปที่ 
Prob. 9-11

รูปที่ Prob. 9-11

9-12 กํ าหนดให frame ไมมีลักษณะและถูกกระทํ าโดนแรงและโมเมนต ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 9-12 จงหา principal 
stresses และ absolute maximum shear stress ที่เกิดขึ้นบน stress element ที่จุด A

รูปที่ Prob. 9-12
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บทที่ 10
การแปลงความเครียด (Strain Transformation)

เรียบเรียงโดย อ.ดร. สิทธิชัย แสงอาทิตย

10.1 ความเครียดในระนาบ (Plane Strain)
จากบทที่ 2 เราไดทราบไปแลววา ภายใตการกระทํ าของแรง วัตถุจะเกิดการเปลี่ยนแปลงรูปรางขึ้น ซึ่งมักจะถูก

วัดหรืออธิบายไดโดยใชปริมาณที่เรียกวา ความเครียด (strain)
ในการพิจารณาถึงสภาวะของความเครียดที่เกิดขึ้นที่จุดๆ หนึ่ง เราจะทํ าการพิจารณาสภาวะของความเครียดที่

เกิดขึ้นบน cubic volume element เล็กๆ ที่ลอมรอบจุดนั้น โดยทั่วไปแลว สภาวะของความเครียดบน cubic volume 
element จะประกอบไปดวยความเครียดทั้งหมด 6 คาคือ ความเครียดตั้งฉาก xε , yε , และ zε  และความเครียดเฉือน 
xyγ , yzγ , และ zxγ  ซึ่งเปนอิสระตอกัน ความเครียดทั้ง 6 คานี้จะมีคาเปลี่ยนไปตามทิศทางการวางตัวของ cubic 

volume element ในลักษณะที่คลายคลึงกันกับหนวยแรง
ในการทดสอบวัสดุ เราจะวัดคาของความเครียดเหลานี้ไดโดยใช strain gauge ซึ่งโดยปกติแลว เราจะสามารถทํ า

ไดในบางทิศทางเทานั้น ดังนั้น ถาเราสนใจที่จะทราบคาของความเครียดในทิศทางอื่นๆ แลว เราจะตองทํ าการแปลง
ความเครียด (strain transformation) เพื่อหาคาของความเครียดในทิศทางนั้นๆ ซึ่งจะกลาวถึงตอไปในบทนี้

เชนเดียวกับในกรณีของหนวยแรง ความเครียดที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนโครงสรางหรือเครื่องจักรกลจะถูกลดจํ านวนให
อยูในรูปของสภาวะของความเครียดในระนาบเดียว (plane strain) ได โดยที่สภาวะของความเครียดแบบ plane strain ใน
ระบบแกน x y−  จะประกอบไปดวยความเครียดตั้งฉาก xε  และ yε  และความเครียดเฉือน xyγ  ซึ่งกระทํ าอยูบนดาน
ทั้งส่ีดานของ strain element ดังที่แสดงในรูปที่ 10-1 จากรูป เราจะเห็นไดวา ความเครียดตั้งฉาก xε  และ yε  จะทํ าให
เกิดการเปลี่ยนแปลงความยาวในแกน x  และแกน y  ตามลํ าดับ และความเครียดเฉือน γ xy  จะทํ าใหเกิดการหมุน
สัมพัทธของหนาตัดที่อยูติดกันบน element นั้น

รูปที่ 10-1

ถึงแมนวา plane strain และ plane stress จะมีหนวยแรงและความเครียดสามองคประกอบเทากันและอยูบน
ระนาบเดียวกัน แตโดยสวนใหญแลว plane strain จะไมทํ าใหเกิด plane stress และ plane stress จะไมทํ าใหเกิด plane 
strain

พิจารณา cubic volume element ดังที่แสดงในรูปที่ 10-2 ซึ่งถูกกระทํ าโดยสภาวะของหนวยแรงแบบ plane 
stress xσ  และ yσ  ภายใตหนวยแรงทั้งสองนี้ เราจะเห็นไดวา cubic volume element จะมีการเปลี่ยนแปลงรูปรางดังที่
แสดงโดยเสนประ ซึ่งนอกจากจะทํ าใหมีความเครียดตั้งฉาก xε  และ yε   เกิดขึ้นแลว การเปลี่ยนแปลงรูปรางดังกลาวยัง
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จะทํ าใหมีความเครียดตั้งฉาก zε  เกิดขึ้นดวย แตในกรณีที่ cubic volume element ถูกกระทํ าโดยสภาวะของความเครียด
แบบ plane strain xε  และ yε  แลว เราจะเห็นไดวา cubic volume element จะมีเฉพาะหนวยแรงตั้งฉาก xσ  และ yσ

เกิดขึ้นเทานั้น แตจะไมมีหนวยแรงตั้งฉาก zσ  เกิดขึ้นเลย ดังนั้น โดยทั่วไปแลว เราอาจจะกลาวไดวา plane stress จะไม
เกิดขึ้นพรอมกันกับ plane strain ยกเวนในกรณีที่ Poisson’s ratio มีคาเทากับศูนย และเนื่องจากหนวยแรงเฉือนและ
ความเครียดเฉือนไมมีความสัมพันธกับ Poisson’s ratio ดังนั้น เมื่อหนวยแรงเฉือน 0=xzτ  แลว ความเครียดเฉือน 

0=xzγ  และเมื่อหนวยแรงเฉือน 0=yzτ  แลว ความเครียดเฉือน 0=yzγ

รูปที่ 10-2

ตารางที่ 10-1 แสดงการเปรียบเทียบหนวยแรงและความเครียดตางๆ ที่เกิดขึ้นบน cubic volume element ที่ถูก
กระทํ าโดยสภาวะของหนวยแรงแบบ plane stress และสภาวะของความเครียดแบบ plane strain ซึ่งเราจะกลาวสรุปเงื่อน
ไขของการเกิด plane stress และ plane strain ไดวา

1. เงื่อนไขที่กอใหเกิด plane stress คือ 0=zσ , 0=xzτ , และ 0=yzτ

2. เงื่อนไขที่กอใหเกิด plane strain คือ 0=zε , 0=xzγ , และ 0=yzγ

ตารางที่ 10-1
Plane stress Plane strain

Stresses 0=zσ    0=xzτ    0=yzτ

xσ , yσ , และ xyτ  อาจมีคาไมเทากับศูนย
0=xzτ    0=yzτ

xσ , yσ , zσ , และ xyτ  อาจมีคาไมเทากับศูนย
Strains 0=xzγ    0=yzγ

xε , yε , zε , และ xyγ  อาจมีคาไมเทากับศูนย
0=zε    0=xzγ    0=yzγ

xε , yε , และ xyγ  อาจมีคาไมเทากับศูนย
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10.2 สมการการแปลงความเครียดในระนาบ (General Equations of Plane-Strain Transformation)
กํ าหนดใหคาของ plane strain xε , yε , และ xyγ  ที่เกิดขึ้นที่จุดใดจุดหนึ่งบนชิ้นสวนของโครงสรางหรือเครื่อง

จักรกลในระบบแกน yx −  เปนคาที่เราทราบ และเราตองการหาคาของ plane strain xε ′ , yε ′ , และ xyγ ′  ที่อยูในระบบ
แกน yx ′−′   เมื่อระบบแกน yx −  ทํ ามุมตอระบบแกน yx ′−′   เทากับ θ
Sign Convention

รูปที่ 10-3a แสดง sign convention ของความเครียดที่มีคาเปนบวกบน strain element โดยที่
1. ความเครียดตั้งฉาก xε  และ ε y  จะมีคาเปนบวก เมื่อความเครียดตั้งฉากทั้งสองทํ าใหเกิดการยืดตัวไปใน

แนวแกน x+  และ y+  ตามลํ าดับ
2. ความเครียดเฉือน xyγ  จะมีคาเปนบวก เมื่อมุมภายใน AOB  มีคาลดลงนอยกวา 90o

เราควรสังเกตดวยวา sign convention ของความเครียดนี้จะมีความสอดคลองกับ sign convention  ที่เราใชใน
กรณีของ plane stress ที่กลาวถึงไปแลวในบทที่ 9 คือ หนวยแรง xσ , yσ , และ xyτ  ที่เปนบวกจะทํ าใหเกิดความเครียด 
xε , yε , และ xyγ  ที่เปนบวก นอกจากนั้นแลว มุม θ  จะมีคาเปนบวก เมื่อมีทิศทางหมุนตามกฎมือขวาจากแกน x  ไป

ยังแกน ′x  หรือหมุนทวนเข็มนาฬิกา ดังที่แสดงในรูปที่ 10-3b

รูปที่ 10-3
Normal and Shear Strain Components

ในการที่จะหาสมการการแปลงความเครียด (strain transformation) ของความเครียดตั้งฉาก x′ε  เราจะทํ าการ
หาคาการยืดตัวของเสนตรง xd ′  ในแนวแกน x′  เมื่อ strain element ถูกกระทํ าโดยความเครียด xε , yε , และ xyγ  ที่มี
คาเปนบวก จากรูปที่ 10-4a เราจะไดวา สวนของเสนตรง xd ′  ในแนวแกน x  และแกน y  มีคาเทากับ

  
dx dx
dy dx

= ′
= ′

 
 
cos
sin

θ
θ

            (10-1)

เมื่อความเครียดตั้งฉาก xε  เกิดขึ้น ดังที่แสดงในรูปที่ 10-4b แลว เสนตรง dx  จะเกิดการยืดตัว dxxε  ซึ่งทํ าให
เสนตรง xd ′  เกิดการยืดตัว θε cos dxx

ในลักษณะเดียวกัน เมื่อความเครียดตั้งฉาก yε  เกิดขึ้น ดังที่แสดงในรูปที่ 10-4c แลว เสนตรง dy  จะเกิดการ
ยืดตัว dyyε  ซึ่งทํ าใหเสนตรง dx ′  เกิดการยืดตัว θε sin dyy

สุดทาย สมมุติให dx  ยังคงอยูที่ตํ าแหนงเดิมในขณะที่วัตถุมีการเปลี่ยนแปลงรูปราง ดังนั้น ความเครียดเฉือน 
xyγ  ซึ่งเปนคาการเปลี่ยนแปลงมุมระหวางเสนตรง dx  และเสนตรง dy  จะทํ าใหจุดปลายดานบนของ dy  เกิดการ

เปล่ียนตํ าแหนง dyxyγ  ไปทางขวามือ ดังที่แสดงในรูปที่ 10-4d และจะทํ าใหเสนตรง dx ′  เกิดการยืดตัวเทากับ 
θγ cos dyxy
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เมื่อเราทํ าการรวมคาการยืดตัวทั้งสามคาดังกลาวเขาดวยกันแลว คาการยืดตัวลัพธ dx ′  จะมีคาเทากับ
θγθεθεδ cos  sin  cos  dydydxx xyyx ++=′

จากสมการที่ 2-2 เราจะไดวา ความเครียดตั้งฉากในแนวเสนตรง xd ′  จะอยูในรูป xdxx ′′=′ /δε  ดังนั้น จาก
สมการที่ 10-1 เราจะไดวา

          θθγθεθεε cos sinsincos 22
xyyxx ++=′             (10-2)

รูปที่ 10-4

ในการที่จะหาสมการ strain transformation ของความเครียดเฉือน yx ′′γ  เราจะทํ าการหามุมที่เสนตรง dx ′
และ dy ′  หมุนไป เมื่อ strain element ถูกกระทํ าโดยความเครียด xε , yε , และ xyγ  ที่มีคาเปนบวก

พิจารณารูปที่ 10-4e ซึ่งแสดงการหมุนของเสนตรง dx ′  ที่มีทิศทางทวนเข็มนาฬิกาเปนมุม α  ซึ่งมุม α  จะหา
ไดจากสมการ xdy ′′= /δα  โดยที่ y′δ  จะเปนผลรวมของการเปลี่ยนตํ าแหนงเนื่องจาก xε  รวมกับการเปลี่ยนตํ าแหนง
เนื่องจาก yε  และรวมกับการเปลี่ยนตํ าแหนงเนื่องจาก xyγ  โดยที่
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จากรูปที่ 10-4b การเปลี่ยนตํ าแหนงเนื่องจาก xε  จะมีคาเทากับ θε sin dxx−

จากรูปที่ 10-4c การเปลี่ยนตํ าแหนงเนื่องจาก yε  จะมีคาเทากับ θε cos dyy

จากรูปที่ 10-4d การเปลี่ยนตํ าแหนงเนื่องจาก xyγ   จะมีคาเทากับ θγ sin dyxy−

ดังนั้น เราจะไดวา
θγθεθεδ sin  co  sin  dysdydxy xyyx −+−=′

แทนคาสมการที่ 10-1 และคาการเปลี่ยนตํ าแหนง δ ′y  ลงในสมการ xdy ′′= /δα  เราจะไดวา
       θγθθεεα 2sincos sin)( xyyx −+−=             (10-3)

จากรูปที่ 10-4e เราจะเห็นวา การหมุนของเสนตรง yd ′  มีทิศทางตามเข็มนาฬิกาเปนมุม β  จากการวิเคราะห
เชนเดียวกับที่ใชในการหามุม α  หรือโดยการแทนคา θ  ลงในสมการที่ 10-3 ดวยคา o90+θ  แลวใชความสัมพันธ 

θθ cos)90sin( =+ o  และ θθ sin)90cos( −=+ o  เราจะไดวา

θγθθεε

θγθθεεβ
2

2

cossin cos)(    

)90(sin)90cos( )90sin()(

xyyx

o
xy

oo
yx

−+−−=

+−+++−=

เนื่องจากมุม α  และมุม β  เปนมุมที่เสนตรง dx ′  และ dy ′  ซึ่งเปนดานของ element ที่เริ่มตนอยูในแนวแกน 
′x  และแกน ′y  ตามลํ าดับ เกิดการหมุนไปจากแกนดังกลาว และเนื่องจากมุม β  หมุนไปในทิศทางที่ตรงกันขามกับมุม 

α  ดังที่แสดงในรูปที่ 10-4e ดังนั้น element ดังกลาวจะมีความเครียดเฉือนเกิดขึ้นเทากับ
       )sin(coscos sin)(2 22 θθγθθεεβαγ −+−−=−=′′ xyyxyx             (10-4)

เนื่องจาก θθθ cossin22sin = , 
2

)2 cos1(sin 2 θ
θ

−
= , และ 

2
)2 cos1(cos2 θ

θ
+

=  ดังนั้น เราจะเขียนสม

การที่ 10-2 และ 10-4 ใหมไดเปน

          θ
γ

θ
εεεε

ε 2 sin
2

2 cos
22

xyyxyx
x +

−
+

+
=′             (10-5)

                  θ
γ

θ
εεγ

2 cos
2

2 sin
22

xyyxyx +
−

−=′′             (10-6)

และความเครียด y′ε  จะหามาไดจากการแทนคามุม θ  ในสมการที่ 10-5 ดวยคามุม o90+θ  ซึ่งเราจะไดวา

           θ
γ

θ
εεεε

ε 2 sin
2

2 cos
22

xyyxyx
y −

−
−

+
=′             (10-7)

รูปที่ 10-5
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รูปที่ 10-5 แสดงการเปลี่ยนแปลงรูปรางของ element เมื่อคาของความเครียดตั้งฉาก x′ε  และความเครียดเฉือน 
yx ′′γ  มีคาเปนบวกแลว เราจะเห็นไดวา การเปลี่ยนแปลงรูปรางดังกลาวจะมีลักษณะที่สอดคลองกับการเปลี่ยนแปลงรูป

รางของ element เมื่อ element ดังกลาวถูกกระทํ าโดยหนวยแรงตั้งฉาก x′σ  และหนวยแรงเฉือน  yx ′′τ  ที่มีคาเปนบวก  
นอกจากนั้นแลว สมการของ plane-strain transformation (สมการที่ 10-5 ถึง 10-7) มีลักษณะที่คลายคลึงกับสมการของ 
plane-stress transformation (สมการที่ 9-1 ถึง 9-3) โดยการเปรียบเทียบ เราจะไดวา หนวยแรงและความเครียดมีความ
สอดคลองกัน ดังที่แสดงในตารางที่ 10-2

ตารางที่ 10-2
Stresses Strains

xσ xε

yσ yε

x′σ x′ε

y′σ y′ε

xyτ 2/xyγ

yx ′′τ 2/yx ′′γ

เมื่อเรานํ าความเครียดตั้งฉาก x′ε  และ y′ε ในสมการที่ 10-5 และ 10-7 มารวมกันแลว เราจะไดวา
yxyx εεεε +=+ ′′

ซึ่งแสดงวา ผลรวมของความเครียดตั้งฉากที่กระทํ าอยูบนดานที่ตั้งฉากกันของ element ที่ถูกกระทํ าโดย plane strain ที่
จุดๆ หนึ่งที่เรากํ าลังพิจารณาอยูจะมีคาคงที่
In-Plane Principal Strains

เชนเดียวกับในกรณีของการหา in-plane principal stresses เราจะหาทิศทางของ element ที่ถูกกระทํ าโดย
ความเครียดตั้งฉากเทานั้น โดยที่ไมมีความเครียดเฉือนเกิดขึ้นเลยได ซึ่งเราเรียกความเครียดตั้งฉากนี้วา principal strain

ในกรณีที่วัสดุเปนวัสดุแบบ isotropic แลว ระบบแกนที่ principal strain นี้เกิดขึ้นจะเปนระบบแกนเดียวกันกับที่ 
principal stress เกิดขึ้น ดังนั้น จากสมการที่ 9-4 และ 9-5 และจากความสัมพันธของหนวยแรงและความเครียด เราจะได
วา ทิศทางของระบบแกนที่เกิด principal strain จะหาไดจากสมการ

yx

xy
p εε

γ
θ

−
=2 tan             (10-8)

และ principal strain ดังกลาวจะหาไดจากสมการ

              
22

2
1 222 








+







 −
±

+
= xyyxyx γεεεε

ε             (10-9)

Maximum In-plane Shear Strain
เชนเดียวกับในกรณีของ in-plane principal strains เราจะหาคาของทิศทางของระบบแกนที่ maximum in-

plane shear strain เกิดขึ้น (ซึ่งทํ ามุม 45o  กับทิศทางของระบบแกนที่ in-plane principal strains เกิดขึ้น) ไดจากสมการ
ที่ 9-6 ซึ่งจะอยูในรูป
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xy

yx
s γ

εε
θ

)(
2 tan

−−
=           (10-10)

ในลักษณะเดียวกัน คา maximum in-plane shear strain จะหาไดจากสมการ

                
22

plane-in
max

222

)(









+







 −
=

′′
xyyx

yx γεεγ
          (10-11)

และคาความเครียดเฉลี่ยที่เกิดขึ้นพรอมกับ maximum in-plane shear strain จะหาไดจาก

       
2

yx
avg

εε
ε

+
=           (10-12)
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ตัวอยางที่ 10-1
กํ าหนดให strain element ดังที่แสดงในรูปที่ EX 10-1a มีสภาวะของ strain ดังตอไปนี้ )10(500 6−=xε ,

)10(300 6−−=yε , )10(200 6=xyγ  จงหา
a.) สภาวะของ strain เมื่อ strain element หมุนทวนเข็มนาฬิกาเปนมุม o30
b.) Principal strains และทิศทางที่เกิด
c.) Maximum in-plane shear strain และทิศทางที่เกิด

รูปที่ EX 10-1
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สภาวะของ strain เมื่อ strain element หมุนทวนเข็มนาฬิกาเปนมุม o30
เนื่องจากแกน x′  ของ strain element หมุนทวนเข็มนาฬิกาเปนมุม o30  จากแกน x  ดังนั้น จาก sign

convention ที่ใช o30+=θ

คาความเครียดตั้งฉากในแนวแกน x′  จะหาไดจากสมการที่ 10-5

θ
γ

θ
εεεε

ε 2 sin
2

2 cos
22

xyyxyx
x +

−
+

+
=′

))30(2( sin
2

)10(80))30(2( cos)10(
2

200350)10(
2

200350 6
66 oo

x

−
−−

′ +



 −−

+



 +−

=ε

)10(178 6−
′ −=xε

คาความเครียดเฉือนในระนาบ yx ′−′  จะหาไดจากสมการที่ 10-6

                  θ
γ

θ
εεγ

2 cos
2

2 sin
22

xyyxyx +
−

−=′′

))30(2( cos
2

)10(80))30(2( sin)10(
2

200350
2

6
6 ooyx

−
−′′ +



 −−

−=
γ

)10(248 6−
′′ =yxγ

คาความเครียดตั้งฉากในแนวแกน y′  จะหาไดจากสมการที่ 10-7

           θ
γ

θ
εεεε

ε 2 sin
2

2 cos
22

xyyxyx
y −

−
−

+
=′

))30(2( sin
2

)10(80))30(2( cos)10(
2

200350)10(
2

200350 6
66 oo

y

−
−−

′ −



 −−

−



 +−

=ε

)10(28 6−
′ =yε

ดังนั้น เราจะเขียนสภาวะของ strain เมื่อ strain element หมุนทวนเข็มนาฬิกาเปนมุม o30  ไดดังที่แสดงในรูปที่ EX 10-
1c Ans.
Principal strains และทิศทางที่เกิด

ทิศทางของ principal plane ที่มีสภาวะของ principal strains เกิดขึ้นจะหาไดสมการที่ 10-8

yx

xy
p εε

γ
θ

−
=2 tan

6

6

10)200350(
)10(802 tan −

−

−−
=pθ

o
p 28.82 −=θ  และ ooo 8.17118028.8 =+−

o
p 14.4−=θ  และ o9.85

จาก sign convention ที่ใช มุม θ   มีคาเปนบวกแสดงวาแกน x′  ของ strain element หมุนทวนเข็มนาฬิกาไป
จากแกน x

คาของ principal plane จะหาไดจากสมการที่ 10-9
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1 222 
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2
80

2
20035010

2
200350 −−


















+






 −−

±



 +−

=ε

)10(9.277)10(0.75 66

2
1

−− ±−=ε

ดังนั้น
)10(203 6

1
−=ε  และ )10(353 6

2
−−=ε

เราจะตรวจสอบวาคาของ principal plane คาใดเปนคาที่เกิดขึ้นที่หนาตัดของ strain element ที่ทํ ามุมตั้งฉาก
กับแกน x′  ที่หมุนไปเปนมุม o

p 14.4−=θ  จากแกน x  ไดโดยใชสมการที่10-5

)28.8( sin
2

)10(80)28.8( cos)10(
2

200350)10(
2

200350 6
66 oo

x −+−



 −−

+



 +−

=
−

−−
′ε

)10(353 6−
′ −=xε

ดังนั้น x′= εε 2  และ strain element จะเกิดการเปลี่ยนแปลงรูปราง ดังที่แสดงในรูปที่ EX 10-1d Ans.
Maximum in-plane shear strain และทิศทางที่เกิด

strain element ที่มีสภาวะของ maximum in-plane shear strain เกิดขึ้นจะมีทิศทางที่หมุนไปจาก strain
element ดังที่แสดงในรูปที่ EX 10-1d เปนมุมเทากับ o45

ooo
s 9.404514.4 =+−=θ

ดังที่แสดงในรูปที่ EX 10-1e หรือจะสามารถคํ านวณหามาไดโดยใชสมการที่ 10-10
จากสมการที่ 10-11 คา maximum in-plane shear strain จะมีคาเทากับ

22
plane-in

max

222

)(









+







 −
=

′′
xyyx

yx γεεγ

)10(
2

80
2

200350
2

)(
6

22
plane-in

max
−

′′


















+






 −−

=
yxγ

)10(556)( 6

plane-in
max

−
′′ =yxγ

จากสมการที่ 10-11 คา ความเครียดเฉลี่ยที่เกิดขึ้นพรอมกับ maximum in-plane shear strain จะมีคาเทากับ

)10(75)10(
2

200350
2

66 −− −=
+−

=
+

= yx
avg

εε
ε

ทิศทางการเกิดขึ้นของความเครียดเฉือนที่เหมาะสมจะหาไดโดยการแทนคามุม o
s 9.40=θ  ลงในสมการที่ 10-

6

))9.40(2( cos
2

)10(80))9.40(2( sin)10(
2

200350
2

6
6 ooyx

−
−′′ +



 −−

−=
γ

)10(556 6−
′′ =yxγ

ดังนั้น 
plane-in

max)( yx ′′γ  จะทํ าให strain element มีมุมระหวางดาน xd ′  และ yd ′  ลดลงจากมุม o90  ดังที่แสดงในรูปที่

EX 10-1e Ans.
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10.3 วงกลมมอร - ความเครียดในระนาบ (Mohr’s Circle-Plane Strain)
ในลักษณะเชนเดียวกับ Mohr’s circle ของ plane stress เราจะเขียนสมการของ Mohr’s circle ของ plane

strain ไดในรูป

       [ ] 2
2

2

2
Ryx

avgx =







+− ′′

′

γ
εε            (10-13)

เมื่อ
2

yx
avg

εε
ε

+
=

22

22 







+







 −
= xyyxR

γεε

สมการที่ 10-13 เปนสมการของวงกลมที่มีจุดศูนยกลางอยูบนแกน ε  ที่จุด )0 ,( avgC ε  และมีรัศมีเทากับ R
และรูปรางโดยทั่วไปของ Mohr’s circle จะเขียนไดดังที่แสดงในรูปที่ 10-6 โดยที่จุด A  จะเปนจุดที่แสดงสภาวะของ
ความเครียดที่เกิดขึ้นอยูบนดานของ element ที่ตั้งฉากกับแกน x  และมี coordinate เปน )2/ ,( xyx γε

รูปที่ 10-6

รูปที่ 10-7
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จากรูปที่ 10-7a คาของ principal strains 1ε  และ 2ε  จะเปนคาพิกัดที่จุดที่ Mohr’s circle ตัดกับแกน ε  หรือ
จุด )0 ,( 1εB  และ )0 ,( 2εD  และทํ ามุม 12 pθ  และ 22 pθ  ตามลํ าดับ ในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา จากเสนรัศมีเริ่มตน

CA
คาของมุม 12 pθ  และ 22 pθ  จะหาไดโดยการใช trigonometry เราควรที่จะทราบแลวดวยวา element จะตอง

หมุนไปจากระบบแกนอางอิง x y−  เปนมุม 1pθ  และ 2pθ  เทานั้น ซึ่งจะสมมูลกับการหมุนที่เกิดขึ้นบน Mohr’s circle
เปนมุม 12 pθ  และ 22 pθ  และเมื่อเราทราบมุมใดมุมหนึ่งของมุม 1pθ  และ 2pθ  แลว เราจะหาคาของอีกมุมหนึ่งได เนื่อง
จากมุมทั้งสองนี้ตางกันอยู 90o  รูปที่ 10-7b แสดงการหมุนของ element เพื่อที่จะทํ าใหเกิด principal strain 1ε  ที่สอด
คลองกับการหมุนของ Mohr’s circle 12 pθ  โดยที่ระบบแกน ′ − ′x y  จะหมุนเปนมุม 1pθ  จากแกน x y−  ในทิศทาง
ทวนเข็มนาฬิกา และการเปลี่ยนแปลงรูปรางของ element เนื่องจาก principal strains 1ε  และ 2ε  จะมีลักษณะดังที่
แสดงในรูป

ในลักษณะที่คลายคลึงกับการหาคาของ principal strains เราจะหาคาของ maximum in-plane shear strain 
ไดจากพิกัดของจุด E  และจุด F  บน Mohr’s circle ซึ่งทํ ามุม 12 sθ  และ 22 sθ  จากเสนรัศมีเริ่มตน CA  ตามลํ าดับ ดัง
ที่แสดงในรูปที่ 10-8a คามุมทั้งสองนี้จะหาไดโดยใช trigonometry นอกจากนั้นแลว เราจะเขียนสภาวะของความเครียดที่
เกิดขึ้นที่จุด E  บน element ได ดังที่แสดงในรูปที่ 10-8b

รูปที่ 10-8

สุดทาย เราจะหาคาของความเครียดตั้งฉาก x′ε  และความเครียดเฉือน yx ′′γ  ที่เกิดขึ้นที่หนาตัดใดๆ ของ 
element เล็กๆ ที่ตั้งฉากกับระบบแกน ′ − ′x y  และทํ ามุม θ  ในทิศทางทวนเข็มนาฬิกากับระบบแกนอางอิง x y−  ดัง
ที่แสดงในรูปที่ 10-9a  ไดโดยการหมุนเสนรัศมีเริ่มตน CA  ไปเปนมุม θ2  ในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา ซึ่งแสดงโดยเสนใน
แนวรัศมี CP  จากนั้น ใช trigonometry ในการหาคาพิกัดของจุด P  บน Mohr’s circle  ดังที่แสดงในรูปที่ 10-9b นอก
จากนั้นแลว ความเครียดตั้งฉาก y′ε  จะหาไดโดยการหาคาพิกัดของจุด Q  บนแกน ε
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รูปที่ 10-9
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ตัวอยางที่ 10-2
กํ าหนดให strain element มีสภาวะของ strain ดังตอไปนี้ )10(250 6−=xε , )10(150 6−−=yε ,

)10(120 6=xyγ  จงหา
a.) Principal strains และทิศทางที่เกิด
b.) Maximum in-plane shear strain และทิศทางที่เกิด

รูปที่ EX 10-2

กํ าหนดใหแกน ε  และแกน 2/γ  มิทิศที่เปนบวกไปทางขวามือและพุงลงในแนวดิ่ง ตามลํ าดับ ดังที่แสดงในรูป
ที่ EX 10-2a และจุดศูนยกลางของ Mohr’s circle อยูบนแกน ε  ที่จุด )0 ,( avgC ε  และมีรัศมีเทากับ R  โดยที่

)10(50)10(50
2

)150(250
2

66 −− =
−+

=
+

= yx
avg

εε
ε

)10(8.208)10(
2

120
2

)150(250 66
22

−− =

















+






 −−

=R

พิกัดเริ่มตนของสภาวะของ strain บน Mohr’s circle จะมีคาเทากับ ))10(60),10(250()2/,( 66 −−=γε

ซึ่งจะอยูที่จุด A  ดังที่แสดงในรูปที่ EX 10-2a
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Principal strains และทิศทางที่เกิด
คาของ principal strains จะเปนคาพิกัดที่จุดที่ Mohr’s circle ตัดกับแกน ε  ที่จุด B  และจุด D  ดังนั้น

)10(25910)8.20850( 66
1

−− =+=ε

)10(15910)8.20850( 66
2

−− −=−=ε
ทิศทางการหมุนของระนาบที่ถูกกระทํ าโดย principal strains 1ε  จะหาไดจากการหมุนเสนรัศมีเริ่มตน CA  ไป

ยังเสนรัศมี CB  ซึ่งมีคาเทากับ

)50250(
602tan 1 −

=pθ

o
p 35.81 =θ

สภาวะของ principal strains ที่เกิดขึ้นบน strain element หมุนไปเปนมุม o
p 35.81 =θ  ในทิศทางทวนเข็ม

นาฬิกาจะมีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ EX 10-b Ans.
Maximum in-plane shear strain และทิศทางที่เกิด

คาของ maximum in-plane shear strain จะเปนคาพิกัดที่จุด E  และจุด F  ดังนั้น

)10(8.208
2

)(
6plane-in

max
−

′′

=
yxγ

)10(418)( 6

plane-in
max

−
′′ =yxγ

คาความเครียดเฉลี่ยที่เกิดขึ้นพรอมกับ maximum in-plane shear strain จะมีคาเทากับ
)10(50 6−=avgε

จาก Mohr’s circle เราจะหาทิศทางการหมุนของ strain element 12 sθ  ในทิศทางตามเข็มนาฬิกาได
)35.8(2902 1
oo

s −=θ
o

s 6.361 =θ

เนื่องจากคาพิกัดที่จุด E  มีคาเปนบวก ดังนั้น สภาวะของ maximum in-plane shear strain ที่เกิดขึ้นบน strain 
element ที่หมุนในทิศทางตามเข็มนาฬิกาจะมีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ EX 10-c Ans.
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10.4 Strain Rosettes
ดังที่ไดกลาวไปแลวในบทที่ 3 วา ความเครียดตั้งฉากที่เกิดขึ้นในตัวอยางทดสอบภายใตแรงดึงจะถูกวัดไดโดยใช 

electrical-resistance strain gauge แตความเครียดตั้งฉากที่เกิดขึ้นในโครงสรางมักจะถูกวัดโดยใช strain rosette และ
การคํ านวณโดยใชสมการ strain transformation ซึ่งสภาวะความเครียดที่คํ านวณไดนี้จะเปนสภาวะความเครียดที่เกิดจาก
สภาวะหนวยแรงแบบ plane stress เนื่องจาก strain rosette ไมสามารถวัดความเครียดในทิศทางตั้งฉากกับผิวของโครง
สรางได โดยทั่วไปแลว strain rosette จะมีลักษณะเปน strain gauge สามตัวที่ติดตั้งอยูในรูปแบบใดรูปแบบหนึ่ง ดังตัว
อยางที่แสดงในรูปที่ 10-10

รูปที่ 10-10

พิจารณา strain rosette ดังที่แสดงในรูปที่ 10-11a กํ าหนดใหแกนของ strain gauge a , b , และ c  ใน strain 
rosette ทํ ามุมกับแกนอางอิง x  เปนมุม aθ , bθ , และ cθ  ตามลํ าดับ ถาคาความเครียดที่อานไดจาก strain gauge ทั้ง
สามไดเปน aε , bε , และ cε  ตามลํ าดับแลว เราจะหาคาความเครียดตั้งฉาก xε , yε , และ xyγ  ในระนาบ yx −  ที่จุด
ดังกลาวไดโดยใชสมการ strain-transformation (สมการที่ 10-2) โดยที่

รูปที่ 10-11
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ccxycycxc

bbxybybxb

aaxyayaxa

θθγθεθεε

θθγθεθεε

θθγθεθεε

cossinsincos

cossinsincos

cossinsincos

22

22

22

++=

++=

++=

          (10-13)

และเมื่อเราทํ าการแกสมการที่ 10-13 แลว เราจะไดคาความเครียด xε , yε , และ xyγ  ซึ่งแสดงสภาวะความเครียดที่จุด
ดังกลาวในระนาบ yx −

โดยทั่วไปแลว strain rosette มักจะมีรูปแบบที่ strain gauges ทั้งสามทํ ามุมตอกันเทากับ o45  หรือ o60  ใน
กรณีที่ strain rosette มีรูปแบบที่ทํ ามุม o45  ดังที่แสดงในรูปที่ 10-11b แลว เราจะไดวา o

a 0=θ , o
b 45=θ , และ

o
c 90=θ  ดังนั้น จากสมการที่ 10-13  เราจะไดวา

)(2 cabxy

cy

ax

εεεγ

εε
εε

+−=

=
=

ในกรณีที่ strain rosette มีรูปแบบที่ทํ ามุม o60  ดังที่แสดงในรูปที่ 10-11c แลว เราจะไดวา o
a 0=θ ,

o
b 60=θ , และ o

c 120=θ  ดังนั้น จากสมการที่ 10-13  เราจะไดวา

)(
3

2

)22(
3
1

cbxy

acby

ax

εεγ

εεεε

εε

−=

−+=

=

หลังจากที่เราทราบคาความเครียด xε , yε , และ xyγ  แลว เราจะใชสมการ strain transformation หาคา
principal in-plane strains และ maximum in-plane shear strain ที่เกิดขึ้นที่จุดดังกลาวได
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ตัวอยางที่ 10-3
สภาวะความเครียดที่เกิดขึ้นที่จุด A  บนเทาแขน (bracket) ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 10-3a ถูกหามาไดโดยใช stain

rosette ดังที่แสดงในรูป Ex 10-3b กํ าหนดให µεε  60=a , µεε  135=b , and µεε  264=c  จงหาคา principal
strains และทิศทางของการเกิด principal strains ของสภาวะความเครียดดังกลาว

รูปที่ Ex 10-3

กํ าหนดใหแกน x+  มีทิศทาง ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 10-3b ซึ่งเราจะไดวา o
a 0=θ , o

b 60=θ , และ
o

c 120=θ  และจากสมการที่ 10-13
oo

xy
o

y
o

x 0cos0sin0sin0cos)10(60 226 γεε ++=−

)10(60 6−=xε

oo
xy

o
y

o
x 60cos60sin60sin60cos)10(135 226 γεε ++=−

)10(135433.075.025.0 6−=++ xyyx γεε

oo
xy

o
y

o
x 120cos120sin120sin120cos)10(264 226 γεε ++=−

)10(264433.075.025.0 6−=−+ xyyx γεε

เราจะไดสภาวะความเครียด
)10(60 6−=xε , )10(246 6−=yε , และ )10(149 6−−=xyγ
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คา principal strains และทิศทางการเกิด principal strains ของสภาวะความเครียดดังกลาวจะหาไดจากสมการ
22

2
1 222 








+







 −
±

+
= xyyxyx γεεεε

ε และ 
yx

xy
p εε

γ
θ

−
=2 tan  ตามลํ าดับ หรือโดยใช Mohr's circle ดังที่

แสดงในรูปที่ Ex 10-3c ซึ่งเราจะไดวา
)10(272 6

1
−=ε

)10(8.33 6
2

−=ε
และ

o
p 7.38

60153
5.74tan2 1

2 =
−

= −θ

o
p 3.192 =θ

ซึ่งแสดงวาสภาวะความเครียด principal strain จะหาไดจากการหมุนสภาวะความเครียด xε , yε , และ xyγ  ทวนเข็ม
นาฬิกาไปเปนมุม o3.19  ดังที่แสดงในรูป Ex 10-3d โดยที่เสนประแสดงการเปลี่ยนแปลงรูปรางที่เกิดขึ้นบน element ดัง
กลาว                Ans.
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10.5 ความสัมพันธที่เกี่ยวของกับคุณสมบัติของวัสดุ (Material-Property Relationships)
ใน section นี้ เราตองการหาความสัมพันธที่เกี่ยวของกับคุณสมบัติตางๆ ของวัสดุ โดยกํ าหนดใหวัสดุเปนวัสดุ

แบบ homogeneous และ isotropic และมีพฤติกรรมอยูในชวง linear elastic ภายใตแรงกระทํ า ซึ่งขอกํ าหนดนี้จะทํ าให
วัสดุมีพฤติกรรมสอดคลองกับ principle of superposition และ Hooke’s law
Generalized Hooke’s Law

พิจารณา cubic volume element ดังที่แสดงในรูปที่ 10-12a ซึ่งถูกกระทํ าโดยสภาวะหนวยแรง triaxial stress 
xσ , yσ , zσ  จาก principle of superposition เราจะเขียนการเปลี่ยนแปลงรูปรางของ cubic volume element  ดัง

กลาวได ดังที่แสดงในรูปที่ 10-11b, 10-11c, และ 10-11d ตามลํ าดับ

รูปที่ 10-12

เริ่มตนใหเราพิจารณาความเครียดตั้งฉากที่เกิดขึ้นในแนวแกน x  เนื่องจากการกระทํ าของหนวยแรงตั้งฉาก xσ , 
yσ , และ zσ

เมื่อหนวยแรง xσ  กระทํ าดังที่แสดงในรูปที่ 10-12b แลว cubic volume element จะเกิดการยืดตัวในแนวแกน 
x  และทํ าใหเกิดความเครียดตั้งฉากในแนวแกน x  เทากับ

E
x

x
σ

ε =′

เมื่อหนวยแรง yσ  กระทํ าดังที่แสดงในรูปที่ 10-12c แลว cubic volume element จะเกิดการหดตัวในแนวแกน 
x  (Poisson’s effects) และทํ าใหเกิดความเครียดตั้งฉากในแนวแกน x  เทากับ

E
y

x

σ
νε −=′′

เมื่อหนวยแรง zσ  กระทํ าดังที่แสดงในรูปที่ 10-12d แลว cubic volume element จะเกิดการหดตัวในแนวแกน 
x  (Poisson’s effects) และทํ าใหเกิดความเครียดตั้งฉากในแนวแกน x  เทากับ

E
z

x
σ

νε −=′′′

เมื่อเรานํ าความเครียดตั้งฉากในแนวแกน x  มารวมกัน เราจะไดวา

         [ ])(1
zyxx E

σσνσε +−=         (10-14a)

ในลักษณะเดียวกัน เราจะหาความเครียดตั้งฉากในแนวแกน y  และ z  ไดในรูป

        [ ])(1
zxyy E

σσνσε +−=         (10-14b)
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        [ ])(1
yxzz E

σσνσε +−=         (10-14c)

พิจารณา cubic volume element ซึ่งถูกกระทํ าโดยหนวยแรงเฉือน xyτ , yzτ , และ zxτ  เราจะเขียนการเปลี่ยน
แปลงรูปรางของ cubic volume element  ไดดังที่แสดงในรูปที่ 10-13a, 10-13b, และ 10-13c ตามลํ าดับ โดยที่

         xyxy G
τγ

1
= yzyz G

τγ
1

= zxzx G
τγ

1
=           (10-15)

รูปที่ 10-13
Relationship Involving E , ν , and G

พิจารณา element ของวัสดุซึ่งอยูในสภาวะหนวยแรงแบบ pure shear ดังที่แสดงในรูปที่ 10-14a เนื่องจาก 
0=== zyx σσσ  จากสมการ principal stresses

2
2

2
1 22 xy

yxyx τ
σσσσ

σ +






 −
±

+
=

เราจะไดวา principal stresses ที่เกิดจากสภาวะของหนวยแรงดังกลาวอยูในรูป
xyτσ =max

xyτσ −=min

เมื่อ element ดังกลาวเกิดการหมุนทวนเข็มนาฬิกาจากแกน x  ไปเปนมุม o45 ดังที่แสดงในรูปที่ 10-14b

รูปที่ 10-14

เมื่อแทน xyτσ =max , 0int =σ , และ xyτσ −=min  ลงในสมการแรกของสมการที่ 10-14 เราจะไดความ
สัมพันธของ principal strain maxε  และ shear stress ในรูป
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  ( )ντ
ε += 1max E

xy           (10-16)

จากสมการที่ 10-14 เมื่อ 0=== zyx σσσ  แลว 0== yx εε  จากสมการ principal strain
22

2
1 222 








+







 −
±

+
= xyyxyx γεεεε

ε

เราจะไดวา principal strain ที่เกิดจากสภาวะของหนวยแรงดังกลาวอยูในรูป

                  
2max
xyγ

ε =           (10-17)

จาก Hooke’s law, Gxyxy /τγ =  ดังนั้น สมการที่ 10-17 จะถูกเขียนใหมไดเปน

       
G
xy

2max

τ
ε =           (10-18)

จากสมการที่ 10-16 และ 10-18 เราจะไดวา

     
)1(2 ν+

=
EG           (10-19)

ซึ่งแสดงความสัมพันธระหวาง modulus of elasticity และ shear modulus
Dilatation and Bulk Modulus

เราทราบมาแลววา เมื่อโครงสรางถูกกระทํ าโดยแรงภายนอกแลว โครงสรางจะมีการเปลี่ยนแปลงรูปราง โดยที่
ความเครียดตั้งฉาก (normal strain) จะทํ าใหเกิดการเปลี่ยนแปลงปริมาตรของ volume element เทานั้นและ shear strain 
จะทํ าใหเกิดการเปลี่ยนแปลงรูปรางของ cubic volume element เทานั้น

รูปที่ 10-15

พิจารณา volume element ซึ่งถูกกระทํ าโดย principal normal stresses xσ , yσ , และ zσ  ดังที่แสดงในรูปที่ 
10-15a กํ าหนดใหดานตางๆ ของ volume element กอนที่จะถูกกระทํ าโดยหนวยแรง มีความยาว dx , dy , และ dz ใน
แนวแกน x , y , และ z  ตามลํ าดับ เมื่อ volume element ถูกกระทํ าโดยหนวยแรงแลว ดานตางๆ ดังกลาวจะมีความ
ยาวเปลี่ยนไปเปน dxx )1( ε+ , dyy )1( ε+ , และ dzx )1( ε+  ตามลํ าดับ ดังที่แสดงในรูปที่ 10-15b ดังนั้น ปริมาตร
ของ volume element จะมีการเปลี่ยนแปลงไปเทากับ

dxdydzdxdydzV zyx −+++= )1)(1)(1( εεεδ

เนื่องจาก strains มีคานอยมาก ดังนั้น เราจะไมนํ าผลคูณของ strains มาพิจารณา ซึ่งเราจะไดวา
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dxdydzV zyx )( εεεδ ++=

กํ าหนดให volumetric strain หรือ dilatation, e , เปนการเปลี่ยนแปลงปริมาตรของ volume element ตอหนึ่ง
หนวยปริมาตร ดังนั้น เราจะไดวา

           zyxdV
Ve εεε
δ

++==            (10.20)

จากสมการที่ 10-14 เราจะเขียนสมการของ dilatation ในรูปของ normal stresses ไดเปน

       )(21
zyxE

e σσσ
ν

++
−

=           (10-21)

เมื่อ volume element ของวัสดุถูกกระทํ าโดยความดัน p  ซึ่งมีคาคงที่คาหนึ่งและกระทํ าตั้งฉากกับผิวของ
volume element เทานั้นแลว สภาวะของหนวยแรงบน volume element จะถูกเรียกวา hydrostatic stress ดังที่แสดงใน
รูปที่ 10-16 ในกรณีเชนนี้ เราจะไดวา pzyx −=== σσσ

รูปที่ 10-16

เมื่อแทนสภาวะของหนวยแรงดังกลาวลงในสมการที่ 10-21 แลวทํ าการจัดเทอมใหม เราจะไดวา

     
)21(3 ν−

=
E

e
p           (10-22)

เนื่องจากสมการนี้มีลักษณะที่คลายคลึงกับสมการ  E=εσ /  ดังนั้น เราจะเรียกอัตราสวน ep /  วา volume 
modulus of elasticity หรือ bulk modulus k  ดังนั้น

    
)21(3 ν−

=
Ek           (10-23)

จากสมการ เราจะเห็นไดวา ถา ν  มีคามากกวา 0.5 แลว คา k  จะมีคาเปนลบหรือปริมาตรของ volume 
element มีคาลดลงเมื่อแทงวัสดุถูกกระทํ าโดยแรงดึง ซึ่งเปนไปไมไดทางกายภาพ ดังนั้น ν  จะมีคามากกวา 0.5 ไมได
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ตัวอยางที่ 10-4
กํ าหนดให pressure vessel ผนังบางทํ าดวยเหล็ก ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 10-4 มีปลายปดทั้งสองดาน มีความยาว 

m 10 มีผนังหนา mm 5 และมีเสนผาศูนยกลางภายใน  m 3  จงหาคาความยาว คาเสนผาศูนยกลาง และคาความหนา
ของถังที่เปล่ียนแปลงไป เมื่อถังดังกลาวบรรจุอากาศที่มีความดัน MPa 2  และเหล็กมี GPa 200=E และ 30.0=ν

รูปที่ Ex 10-4

กํ าหนดใหแกน x  มีทิศทางไปตามความยาวของถัง (longitudinal) แกน z  มีทิศทางตั้งฉากกับผิวของถัง
(normal) และแกน y มีทิศทางสัมผัสกับผิวของถัง (tangential)

เนื่องจากถังมีอัตราสวนของรัศมีตอความหนาของถัง, tr / , ที่นอยมาก ดังนั้น

MPa 300
)005.0(2

)5.1(2
2

===
t
pr

xσ

MPa 600
)005.0(

)5.1(2
===

t
pr

yσ

และหนวยแรง zσ  จะมีคาลดลงจาก p−  ที่ผิวดานในของถังจนเปนศูนยที่ผิวดานนอก ดังนั้น เราจะสมมุติให หนวยแรง
zσ  มีคาเทากันศูนย

จากสมการที่ 10-14 เราจะไดวา

[ ] 00060.0)0600(3.0300
)10(200

1
3 =+−=xε

[ ] 00255.0)0300(3.0600
)10(200

1
3 =+−=yε

[ ] 00135.0)600300(3.00
)10(200

1
3 −=+−=zε

เนื่องจาก 
L
L

x
∆

=ε , 
d
d

d
d

y
∆

=
∆

=
π
π

ε
)( , และ 

t
t

z
∆

=ε  ดังนั้น ความยาวที่เปล่ียนแปลงไปของถังมีคา

เพิ่มขึ้นเทากับ
    mm 610)10(00060.0 3 +==∆L  Ans.

เสนผาศูนยกลาง ที่เปล่ียนแปลงไปของถังมีคาเพิ่มขึ้นเทากับ
  mm 65.710)3(00255.0 3 +==∆d  Ans.

และความหนาที่เปล่ียนแปลงไปของถังมีคาลดลงเทากับ
mm )10(75.6)5(00135.0 3−−=−=∆t  Ans.
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ตัวอยางที่ 10-5
กํ าหนดใหตัวอยางทดสอบถูกกระทํ าโดยหนวยแรงกดอัด (compressive stress) zσ  ถูกยึดรั้งทางดานขางใน

แนวแกน y และเปลี่ยนแปลงรูปรางไดในแนวแกน x  ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 10-5 สมมุติวาวัสดุที่ใชทํ าตัวอยางทดสอบเปน
วัสดุแบบ isotropic และ homogeneous และภายใตแรงกระทํ า วัสดุยังคงมีพฤติกรรมแบบ linear-elastic จงหาสมการ
ของคาตางๆ เหลานี้ ซึ่งอยูในรูปของหนวยแรงกดอัด zσ

a.) สมการของหนวยแรงในแนวแกน y
b.) สมการของความเครียดในแนวแกน z
c.) สมการของความเครียดในแนวแกน x
d.) สมการความแกรง zzE εσ /=′  ในแนวแกน z

รูปที่ Ex 10-5

เนื่องจากตัวอยางทดสอบถูกยึดรั้งทางดานขางในแนวแกน y  ดังนั้น 0=yε  และเนื่องจากตัวอยางทดสอบ
เปล่ียนแปลงรูปรางไดในแนวแกน x   ดังนั้น 0=xσ

จากสมการที่ 10-14 สมการของหนวยแรงในแนวแกน y  จะอยูในรูป

[ ])(1
zxyy E

σσνσε +−=

[ ])0(10 zyE
σνσ +−=

        zy νσσ =  Ans.
สมการของความเครียดในแนวแกน z จะอยูในรูป

[ ])(1
yxzz E

σσνσε +−=

[ ])0(1
zzz E

νσνσε +−=

      zz E
σ

ν
ε

21−
=  Ans.

สมการของความเครียดในแนวแกน x จะอยูในรูป

[ ])(1
zyxx E

σσνσε +−=

[ ])(01
zzx E

σνσνε +−=
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  zx E
σ

νν
ε

)1( +
−=  Ans.

และสมการความแกรง zzE εσ /=′  ในแนวแกน z จะอยูในรูป

       21 ν−
=′

EE  Ans.

ซึ่งเราจะเห็นไดวา ความแกรง E ′  จะมีคามากกวา elastic modulus E  ของวัสดุที่ไดจากการทดสอบแรงกดอัด ทั้งนี้เนื่อง
จากการยึดรั้งตัวอยางทดสอบ
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10.6 ทฤษฎีการวิบัติ (Theory of Failure)
นิยามของการวิบัติ

การวิบัติ (failure) เปนการเปลี่ยนแปลงใดๆ ของขนาด รูปราง หรือคุณสมบัติของวัสดุของโครงสราง ซึ่งทํ าใหโครง
สรางดังกลาวไมสามารถทํ าหนาที่ไดตามที่ไดออกแบบไว ผูออกแบบจะตองทราบวาโครงสรางที่กํ าลังออกแบบนั้นจะมีการ
วิบัติในลักษณะใดไดบาง จากนั้น ผูออกแบบจะทํ าการกํ าหนดเกณฑกํ าหนดการวิบัติ (failure criteria) ที่จะใชทํ านายการ
วิบัติของโครงสรางที่ถูกตองและเหมาะสม
รูปแบบของการวิบัติ (Modes of Failure)

เมื่อชิ้นสวนของโครงสรางถูกกระทํ าโดยแรงและนํ้ าหนักบรรทุกแลว การตอบสนองของชิ้นสวนของโครงสรางจะ
ขึ้นอยูกับชนิดของวัสดุที่ใชทํ าโครงสราง ประเภทของแรงกระทํ า และสภาวะแวดลอมของโครงสราง ดังนั้น ลักษณะของการ
วิบัติจะถูกแยกออกไดดังนี้

Yielding failure คือการเปลี่ยนแปลงรูปรางแบบพลาสติก (plastic deformation) ที่เกิดขึ้นในโครงสรางภายใต
การกระทํ าของนํ้ าหนักบรรทุก ซึ่งทํ าใหโครงสรางมีการเปลี่ยนแปลงรูปรางอยางถาวรและไมสามารถทํ าหนาที่ไดตามที่ได
ออกแบบไว ดังที่แสดงในรูปที่ 10-17

รูปที่ 10-17

Force induced elastic deformation คือการเปลี่ยนแปลงรูปรางแบบยีดหยุน (elastic deformation) ที่เกิดขึ้นใน
โครงสรางภายใตการกระทํ าของนํ้ าหนักบรรทุก ซึ่งมีคาสูงมากจนกระทั่งทํ าใหโครงสรางไมสามารถทํ าหนาที่ไดตามที่ได
ออกแบบไว เชน คานที่มีการโกงตัวสูงจะทํ าใหผนังใตคานเกิดการแตกราว เปนตน ดังที่แสดงในรูปที่ 10-18

รูปที่ 10-18

Ductile failure คือการเปลี่ยนแปลงรูปรางแบบพลาสติก (plastic deformation) ที่เกิดขึ้นในโครงสรางที่มีพฤติ
กรรมแบบเหนียว (ductile) ซึ่งการเปลี่ยนแปลงรูปรางดังกลาวจะมีคาสูงมากกอนที่โครงสรางจะเกิดการแตกแยกออกจาก
กัน ดังที่แสดงในรูปที่ 10-19
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รูปที่ 10-19

Fracture หรือ Brittle failure คือการเปลี่ยนแปลงรูปรางแบบยีดหยุน (elastic deformation) ที่เกิดขึ้นในโครง
สรางที่มีพฤติกรรมแบบเปราะ (brittle) เชน พลาสติกเสริมใยแกวและเหล็กหลอ เปนตน ซึ่งมีคาสูงมากจนกระทั่งโครงสราง
แตกออกจากกัน ดังที่แสดงในรูปที่ 10-20

รูปที่ 10-20

Fatigue failure เปนการวิบัติแบบเปราะของโครงสรางที่ทํ าดวยวัสดุเหนียว เชน เหล็กโครงสราง เปนตน เนื่อง
จากการกระทํ าของแรงหรือการกระทํ าของการเปลี่ยนแปลงรูปรางแบบซํ้ าไปซํ้ ามาเปนเวลานานพอสมควร

Buckling failure เปนการวิบัติของโครงสรางที่เกิดขึ้นในรูปของการโกงตัวทางดานขางอยางมาก เมื่อแรงที่กระทํ า
ตอโครงสรางมีคาเพิ่มสูงขึ้นเพียงเล็กนอยเทานั้น และโครงสรางดังกลาวจะสูญเสียความสามารถในการทํ าหนาที่ไดออก
แบบไว ดังที่แสดงในรูปที่ 10-21

รูปที่ 10-21

Creep failure คือการเปลี่ยนแปลงรูปรางแบบพลาสติก (plastic deformation) ที่เกิดขึ้นในโครงสรางภายใตการ
กระทํ าของนํ้ าหนักบรรทุกเปนเวลานาน โดยการเปลี่ยนแปลงรูปรางจะมีคาเพิ่มขึ้นอยางชาๆ จนมีคาที่สูงมากจนกระทั่งทํ า
ใหโครงสรางไมสามารถทํ าหนาที่ไดตามที่ไดออกแบบไวได
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เกณฑกํ าหนดการวิบัติ (Failure Criteria)
การวิเคราะหหนวยแรง (stress analysis) เพื่อหาคา normal stresses และ shear stresses ที่เกิดขึ้นบนจุดที่

วิกฤติที่สุดบนโครงสรางแลวนํ ามาหาคา principal stresses ที่เกิดขึ้นที่จุดดังกลาวไมสามารถทํ านายการวิบัติของโครง
สรางได ในการที่จะรูวาโครงสรางจะรองรับหนวยแรงขนาดเทาไรไดหรือในการที่เราจะทราบวาโครงสรางที่เรากํ าลังออก
แบบมีกํ าลัง (strength) เทาใดนั้น  เราจะตองใชเกณฑกํ าหนดการวิบัติ (failure criteria) ทํ านายกํ าลังของโครงสราง

ในที่นี้ เราจะสนใจเฉพาะการวิบัติเนื่องจากนํ้ าหนักบรรทุกแบบสถิตยเทานั้น ซึ่งประกอบดวยการวิบัติแบบ force-
induced failure, yielding failure, และ ductile failure ซึ่งเปนการวิบัติของวัสดุเหนียว (ductile material) และ fracture 
ซึ่งเปนการวิบัติของวัสดุเปราะ (brittle material)
วัสดุเปราะ (Brittle Materials)
Maximum principal normal stress fracture criterion

เราทราบมาแลววา วัสดุเปราะ เชน คอนกรีต เปนตน มีแนวโนมที่จะวิบัติแบบทันทีทันใดโดยการแตกหัก 
(fracture) โดยไมมีการ yielding เกิดขึ้น

ในการทดสอบแรงดึงตอวัสดุเปราะ ดังที่แสดงในรูปที่ 10-22a การแตกหักของตัวอยางทดสอบจะเกิดขึ้นเมื่อคา
หนวยแรงตั้งฉากที่เกิดขึ้นมีคาเทากับคาหนวยแรงดึงประลัย (ultimate tensile stress) ultσ  ของวัสดุที่ใชทํ าตัวอยาง
ทดสอบ และในการทดสอบแรงแรงบิดตอวัสดุเปราะ ดังที่แสดงในรูปที่ 10-22b การแตกหักของตัวอยางทดสอบจะเกิดขึ้น
เนื่องจาก principal tensile stress ที่มุม o45  กับแนวแกนของตัวอยางโดยที่ principal compressive stress แทบจะไมมี
ผลตอการวิบัติของตัวอยางทดสอบเลย ซึ่งจะสรุปไดวา คาหนวยแรงดึงที่ทํ าใหตัวอยางทดสอบเกิดการแตกหักในกรณีของ
การทดสอบแรงบิดแทบจะไมแตกตางจากคาหนวยแรงดึงที่ใชในการทํ าใหตัวอยางทดสอบเกิดการแตกหักในกรณีของการ
ทดสอบแรงดึง ดังนั้น maximum principal normal stress fracture criterion จึงกลาวไววา “โครงสรางที่ทํ าดวยวัสดุเปราะ
จะเกิดการวิบัติเมื่อคา maximum principal normal stress ที่เกิดขึ้นในโครงสรางดังกลาวมีคาเทากับหรือมากกวาคา 
ultimate stress ของวัสดุดังกลาวที่ไดจากการทดสอบแรงดึง”

รูปที่ 10-22

ในกรณีที่วัสดุในโครงสรางถูกกระทํ าโดยสภาวะของหนวยแรงแบบ plane stress แลว  การวิบัติของโครงสรางจะ
เกิดขึ้นเมื่อ
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โดยที่ 1σ , 2σ  เปนคา principal normal stresses
ultσ  เปนคา ultimate tensile (or compressive) strength ที่ไดจากการทํ าการทดสอบแรงดึงวัสดุ

ทํ าการจัดรูปสมการที่ 10-24 ใหม เราจะไดวา

          11 =±
ultσ
σ   และ 12 =±

ultσ
σ           (10-25)

รูปที่ 10-23 แสดงกราฟของสมการที่ 10-25 ซึ่งมีลักษณะเปนรูปส่ีเหลี่ยมดานเทา จากรูป เมื่อพิกัดของอัตราสวน
ของ principal stress ตอ ultimate stress ( ultσσ /1 , ultσσ /2 ) ที่เกิดขึ้นที่จุดใดจุดหนึ่งบนโครงสรางอยูนอกรูปส่ี
เหลี่ยมดานเทาแลว วัสดุที่จุดดังกลาวของโครงสรางจะถูกพิจารณาวาเกิดการวิบัติแบบ fracture แลว

จากการทดสอบพบวา maximum principal normal stress fracture criterion นี้จะใชไดดีกับวัสดุเปราะที่มี
tensile stress-strain diagram และ compressive stress-strain diagram ที่คลายคลึงกัน

รูปที่ 10-23
วัสดุเหนียว (Ductile Materials)
Maximum shear stress yield criterion

จากการทดสอบแรงดึงพบวา วัสดุเหนียว (ductile material) เชน mild steel เปนตน มักจะเกิดการวิบัติแบบ 
yielding โดยการเลื่อน (slipping) ในระนาบที่วิกฤติของผลึกของวัสดุ เนื่องจากการกระทํ าของ shear stress ดังตัวอยางที่
แสดงในรูปที่ 10-24 โดยที่ระนาบดังกลาวจะทํ ามุมประมาณ o45  กับแนวกระทํ าของแรงดึง

รูปที่ 10-24
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พิจารณา element ที่ตัดออกมาจากตัวอยางทดสอบแรดึง ดังที่แสดงในรูปที่ 10-25a ซึ่งถูกกระทํ าโดยแรงดึงที่มี
ขนาดทํ าให normal tensile stress ที่เกิดขึ้นมีคาเทา yielding stress yσ  ของวัสดุ คาสูงสุดของ shear stress ที่กระทํ า
ตอ element จะหาไดโดยใช Mohr’s circle ดังที่แสดงในรูปที่ 10-25b และมีคาเทากับ

        
2max
yσ

τ =           (10-26)

ซึ่งกระทํ าอยูบนระนาบที่ทํ ามุม o45  กับระนาบของ principal stress ดังที่แสดงในรูปที่ 10-25c ซึ่งสอดคลองกับระนาบที่
เกิดการวิบัติแบบ yielding ที่ไดจากการทดสอบ ดังที่แสดงในรูปที่ 10-24

รูปที่ 10-25

โดยใชแนวความคิดดังกลาว ในป 1868 Henri Tresca ไดเสนอ maximum shear stress yield criterion โดย
กลาววา “การวิบัติแบบ yielding ของวัสดุจะเกิดขึ้นเมื่อคา absolute maximum principal shear stress ที่เกิดขึ้นในโครง
สรางมีคาเทากับหรือมากกวาคา maximum shear stress ที่ทํ าใหเกิด yielding ในวัสดุของตัวอยางทดสอบที่ถูกทดสอบ
แรงดึง”

ในทางคณิตศาสตร เมื่อวัสดุในโครงสรางถูกกระทํ าโดยสภาวะของหนวยแรงแบบ plane stress แลว การวิบัติ
แบบ yielding จะเกิดขึ้นเมื่อ

2
21

max

σσ
τ

−
=abs yτ≥           (10-27)

โดยที่ 
max
absτ เปนคา absolute maximum principal shear stress

yτ  เปนคา maximum shear strength ของวัสดุที่ไดจากการทดสอบแรงดึง ซึ่งจะหาไดจากสมการ

yτ  
22

0 yy σσ
=

−
=
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ดังนั้น เราจะเขียนสมการที่ 10-27 ไดใหมเปน
      21 σσ − yσ≥           (10-28)

หรือ
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เมื่อ 1σ  และ 2σ  มีเครื่องหมายเหมือนกัน

เมื่อนํ าสมการที่ 10-28 มาเขียนกราฟแลว เราจะไดกราฟรูปหกเหลี่ยม ดังที่แสดงในรูปที่ 10-26 สภาวะของหนวย
แรงที่เกิดขึ้นที่จุดใดจุดหนึ่งบนโครงสรางมีพิกัดของอัตราสวนของ principal stress ตอ yielding stress ( yσσ /1 , 

yσσ /2 ) อยูนอกรูปหกเหลี่ยมแลว วัสดุที่จุดดังกลาวของโครงสรางจะถูกพิจารณาวาเกิดการวิบัติแบบ yielding แลว

รูปที่ 10-26
Maximum distortion energy yield criterion

เมื่อโครงสรางถูกกระทํ าโดยแรงภายนอกแลว โครงสรางจะเกิดการเปลี่ยนแปลงรูปรางและวัสดุของโครงสรางจะ
เก็บกักพลังงานไวภายใน ซึ่งอยูในรูปของ strain energy คา strain energy ตอหนึ่งหนวยปริมาตรจะถูกเรียกวา strain
energy density u  ซึ่งจาก section 2-3 เราทราบมาแลววา เมื่อวัสดุถูกกระทํ าโดย normal stress เทานั้นแลว

          σε
2
1

=u

แตถาวัสดุถูกกระทํ าโดย principal stresses 1σ , 2σ , และ 3σ  ดังที่แสดงในรูปที่ 10-27a และวัสดุยังคงมีพฤติ
กรรมอยูในชวงยืดหยุนแลว strain energy density ที่สะสมอยูในวัสดุจะหาไดจากสมการ

      332211 2
1

2
1

2
1

εσεσεσ ++=u           (10-29)

จาก strain-stress relations สมการที่ 10-14 และ 10-15 ในรูปของ principal strains และ principal stresses
เราจะเขียนสมการที่ 10-29 ไดใหมในรูป
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สมการของ strain energy density นี้จะถูกแยกพิจารณาออกไดเปน 2 สวนคือ
1. strain energy density เนื่องจากการเปลี่ยนแปลงปริมาตรหรือ dilation strain energy density, vu , ดังที่

แสดงในรูปที่ 10-27b
2. strain energy density เนื่องจากการเปลี่ยนแปลงรูปรางหรือ distortion strain energy density, du , ดังที่

แสดงในรูปที่ 10-27c

รูปที่ 10-27

Strain energy density เนื่องจากการเปลี่ยนแปลงปริมาตร vu  จะเกิดจากคา principal stresses เฉล่ีย

3
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และ strain energy density เนื่องจากการเปลี่ยนแปลงรูปราง du จะหาไดจากสมการ vd uuu −=  ดังนั้น
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จากการทดสอบพบวา วัสดุจะไมเกิดการ yielding ขึ้นเมื่อถูกกระทํ าโดยสภาวะของหนวยแรงดังที่แสดงในรูปที่ 
10-26b (hydrostatic) ดังนั้น ในป 1904 M. Huber ไดเสนอ Maximum distortion energy yield criterion โดยกลาววา
“การวิบัติแบบ yielding ของวัสดุในโครงสรางจะเกิดขึ้นเมื่อคา distortion strain energy density ของวัสดุในโครงสรางมี
คาเทากับหรือมากกวา distortion strain energy density ที่จุดวิบัติของตัวอยางทดสอบที่ถูกทดสอบโดยการทดสอบแรงดึง
และทํ าดวยวัสดุดังกลาว”

Distortion strain energy density ที่จุดวิบัติของตัวอยางทดสอบจะหาไดจากสมการ
2

, 3
1

yyd E
u σ

ν
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จาก maximum distortion energy yield criterion เราจะไดวา ที่จุดวิบัติ สมการที่ 10-32 จะตองเทากับสมการที่ 
10-33 ดังนั้น
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เมื่อวัสดุในโครงสรางถูกกระทํ าโดยสภาวะของหนวยแรงแบบ plane stress แลว วัสดุในโครงสรางจะเกิดการวิบัติ
เมื่อ
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เมื่อทํ าการเขียนกราฟของสมการที่ 10-35 แลว เราจะเห็นไดวา failure envelop จะมีรูปรางเปนวงรี ดังที่แสดงใน
รูปที่ 10-28 สภาวะของหนวยแรงที่เกิดขึ้นที่จุดใดจุดหนึ่งบนโครงสรางที่มีพิกัดของอัตราสวนของ principal stress ตอ
yielding stress ( yσσ /1 , yσσ /2 ) อยูนอกรูปวงรีแลว วัสดุที่จุดดังกลาวของโครงสรางจะถูกพิจารณาวาเกิดการวิบัติ
แบบ yielding จากการทดสอบพบวา maximum distortion energy yield criterion นี้เหมาะที่จะใชกับโครงสรางที่ทํ าดวย
วัสดุแบบ isotropic materials ที่วิบัติโดยการ yielding หรือ ductile rupture

รูปที่ 10-28
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การเปรียบเทียบเกณฑกํ าหนดการวิบัติตางๆ
รูปที่ 10-29 แสดงผลที่ไดจากการทดสอบวัสดุชนิดตางๆ ซึ่งถูกกระทํ าโดยสภาวะของหนวยแรงแบบ plane 

stress เทียบกับ failure criteria 3 แบบที่ไดเสนอใน section ที่ผานมา จากรูป เราจะสามารถสรุปไดวา
1. Maximum principal stress criterion เหมาะที่จะใชกับวัสดุแบบ isotropic ที่วิบัติโดย brittle fracture
2. Maximum distortion energy criterion เหมาะที่จะใชกับวัสดุแบบ isotropic ที่วิบัติโดย yielding หรือ

ductile rupture
3. Maximum shearing stress criterion มีความเหมาะสมเทาๆ กับ maximum distortion energy criterion

สํ าหรับวัสดุแบบ isotropic ที่วิบัติโดย yielding หรือ ductile rupture

รูปที่ 10-29
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ตัวอยางที่ 10-6
เพลาตัน ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 10-6a มีรัศมี mm 7.12 และทํ าดวยเหล็กซึ่งมี MPa 250=yσ  จงตรวจสอบ

วาแรกงกระทํ าตอเพลาทํ าใหเพลาเกิดการวิบัติโดย maximum shearing stress criterion และ maximum distortion
energy criterion หรือไม

รูปที่ Ex 10-6

กํ าหนดใหแกน x  อยูในแนวแกนของเพลา
หนวยแรงตั้งฉากเนื่องจากแรงในแนวแกนมีคาเทากับ

MPa 15.138
)0127.0(

70
2 ==

π
σ x

หนวยแรงเฉือนสูงสุด เนื่องจากแรงบิดมีคาเทากับ

MPa 0.115

2
)0127.0(
)127.0(370
4 ==

π
τ xy

ซึ่งเราจะไดสภาวะของหนวยแรงที่จุด A  ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 10-6b ซึ่งจากบทที่ 9 เราจะไดวา principal normal
stresses ของสภาวะของหนวยแรงดังกลาวจะมีคาเทากับ
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จาก maximum shearing stress criterion และเนื่องจาก principal normal stresses มีเครื่องหมายที่ตรงกัน
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ดังนั้น แรงกระทํ าดังกลาวทํ าใหเพลาเกิดการวิบัติตาม maximum shearing stress criterion   Ans.
จาก maximum distortion energy criterion
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ดังนั้น แรงกระทํ าดังกลาวไมทํ าใหเพลาเกิดการวิบัติตาม maximum distortion energy criterion  Ans.
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ตัวอยางที่ 10-7
เพลาเหล็กมี MPa 700=Yσ , GPa 200=E , และ 29.0=ν  ถูกกระทํ าโดยโมเมนตดัด 0.13=M

m-kN  และแรงบิด m-kN 0.30=T  ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 10-7 กํ าหนดใหสวนความปลอดภัย 60.2SF =  จง
หาวาเพลาดังกลาวควรมีเสนผาศูนยกลางที่นอยที่สุดเทาใดจึงจะไมเกิดการวิบัติโดย maximum octahedral shearing 
stress criterion และ maximum shearing stress criterion

รูปที่ Ex 10-7

เพลาถูกกระทํ าโดยโมเมนตดัด m-KN 0.13=M  และแรงบิด m-kN 0.30=T  เนื่องจากสวนความ
ปลอดภัย 60.2SF =  ดังนั้น เมื่อกํ าหนดใหแกน x  อยูในแนวแกนของเพลา เราจะไดวา

3
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จาก maximum octahedral shearing stress criterion
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เมื่อแทนสมการของหนวยแรงตั้งฉากและหนวยแรงเฉือนลงในสมการขางตน เราจะไดวา
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จาก maximum shearing stress criterion
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เมื่อแทนสมการของหนวยแรงตั้งฉากและหนวยแรงเฉือนลงในสมการขางตน เราจะไดวา
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3/1
22

min
)SF(32









+= TMd

Yπσ

ดังนั้น  mm 107min =d
จากการเปรียบเทียบเสนผาศูนยกลางที่คํ านวณไดโดย maximum octahedral shearing stress criterion และ

maximum shearing stress criterion เราจะไดวา เสนผาศูนยกลางของเพลาที่นอยที่สุดที่สามารถรับแรงไดอยางปลอดภัย
คือ mm 107  Ans.
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แบบฝกหัดทายบทที่ 10
10-1 กํ าหนดใหสภาวะของความเครียดที่จุดๆ หนึ่งบนเทาแขน (bracket) ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 10-1 มีองคประกอบดัง
นี้ )10(200 6−−=xε ,  )10(650 6−−=yε , )10(175 6−−=xyγ

a.) จงหาสภาวะของความเครียดเมื่อ element ที่จุดดังกลาวหมุนทวนเข็มนาฬิกาเปนมุม o20=θ  โดยใชสม
การ strain-transformation และโดยใช Mohr’s Circle

b.) จงหาสภาวะของหนวยแรง principal strains และ maximum in-plane shear strain ที่เกิดขึ้นบน element
โดยใชสมการ stress-transformation

c.) จงหาสภาวะของหนวยแรง principal stresses และ maximum in-plane shear stress ที่เกิดขึ้นบน
element โดยใช Mohr’s Circle

รูปที่ Prob. 10-1

10-2 กํ าหนดใหสภาวะของความเครียดที่จุดๆ หนึ่งบนเทาแขน (bracket) ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 10-2 มีองคประกอบดัง
นี้ )10(150 6−=xε ,  )10(200 6−=yε , และ )10(700 6−−=xyγ

a.) จงหาสภาวะของความเครียดเมื่อ element ที่จุดดังกลาวหมุนตามเข็มนาฬิกาเปนมุม o30=θ  โดยใชสม
การ strain-transformation และโดยใช Mohr’s Circle

b.) จงหาสภาวะของความเครียด principal strains และ maximum in-plane shear strain ที่เกิดขึ้นบน
element และทิศทางที่เกิดสภาวะของความเครียดดังกลาว โดยใชสมการ stress-transformation

c.) จงหาสภาวะของความเครียด principal strains และ maximum in-plane shear strain ที่เกิดขึ้นบน
element และทิศทางที่เกิดสภาวะของความเครียดดังกลาว โดยใช Mohr’s Circle

รูปที่ Prob. 10-2

10-3 กํ าหนดใหสภาวะของความเครียดที่จุดๆ หนึ่งบนประแจ ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 10-3 มีองคประกอบดังนี้
)10(120 6−=xε , )10(180 6−−=yε , และ )10(150 6−=xyγ
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a.) จงหาสภาวะของความเครียด principal strains และ maximum in-plane shear strain ที่เกิดขึ้นบน
element และทิศทางที่เกิดสภาวะของความเครียดดังกลาว โดยใชสมการ stress-transformation

b.) จงหาสภาวะของความเครียด principal strains และ maximum in-plane shear strain ที่เกิดขึ้นบน
element และทิศทางที่เกิดสภาวะของความเครียดดังกลาว โดยใช Mohr’s Circle

รูปที่ Prob. 10-3

10-4 o45  strain rosette ถูกนํ าไปติดบนแขนของรถตักดิน ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 10-4 ซึ่งพบวา )10(650 6−=aε , 
)10(300 6−−=bε , และ )10(480 6−=cε  จงหาสภาวะของความเครียด principal strains และ maximum in-

plane shear strain ที่เกิดขึ้นจุดที่ติด strain rosette และทิศทางที่เกิดสภาวะของ strains ดังกลาว

รูปที่ Prob. 10-4

10-5 o60  strain rosette ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 10-5 ถูกนํ าไปติดบนแผนเหล็กและพบวา )10(950 6−=aε , 
)10(380 6−=bε , และ )10(220 6−−=cε  จงหาสภาวะของความเครียด principal strains และ maximum in-plane 

shear strain ที่เกิดขึ้นที่จุดที่ติด strain rosette

รูปที่ Prob. 10-5
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10-6 กํ าหนดให principal strains ที่เกิดขึ้นบนผิวของถัง aluminum ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 10-6 มีคาเทากับ
)10(630 6

1
−=ε  และ )10(350 6

2
−=ε  จงหา principal stresses ที่สอดคลองกับ principal strains ดังกลาว เมื่อ 

GPa 70=alE , 33.0=ν

10-7 จงหาแรงบิด T  ที่กระทํ าตอเพลาเหล็กตันที่มีรัศมี mm 15  ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 10-7 ถา strain gauges สอง
ตัวที่ติดบนเพลาใหคา strain )10(150 6−

′ =xε  และ )10(200 6−
′ =yε  และ GPa 200=stE , 3.0=ν

รูปที่ Prob. 10-7

10-8 ถาแรงบิดที่กระทํ าตอเพลาเหล็กตันที่มีรัศมี mm 15  ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 10-7 มีคา m-kN 2=T  และเมื่อ 
GPa 200=stE , 3.0=ν  จงหาคา strain ที่เกิดขึ้นบนผิวของเพลาตันในแนวของ strain gauges

10-9 เมื่อ GPa 70=alE , 33.0=ν  จงหา principal strains ที่เกิดจากสภาวะของ principal stresses ดังที่แสดงใน
รูปที่ Prob. 10-9

รูปที่ Prob. 10-9

10-10 จงพิสูจนวาเมื่อ thin-walled pressure vessel ทรงกลมที่มีรัศมีภายใน ir  และความหนา t  ถูกระทํ าโดยความดัน
ภายใน p  และจะมีปริมาตรภายในเพิ่มขึ้น )1)(/2( 4 νπ −=∆ EtrpV
10-11 กํ าหนดใหสภาวะของหนวยแรงที่เกิดขึ้นบนชิ้นสวนของเครื่องจักรกลมีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 10-11 จงหา
คา yielding stress อยางนอยที่สุดของวัสดุที่ใชทํ าชิ้นสวนของเครื่องจักรกลดังกลาว โดยใช maximum shear stress 
theory และ maximum distortion energy density

รูปที่ Prob. 10-11
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10-12 กํ าหนดใหแรงภายในที่เกิดขึ้นที่หนาตัดที่วิกฤติของเพลามีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 10-12 ถา 
MPa 680=Yσ  และ MPa 340=Yτ  จงหาเสนผาศูนยกลางของเพลาดังกลาว โดยใช maximum shear stress 

theory และ maximum distortion energy density

รูปที่ Prob. 10-12

10-13 กํ าหนดใหแทงคอนกรีตเสนผาศูนยกลาง mm 50  ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 10-13 ถูกกระทํ าโดยแรงบิดขนาด 
m-N 500 และแรงกดอัด kN 2  ถา MPa 28=ultσ  จงตรวจสอบวาแทงคอนกรีตวิบัติหรือไม โดยใช maximum 

normal stress theory

รูปที่ Prob. 10-13

10-14 สภาวะของหนวยแรงที่จุดวิกฤติบน thin steel shell ( MPa 650=Yσ ) มีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 10-14 
จงตรวจสอบวาจุดดังกลาวเกิดการวิบัติหรือไม โดยใช maximum normal stress theory และ maximum distortion 
energy density

รูปที่ Prob. 10-14
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บทที่ 11 
การออกแบบคานและเพลา (Design of Beams and Shafts) 

เรียบเรียงโดย  ดร. สิทธิชัย แสงอาทิตย 
11.1 พ้ืนฐานของการออกแบบคาน (Basis for Beam Design) 
 คาน (beam) เปนองคอาคารของโครงสรางที่ถูกออกแบบเพื่อรองรับน้ําหนักบรรทุกตามขวาง (transverse loads) 
น้ําหนักบรรทุกดังกลาวจะทําใหเกิดแรงเฉือน (shear) และโมเมนตดัด (bending moment) ขึ้นภายในคาน ซึ่งจะมีคา
เปล่ียนแปลงไปตามแนวแกนของคาน ดังนั้น คานจะตองถูกออกแบบคานใหมีกําลังที่พอเพียงในการตานทานตอหนวยแรง
ที่เกิดจากแรงเฉือนและโมเมนตดัดดังกลาว การออกแบบคานในลักษณะนี้มักจะถูกเรียกวา การออกแบบคานโดยใช
พื้นฐานของกําลัง (design on the basis of strength) 
 ในการออกแบบคานโดยใชพื้นฐานของกําลังนั้น เราจะสมมุติให:  

1. คานทําดวยวัสดุที่มีเนื้อเดียวกันตลอด (homogeneous material) และมีพฤติกรรมอยูในชวงยืดหยุนเชิงเสน 
(linear-elastic) 

2. หนาตัดของคานมีแกนสมมาตรรอบระนาบที่แรงภายนอกกระทํา 
ในทางปฏิบัติ เมื่อคานจะถูกออกแบบโดยใชพื้นฐานของกําลังแลว คานดังกลาวจะตองถูกตรวจสอบไมใหมีการ

โกงตัวมากกวาที่ระบุไวในมาตรฐานการออกแบบ (design code) ทั้งนี้เพื่อใหแนใจวาคานดังกลาวสามารถที่จะใชงานได
ตามวัตถุประสงคที่กําหนด 
11.2 การกระจายของหนวยแรงบนหนาตัดของคาน (Stress Variations Throughout a Prismatic Beam) 

พิจารณาคานยื่น (cantilever beam) ซึ่งมีหนาตัดรูปส่ีเหลี่ยมผืนผาและถูกกระทําโดยแรงกระทําเปนจุด 
(concentrated load) P  ที่ปลายคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 11-1a ภายใตการกระทําของแรง P  คานจะมีแรงเฉือนภายใน 
V  และโมเมนตภายใน M  เกิดขึ้นที่หนาตัด a a−  ดังที่แสดงในรูปที่ 11-1b แรงเฉือนภายใน V  นี้เกิดจากหนวยแรง
เฉือนที่มีการกระจายแบบพาราโบลา (parabola) ดังที่แสดงในรูปที่ 11-1c และโมเมนตภายใน M  นี้เกิดจากหนวยแรงดัด
ตั้งฉาก (flexural stress) ที่มีการกระจายเชิงเสนตรง ดังที่แสดงในรูปที่ 11-1d 

จากการกระจายของหนวยแรงทั้งสองนี้ เราจะเขียนสภาวะของหนวยแรงที่เกิดขึ้นที่จุด 1 ถึงจุด 5 ดังที่แสดงในรูป
ที่ 11-1b ไดดังที่แสดงในรูปที่ 11-1e  จากรูป เราจะเห็นไดวา 

1. Element ที่จุด 1 และจุด 5 ซึ่งอยูที่ผิวดานบนและดานลางของคาน ตามลําดับ จะถูกกระทําโดยหนวยแรงตั้ง
ฉากที่มีคาสูงสุด 

2. Element ที่จุด 3 ซึ่งอยูบนแกนสะเทิน (neutral axis) ของคาน จะถูกกระทําโดยหนวยแรงเฉือนที่มีคาสูงสุด 
3. Element ที่จุด 2 และจุด 4 ซึ่งอยูระหวางผิวดานบนกับแกน neutral axis และผิวดานลางกับแกน neutral 

axis ตามลําดับ จะถูกกระทําโดยหนวยแรงตั้งฉากและหนวยแรงเฉือนรวมกัน 
 ในแตละสภาวะของหนวยแรงดังกลาว เราจะหาคาหนวยแรงหลัก (principal stresses) ที่เกิดขึ้นบน stress 
element เหลานั้นไดโดยใชวงกลมของมอร (Mohr’s circle) ดังที่แสดงในรูปที่ 11-1f จากรูป เมื่อเราพิจารณา element ที่
จุด 1 ถึง element ที่จุด 5 เรียงกันตามลําดับแลว เราจะสังเกตไดวา ระนาบที่เกิด principal stresses (principal plane) 
บน element ตางๆ จะมีการหมุนทวนเข็มนาฬิกาจากแกนอางอิงจาก element ที่จุด 1 ถึง element ที่จุด 5 ตามลําดับ  โดย
ที่ถาเราใหทิศทางของ element ที่จุด 1 เปนแกนอางอิงที่ 0o  แลว element ที่จุด 3 จะถูกหมุนไปเปนมุม 45o  และ 
element  ที่จุด 5 จะถูกหมุนไปเปนมุม 90o  
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รูปที่ 11-1 

 

 ถาเราทําการวิเคราะหในลักษณะดังกลาวไปตามหนาตัดตางๆ ในแนวแกนของคาน แลวทําการ plot คา 
principal stresses ที่เกิดขึ้นบน element ตางๆ ที่มีคาเทากัน เราจะได profile ของ principal stresses ที่เกิดขึ้นบนคานที่
อยูในรูปของเสนโคง (curve) ที่มักจะถูกเรียกวา stress trajectories ดังที่แสดงในรูปที่ 11-2 โดยที่แตละเสนของเสนโคงจะ
แสดงถึงทิศทางของ principal stresses ที่มีคาคงที่คาหนึ่ง โดยที่เสนทึบแสดงทิศทางของหนวยแรงหลักดึง (tensile 
principal stresses) และเสนประแสดงถึงทิศทางของหนวยแรงหลักกดอัด (compressive principal stresses) เราควร
สังเกตดวยวา เสนทั้งสองจะตัดกับแกนสะเทิน (neutral axis) เปนมุม 45o  และจะตัดกันเองเปนมุม 90o  
 

 
รูปที่ 11-2 
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Localized Stresses 
 ในการวิเคราะหหาหนวยแรงตั้งฉาก xσ  และหนวยแรงเฉือน xyτ  ที่เกิดขึ้นในคานที่ผานมานั้น เราไมไดคํานึงถึง
หนวยแรงเขมขน (stress concentration) yσ  ในรูปของหนวยแรงกดอัดที่เกิดขึ้นที่จุดที่แรงภายนอกกระทําตอคาน ดังที่
แสดงในรูปที่ 11-3 ทั้งนี้เนื่องจากวาเมื่ออัตราสวนของความยาวตอความลึกของคานมีคาที่คอนขางสูง ( 10/ ≥dL ) แลว 
หนวยแรงกดอัด yσ  นี้มักจะมีคาที่นอยมากเมื่อเปรียบเทียบกับคาของหนวยแรงตั้งฉาก xσ  และหนวยแรงเฉือน xyτ  
และถาแรงภายนอกกระทําผานแผนรับแรงแบกทาน (bearing plates) แลว หนวยแรงกดอัด yσ  จะมีคาลดลงจนเปนศูนย
อยางรวดเร็วตามความลึกของคาน 
 

 
รูปที่ 11-3 

11.3 การออกแบบคาน (Beam Design) 
 คานจะตองถูกออกแบบใหมีกําลังที่เพียงพอในการตานทานแรงกระทําภายนอกโดยใหหนวยแรงดัดที่ยอมให  
(allowable bending stress) และหนวยแรงเฉือนที่ยอมให (allowable shear stress) ของวัสดุที่ใชทําคาน (ซึ่งมักจะถูก
ระบุอยูในมาตรฐานการออกแบบ) มีคามากกวาหนวยแรงดัด (bending stress) สูงสุดและหนวยแรงเฉือน (shear stress) 
สูงสุดที่เกิดจากแรงกระทําภายนอกหรือ 

allowb )(max σσ ≤  
allowττ ≤max  

 เมื่อคานมี span ที่คอนขางยาวเมื่อเทียบกับความลึกของคานแลว คาโมเมนตสูงสุดภายในที่เกิดขึ้นในคานจะ
ควบคุมการออกแบบคาน ดังนั้น โดยปกติแลว เราจะออกแบบคานโดยใหคานมีกําลังรับหนวยแรงดัดที่พอเพียงกอน 
จากนั้น ทําการตรวจสอบวาคานดังกลาวมีกําลังพอเพียงในการรองรับแรงเฉือนหรือไม และสุดทาย ทําการตรวจสอบการ
โกงตัว (deflection) ของคาน ซึ่งจะกลาวถึงในบทที่ 12 

จาก flexural formula IMc /=σ  เราจะลดรูปตัวแปรของหนาตัดของคาน ซึ่งประกอบดวยคา c  และคา I  
ลงไดโดยกําหนดใหอัตราสวนของ cI /  เปน section modulus S  ของหนาตัดของคาน ดังนั้น เราจะไดวา section 
modulus ที่ตองการใชในการรองรับหนวยแรงดัดจะหาไดจากสมการ 

           
allow

dreq
M

S
σ

max
' =                 (11-1) 

เมื่อ =maxM  คาโมเมนตดัดสูงสุดที่เกิดขึ้นบนคาน ซึ่งหาไดจากแผนภาพ moment diagram 
=allowσ คา allowable bending stress ของวัสดุที่ใชทําคาน ซึ่งระบุอยูในมาตรฐานการออกแบบ 
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 เมื่อเราทราบคา dreqS '  แลว เราจะทําการเลือก section modulus S  ของหนาตัดของคานมาตรฐานจาก
มาตรฐานการออกแบบ (design code) เชน มาตรฐานการออกแบบของ AISC เปนตน โดยให 

S Sreq d> '  
ถาเราไมพิจารณาการโกงตัวของคานแลว เราจะเลือกใชหนาตัดของคานมาตรฐานที่มีคา S  ที่ใกลเคียงกับคาที่

คํานวณไดจากสมการที่ 11-1 ที่มากที่สุด ซึ่งจะเปนคานที่มีน้ําหนักเบาที่สุดและจะทําใหคากอสรางคานมีราคาถูกที่สุด แต
เมื่อเราตองพิจารณาคาการโกงตัวของคานแลว หนาตัดของคานดังกลาวอาจจะมีความแกรงไมพอเพียงตามที่กําหนดอยูใน
มาตรฐานก็ได ในกรณีนี้เราจะตองเลือกใชหนาตัดของคานมาตรฐานที่ใหญขึ้น 
 ในกรณีที่วัสดุมีคา allowable bending stress เทากันทั้งในกรณีของหนวยแรงดึงและหนวยแรงกดอัด เชน เหล็ก
และ aluminum เปนตน แลว เราจะเลือกใชคานที่มีหนาตัดที่สมมาตรรอบแกนสะเทิน (neutral axis) ของหนาตัดของคาน 
แตในกรณีที่คา allowable bending stress ดังกลาวของวัสดุมีคาที่ไมเทากันแลว เราอาจจะตองใชหนาตัดของคานที่ไม
สมมาตร เพื่อใหการออกแบบคานมีประสิทธิภาพมากขึ้น 

หลังจากที่ไดขนาดของคานที่มีกําลังพอเพียงในการตานทานตอหนวยแรงดัด (flexural stress) แลว เราจะทําการ
หาหนวยแรงเฉือนสูงสุดที่เกิดขึ้นเนื่องจากแรงกระทําภายนอกโดยใช shear formula ItVQ /=τ  จากนั้น ทําการ
เปรียบเทียบคาที่ไดกับคา allowable shear stress allowτ  ของวัสดุที่ระบุอยูในมาตรฐานการออกแบบ ถา allowττ ≤  
แลว หนาตัดของคานดังกลาวจะมีกําลังเพียงพอที่จะตานทานตอแรงเฉือนสูงสุด แตถา allowττ >  แลว เราจําเปนจะตอง
เลือกขนาดหนาตัดของคานใหใหญขึ้น ซึ่งโดยทั่วไปแลว หนวยแรงเฉือนจะควบคุมการออกแบบคานในกรณีที่ 

1. คานมี span ที่ส้ัน เมื่อเปรียบเทียบกับความลึกของคาน (span/depth < 10) 
2. คานที่ออกแบบเปนคานที่รองรับแรงกระทําเปนจุดที่มีคาคอนขางสูง 
3. เมื่อคานเปนคานที่ทําดวยไม เนื่องจากวาไมจะมีกําลังรับแรงเฉือนนอย เมื่อเปรียบเทียบกับกําลังรับแรงดึง

และแรงกดอัด 
Fabricated Beams 
 โดยทั่วไปแลว คานจะถูกสรางขึ้นมาโดยใชวัสดุชนิดตางๆ และมีขนาดและรูปรางที่แตกตางกันมากมาย เพื่อที่จะ
นําไปใชงานในโครงสรางตางๆ อยางเหมาะสม 

Steel Sections 
คานเหล็กมักจะมีหนาตัดที่เปนไปตามมาตรฐาน ดังที่แสดงในภาคผนวกที่ 3 โดยที่หนาตัดของคานเหล็กจะถูก

เรียกโดยใชรูปรางของหนาตัด เชน หนาตัดรูปตัว W  (wide-flange section) หนาตัดรูปตัว I  และหนาตัดรูปตัว C  เปน
ตน และตามดวยขนาดของความลึกของคานและน้ําหนักของคานตอหนึ่งหนวยความยาว ยกตัวอยางเชน  

W x410 85  แสดงถึงหนาตัดของคานเหล็กแบบ wide-flange section หรือ W  ที่มีความลึกของหนาตัด 
410 mm  และมีน้ําหนัก 85 kg / m  

C200x20  แสดงถึงหนาตัดของคานเหล็กแบบรางน้ําหรือ C  ที่มีความลึกของหนาตัด 200 mm  และมี
น้ําหนัก 20 kg / m  เปนตน 

Wood Sections 
  คานไมมักจะมีหนาตัดเปนรูปส่ีเหลี่ยมผืนผาและถูกระบุอยูในมาตรฐานการออกแบบโดยใชขนาดหนาตัดระบุ 
(nominal dimensions) และขนาดหนาตัดที่แทจริง ดังที่แสดงในภาคผนวกที่ 4 ซึ่งหนาตัดของคานไมที่ถูกระบุโดยใชขนาด
หนาตัดระบุจะมีขนาดหนาตัดที่ใหญกวาขนาดหนาตัดที่แทจริง เชน เมื่อหนาตัดของคานไมมีขนาดหนาตัดระบุ 2x4 นิ้ว 
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แลว หนาตัดของคานไมดังกลาวจะมีขนาดหนาตัดที่แทจริงเทากับ 1.5 x 3.5 นิ้ว ดังนั้น ในการวิเคราะหหาหนวยแรงในคาน
ไม เราจะตองใชขนาดหนาตัดที่แทจริงของคานไมในการหาหนวยแรงตางๆ 

Built-up Sections  
 Built-up section เปนหนาตัดของคานที่ถูกสรางขึ้นมาโดยใชชิ้นสวนประกอบของหนาตัดที่มากกวาหนึ่งชิ้นสวน
มาเชื่อมตอกันใหเปนหนาตัดเดียวกัน ดังที่แสดงในรูปที่ 11-4 Built-up section มักจะถูกนํามาใชเมื่อแรงที่กระทําตอคานมี
คามากกวาที่หนาตัดมาตรฐานตางจะสามารถรองรับได ตามที่เราไดทราบมาแลววา ความสามารถของคานในการ
ตานทานโมเมนต M  จะเปนสัดสวนโดยตรงกับคา section modulus S I c= /  ของคาน ดังนั้น S  จะมีคาเพิ่มขึ้นเมื่อ 
I  มีคาเพิ่มขึ้น ซึ่งในการที่จะเพิ่มคา I  ของหนาตัดของคาน เราจะตองวางวัสดุที่ใชทําคานใหหางออกจากแกนสะเทิน 
(neutral axis) ของคานใหมากขึ้นเทาที่คูมือออกแบบกําหนด ซึ่งถาระยะดังกลาวมีคามากกวาที่คูมือออกแบบกําหนด หนา
ตัดของคานดังกลาวจะเสียเสถียรภาพไดงาย 
 

 
รูปที่ 11-4 

 

ในการจัดเรียงชิ้นสวนของ built-up section เราควรจัดเรียงชิ้นสวนเหลานั้นใหมีรูปแบบที่มีคา section modulus  
สูงสุด พิจารณาหนาตัดของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 11-5 ซึ่งมีพื้นที่หนาตัด A  และความลึกของหนาตัด h  ที่เทากัน 

 

  y   y     y

 h h
 z   z   z

O O O

b

A/2

A/2

A/3

A/3

A/3  
          (a)   (b)             (c) 

รูปที่ 11-5 
 

จากรูปที่ 11-5a คานหนาตัดรูปส่ีเหลี่ยมผืนผาจะมีคา section modulus เทากับ 

S
I
c

bh Ah
Ah= = = =

2

6 6
0167.  
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ถาใหหนาตัดของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 11-5b มีพื้นที่ของหนาตัด A / 2  อยูเหนือและใตแกน neutral axis เปน
ระยะ h / 2  แลว คา section modulus ของคานนี้จะมีคาเทากับ 

Ah
h

hAS 5.0
2/

1
22

2
2

=




















=  

ถาใหหนาตัดของคานรูปตัว W  ดังที่แสดงในรูปที่ 11-5c มีพื้นที่หนาตัดของเอว (web) และของปก (flange) ที่
อยูเหนือและใตแกน neutral axis มีคาเทากับ A / 3  แลว  คา section modulus ของคานนี้จะมีคาเทากับ 

2
22

36
7

23
2

123
AhhAhAI =













+














=  

22 389.0
2/

1
36
7 Ah

h
AhS =






=  

จากการเปรียบเทียบคา section modulus ของคานทั้งสามแบบ เราจะพบวา หนาตัดของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 
11-5b จะมีคา section modulus สูงสุดและหนาตัดของคานแบบ wide-flange จะมีคา section modulus มากกวาหนา
ตัดของคานรูปส่ีเหลี่ยมผืนผากวาสองเทา 

ในการออกแบบคานแบบ built-up นั้น เราตองออกแบบใหชิ้นสวนของคานดังกลาวมีพฤติกรรมเหมือนคานปกติ 
ดังนั้น นอกจากที่เราจะตองตรวจสอบคาหนวยแรงดัดและหนวยแรงเฉือนอยางที่เราตองกระทําในคานโดยทั่วไปแลว เรา
จะตองทําการตรวจสอบหนวยแรงเฉือนที่เกิดขึ้นที่ตัวยึด (fasteners) เชน ที่รอยเชื่อม ที่ตะปู และที่สลักเกลียว เปนตน ดวย 
เพื่อที่จะทําใหหนาตัดของคานดังกลาวสามารถที่จะตานทานหนวยแรงเฉือนที่เกิดขึ้นที่จุดเหลานั้นได ซึ่งการตรวจสอบนี้จะ
ทําไดโดยการใช shear flow formula ( q VQ I= / ) ที่ตําแหนงที่ตัวยึดเหลานั้นเชื่อมตอชิ้นสวนประกอบของหนาตัดคาน
เขาดวยกัน ดังที่ไดกลาวไปแลวใน section ที่ 7.4 
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ตัวอยางที่ 11-1 
 คานไมสักชวงเดี่ยวรองรับอยางงายถูกกระทําโดยน้ําหนักบรรทุกและมีหนาตัดรูปส่ีเหลี่ยมผืนผาซึ่งไดจากการนํา
แทงไมสักที่มีความกวาง b  และความลึกเทากันสามแทงมาประกอบเขากันอยางแนนหนา ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 11-1a 
กําหนดใหไมสักมีหนวยแรงดัดประลัย MPa 24)( =ultbσ  หนวยแรงเฉือนประลัย MPa 8.4=ultτ  และ factor of 
safety 2.0F.S. =   

1.) จงทําการออกแบบหาขนาดของหนาตัดของคานเมื่อ bh 2=  
2.) ในกรณีที่ตองการยึดแทงไมทั้งสามดวยกาวกําลังสูง จงหาหนวยแรงเฉือนสูงสุดที่เกิดขึ้นที่รอยตอระหวาง

แผนไม 
3.) ในกรณีที่ตองการยึดแทงไมทั้งสามดวยสลักเกลียวที่มีคาแรงเฉือนที่ยอมใหเทากับ kN 0.5  จงหาระยะหาง

ระหวางสลักเกลียว 
 

               

 
รูปที่ Ex 11-1 

 

ออกแบบหาขนาดของหนาตัดของคาน 
 จากคุณสมบัติทางกลของไมสัก เราจะหาคาหนวยแรงดัดที่ยอมใหและหนวยแรงเฉือนที่ยอมใหดังนี้ 

MPa 12
0.2

24
F.S.

)(
)( === ultb

allowb
σ

σ  

MPa 2.4
0.2
8.4

F.S.
=== ult

allow
τ

τ  

 โดยใชแผนภาพ free-body diagram ของคานและสมการความสมดุล เราจะเขียนแผนภาพ shear diagram 
และ moment diagram ไดดังที่แสดงในรูปที่ Ex 11-1b และเราจะไดวา คาสูงสุดของ bending moment และแรงเฉือนที่
เกิดขึ้นในคานจะมีคาเทากับ 

m-kN 0.6max =M  
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kN 5.5max =V  
 โดยการออกแบบคานโดยพิจารณากําลังรับ bending moment ของคาน เราจะไดวา 

I
cM

allow
max=σ  

โดยที่ bc =  และ moment of inertia จะอยูในรูป 
4

3

3
2

12
)2( bbbI ==  

3/2
6000)10(12 4

6

b
b

=  

m 091.0=b  
ดังนั้น คานไมสักจะตองมีความกวางอยางนอย m 091.0  และลึกอยางนอย m 182.0)091.0(2 =  
 ตรวจสอบดูวาคานไมสักที่มีขนาดของหนาตัดดังกลาวจะสามารถรับแรงเฉือนสูงสุดที่เกิดขึ้นในคานไดหรือไม 
 จาก shear formula 

MPa 4.2  MPa 498.0       
)]091.0(2[091.0

5500
2
3

2
3 max

max

=<=

==

allow

A
V

τ

τ  

ดังนั้น หนาตัดคานที่คํานวณไดโดยพิจารณากําลังรับโมเมนตดัดของคานจะมีกําลังพอเพียงในการรับแรงเฉือน          Ans. 
หาหนวยแรงเฉือนสูงสุดที่เกิดขึ้นที่รอยตอระหวางแผนไม 
 เนื่องจากความสมมาตรของหนาตัดของคานรอบแกนสะเทิน (neutral axis)  ดังนั้น หนวยแรงเฉือนสูงสุดที่เกิดขึ้น
ที่รอยตอระหวางแผนไมทั้งสองจะมีคาเทากัน โดยที่แทงไมแตละแทงมีความลึกเทากับ m 061.03/182.0 =  

46
3

m )10(717.45
12

)182.0(091.0 −==I  
36 m )10(61.338061.0)061.0(091.0 −==Q  

จากสมการ shear formula 

MPa 448.0
091.0)10(717.45

10)61.338(5500
6

6
max

max === −

−

It
QV

τ  

ดังนั้น กาวกําลังสูงจะตองมีหนวยแรงเฉือนที่ยอมใหอยางนอยเทากับ MPa 448.0      Ans. 
หาระยะหางระหวางสลักเกลียว 
 จากสมการ shear flow 

kN/m 74.40)091.0(448.0maxmax === tq τ  
ดังนั้น ระยะหางระหวางสลักเกลียวจะมีคาเทากับ 

          mm 122.0
74.40
0.5

==s       Ans. 

 โดยทั่วไปแลว ขั้นตอนสุดทายของการออกแบบคานจะเปนการตรวจสอบการโกงตัวสูงสุดที่เกิดในคานวามีคา
นอยกวาที่กําหนดใน design code เชน ความยาว span หารดวย 360 เปนตน ซึ่งจะกลาวถึงในบทที่ 12  
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ตัวอยางที่ 11-2 
 จงหาขนาดหนาตัดของคานเหล็กซึ่งถูกกระทําโดยน้ําหนักบรรทุก ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 11-2a กําหนดใหเหล็ก 
A36 มีหนวยแรงดัดที่ยอมให MPa 150)( =allowbσ  หนวยแรงเฉือนที่ยอมให MPa 100=allowτ  

 

 
รูปที่ Ex 11-2 

 

 จากแผนภาพ shear diagram และ moment diagram ไดดังที่แสดงในรูปที่ Ex 11-1b และเราจะไดวา 
m-kN 0.90max =M  

kN 0.90max =V  
 โดยการออกแบบคานโดยพิจารณากําลังรับ bending moment ของคาน เราจะไดวา 

46
6

max
' m )10(600

)10(150
90000

)(
−===

allowb
dreq

M
S

σ
 

 จากตารางของหนาตัดเหล็กมาตรฐาน เราจะไดหนาตัดของคานที่มีกําลังเพียงพอในการตานทานตอ bending 
moment ดังนี้ 

kg/m 1.44175I350 ××  36 m )10(641 −=S  
kg/m 65.7W200×   36 m )10(628 −=S  

 เลือกใชหนาตัดของคานที่เบาที่สุดคือ kg/m 1.44175I350 ××  อยางไรก็ตาม ขอใหสังเกตดวยวา หนาตัด
ของคานดังกลาวมีความลึกมากกวาหนาตัดของคาน kg/m 65.7W200×  อยู m 150.0  
 ตรวจสอบดูวาคาน kg/m 1.44175I350 ×× จะสามารถรับแรงเฉือนสูงสุดที่เกิดขึ้นในคานไดหรือไม 
 จากตารางของหนาตัดเหล็กมาตรฐาน เราจะไดพื้นที่หนาตัดของเอว (web) ของหนาตัดคานมีคาเทากับ 
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23 m )10(076.2)346.0(006.0 −=== dtA ww  

MPa 100MPa 35.43
)10(076.2

90000
3

max
max =<=== − allow

wA
V

ττ  

ดังนั้น หนาตัดคานที่ไดโดยพิจารณากําลังรับ bending moment ของคานจะมีกําลังพอเพียงในการรับแรงเฉือน Ans. 
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ตัวอยางที่ 11-3 
 คานไมชวงเดี่ยวรองรับอยางงายมีหนาตัดรูปส่ีเหลี่ยมผืนผาถูกกระทําโดยแรงกระทําเปนจุด P  ดังที่แสดงในรูปที่ 
Ex 11-3 จงทําการออกแบบหาความลึก h  และคาแรงกระทําเปนจุด P  สูงสุดที่ทําใหคานไมมีหนวยแรงภายในเกิดขึ้น
เทากับหนวยแรงดัดที่ยอมให MPa 24)( =allowbσ  และหนวยแรงเฉือนที่ยอมให MPa 35.0=allτ พรอมกัน 

 

                
รูปที่ Ex 11-3 

 

 โดยใชแผนภาพ free-body diagram ของคานและสมการความสมดุล เราจะไดวา bending moment และแรง
เฉือนสูงสุดที่เกิดขึ้นในคานจะอยูในรูป 

PM 75.0max =  
PV 50.0max =  

moment of inertia ของหนาตัดคาน 
3

3

0125.0
12

)(150.0 hhI ==  

 โดยการออกแบบคานโดยพิจารณากําลังรับ bending moment ของคาน เราจะไดวา 

I
cM

allow
max=σ  

3
6

0125.0
75.0)10(5.10

h
Ph

=  
2000,35 hP =  

 โดยการออกแบบคานโดยพิจารณากําลังรับ แรงเฉือนของคาน เราจะไดวา 

A
V

all
max

2
3

=τ  

h
P

150.0
5.0

2
3)10(35.0 6 =  

hP 000,70=  
เนื่องจากคานไมมีหนวยแรงภายในเกิดขึ้นเทากับหนวยแรงดัดที่ยอมใหและหนวยแรงเฉือนที่ยอมใหพรอมกัน 

ดังนั้น แรงกระทําเปนจุด P  ทั้งสองกรณีจะมีคาเทากัน 
hh 000,70000,35 2 =  

         m 20.0=h       Ans. 
ซึ่งเราจะไดคาแรงกระทําเปนจุด P  สูงสุดที่คานสามารถรองรับไดมีคาเทากับ 

      kN 14max =P       Ans. 
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ตัวอยางที่ 11-4 
 กําหนดใหคาน ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 11-4 ถูกรองรับแบบ simple support และถูกกระทําโดยน้ําหนักบรรทุก 

kN/m 0.5=w  และ 5kN=P  เมื่อหนาตัดของคานมีลักษณะดังที่แสดงในรูป โดยมีระยะ m 120.0=y มี 
moment of inertia 46 )mm27(10=I  และวัสดุที่ใชทําคานมีหนวยแรงดัดที่ยอมให MPa 0.40 และหนวยแรงเฉือนที่
ยอมใหเทากับ MPa 0.2 ตะปูที่ใชในการเชื่อมปก (flange) เขากับเอว (web) สามารถรับแรงเฉือนได kN 2  และมีระยะ
ระหวางตะปูเทากับ mm 50  จงทําการวิเคราะหวาคานหนาตัดดังกลาวสามารถรองรับน้ําหนักบรรทุกไดอยางปลอดภัย
หรือไม 

 
รูปที่ Ex 11-4 

 

 โดยใชแผนภาพ free-body diagram ของคานและสมการความสมดุล เราจะไดวา แรงเฉือนสูงสุดและโมเมนต
ดัดสูงสุดที่เกิดขึ้นในคานมีคาเทากับ kN 25.4max =V  และ m-kN 5.8max =M  ตามลําดับ 
 ตรวจสอบกําลังรับแรงดัด 

MPa 8.37
)10(27

)120.0(8500
6

max
max === −I

cM
σ  

เนื่องจาก MPa 0.40max =< allowσσ  ดังนั้น คานหนาตัดดังกลาวสามารถรองรับโมเมนตดัดสูงสุดไดอยางปลอดภัย 
 ตรวจสอบกําลังรับแรงเฉือน 

MPa 13.1
030.0)10(27

]060.0)120.0(030.0[4250
6

max
max === −It

QV
τ  

เนื่องจาก MPa 0.2max =< allowττ  ดังนั้น คานหนาตัดดังกลาวสามารถรองรับแรงเฉือนสูงสุดไดอยางปลอดภัย 
 ตรวจสอบระยะหางระหวางตะปู 

kN/m 875.31
)10(27

]045.0)030.0(150.0[4250
6

max
max === −I

QV
q  

m 0625.0
875.31
0.2

==s  

เนื่องจากระยะหางระหวางตะปูที่ตองการมีคามากกวาระยะหางระหวางตะปูที่ใช ดังนั้น ขนาดของตะปูระยะหางระหวาง
ตะปูที่ใชจึงสามารถรองรับแรงเฉือนไดอยางปลอดภัย 
 โดยสรุปแลว คานหนาตัดดังกลาวสามารถรองรับน้ําหนักบรรทุกไดอยางปลอดภัย    Ans. 
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11.4 การออกแบบเพลา (Shaft Design) 
 เพลาที่มีหนาตัดทรงกลมมักจะถูกใชในเครื่องจักรกลตางๆ โดยทั่วไปแลว เพลาเหลานี้จะถูกกระทําโดยโมเมนต
ดัด (bending moment) และแรงบิด (torque) รวมกัน ใน section นี้ เราจะศึกษาการออกแบบเพลาที่มีหนาตัดที่คงที่ เพื่อ
ใชในการถายแรงจากเฟอง (gear) หรือ pulley ที่ยึดติดอยูกับเพลาดังกลาว 
 พิจารณาเพลาที่แสดงในรูปที่ 11-6a ซึ่งถูกกระทําโดยแรง P1  และ P2  จากรูป เราจะแตกแรงกระทําดังกลาว
ออกเปนองคประกอบของแรงในทิศทางที่ตั้งฉากตอกันได ดังที่แสดงในรูปที่ 11-6b เมื่อเรานําองคประกอบของแรงที่ไดมา
เขียนแผนภาพ moment diagrams เราจะไดแผนภาพ moment diagrams เนื่องจากแรงกระทําที่อยูในระนาบ y z−  
และระนาบ x z−   ดังที่แสดงในรูปที่ 11-6c จากแผนภาพทั้งสอง เราจะหาคาของโมเมนตดัดลัพธภายในเพลาที่หนาตัด
ใดๆ ไดโดยใชสมการ M M Mx z= +2 2  นอกจากนั้นแลว เนื่องจากเพลายังถูกกระทําโดยแรงบิดตลอดความยาวของ
เพลา ดังนั้น เราจะเขียนแผนภาพ torque diagram ไดดังที่แสดงในรูปที่ 11-6d 

 

 

 
รูปที่ 11-6 

  

 จากแผนภาพ moment diagrams และแผนภาพ torque diagram เราจะหาหนาตัดของเพลาที่ถูกกระทําโดย
โมเมนตลัพธ M  สูงสุดและแรงบิด T  สูงสุดได จากนั้น เราจะหาคาของหนวยแรงสูงสุดที่เกิดขึ้นที่หนาตัดนั้น โดยใช
สมการ flexural formula และสมการ torsion formula ตามลําดับ เราควรที่จะทราบดวยวา ในการออกแบบเพลาใน
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ลักษณะนี้ เราจะไมนําหนวยแรงเฉือน ItVQ /=τ  มาพิจารณา เนื่องจากหนวยแรงเฉือนดังกลาวมักจะมีคานอยมากเมื่อ
เทียบกับคาของหนวยแรงที่เกิดจากโมเมนตลัพธ M  และแรงบิด T   

รูปที่ 11-6e และ 11-6f แสดงจุดบนหนาตัดของเพลาที่ถูกกระทําโดยหนวยแรงตั้งฉากสูงสุดและหนวยแรงเฉือน
สูงสุด  ตามลําดับ โดยทั่วไปแลว จุดดังกลาว (จุด C  หรือจุด D ) จะถูกกระทําโดยสภาวะของหนวยแรงแบบ plane 
stress  ดังที่แสดงในรูปที่ 11-6g โดยที่หนวยแรงตั้งฉากสูงสุดจะมีคาเทากับ  

I
cM max

max =σ  

และหนวยแรงเฉือนสูงสุดจะมีคาเทากับ  

J
cTmax

max =τ  
 

 
รูปที่ 11-6 (ตอ) 

 

ถาเราทราบคาหนวยแรงดัดที่ยอมใหและหนวยแรงเฉือนที่ยอมใหของวัสดุที่ใชทําเพลาแลว เราจะหาขนาดของ
เพลาไดโดยใชสมการหนวยแรงสูงสุดทั้งสองสมการและ theory of failure ที่เหมาะสม ซึ่งโดยปกติแลว วัสดุที่ใชทําเพลา
มักจะเปนวัสดุเหนียว (ductile material) ดังนั้น เราจะใช maximum shear stress theory ดังที่กลาวไปแลวใน section ที่ 
10.7 ในการวิเคราะหตอไปนี้ 

จากสมการ stress transformation และสภาวะของหนวยแรง ดังที่แสดงในรูปที่ 11-6g เราจะไดวา 
22

2
2

22






+






=+






=

J
Tc

I
Mc

allow τστ  

สําหรับเพลาที่มีหนาตัดทรงกลม 
4

4cI π
=  และ 

2

4cJ π
=  ดังนั้น 

22
3

2 TM
callow +=
π

τ  
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และเราสามารที่จะหาคาของรัศมีของเพลาไดจาก 

            
3/1

222








+= TMc

allowπτ
               (11-2) 

 ในกรณีที่วัสดุที่ใชทําเพลาเปนวัสดุเปราะ (brittle material) แลว เราจะใช maximum normal stress theory ใน
การออกแบบ ซึ่งจะทําใหเราไดสมการที่ใชในการออกแบบเพลาที่แตกตางจากที่ไดในสมการที่ 11-2 
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ตัวอยางที่ 11-5 
 จงหาขนาดเสนผาศูนกลางของเพลา ดังที่แสดงในรูปที่ EX 11-5a ซึ่งถูกกระทําโดยแรง 1P  และแรง 2P  ที่ gear 
C  และที่ gear D  ตามลําดับ ซึ่งแรงทั้งสองกอใหเกิดแรงกระทําเปนจุดและแรงบิดกระทําตอเพลาที่จุด C  และที่จุด D  
ดังที่แสดงในรูปที่ EX 11-5b กําหนดให MPa 50=allowτ  
 

 
 

 
รูปที่ EX 11-3 

 

 จากแผนภาพ free-body diagram ของเพลา ดังที่แสดงในรูปที่ EX 11-5b เราจะสามารถเขียนแผนภาพ 
moment diagram และ torque diagram ของเพลา ดังที่แสดงในรูปที่ EX 11-5c และ Ex 11-5d ตามลําดับ 

จากแผนภาพ moment diagram เราจะไดวา คาสูงสุดของ moment ลัพธจะเกิดที่จุด C  หรือที่จุด D  โดยที่ 
m-N 9.23222560 22 =+=CM  
m-N 9.17490150 22 =+=DM  

ดังนั้น คาสูงสุดของ moment ลัพธจะเกิดที่จุด C  และขนาดเสนผาศูนกลางของเพลาจะมีคาเทากับ 

m 0296.01009.232
10)50(

22
3/1

22
6 =








+=

π
d     Ans. 
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แบบฝกหัดทายบทที่ 11
11-1 คานไม ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 11-1 มีหนวยแรงดัดที่ยอมให (allowable bending stress) 760.0=allowσ

MPa  และหนวยแรงเฉือนที่ยอมให (allowable shear stress) MPa 480.0=allowτ

a.) จงเขียนแผนภาพ shear diagram และ moment diagram ของคาน
b.) จงออกแบบหาความกวาง b  ของคาน

รูปที่ Prob. 11-1

11-2 คานไม ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 11-2 มีหนวยแรงดัดที่ยอมให (allowable bending stress) MPa 25=allowσ

และหนวยแรงเฉือนที่ยอมให (allowable shear stress) MPa 700.0=allowτ  จงหาขนาดของแรง P  สูงสุดที่ยอมให
กระทํ าตอคานคาน

รูปที่ Prob. 11-2

11-3 จงหาขนาดหนาตัด wide-flange ที่เบาที่สุดของคานเหล็ก A36  ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 11-3 ถาเหล็กมี
MPa 165=allowσ  และ MPa 100=allowτ

รูปที่ Prob. 11-3

11-4 จงตรวจสอบดูวาคานเหล็ก A36  หนาตัด kg/m 21W310×  ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 11-4 สามารถรองรับนํ้ า
หนักบรรทุกไดอยางปลอดภัยหรือไม ถากํ าหนดใหเหล็กมี MPa 150=allowσ  และ MPa 85=allowτ
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รูปที่ Prob. 11-4

11-5 จงหาขนาดหนาตัด wide-flange ที่เบาที่สุดของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 11-5 ถาเหล็กมี MPa 150=allowσ

และ MPa 85=allowτ

รูปที่ Prob. 11-5

11-6 คานถูกใชในการขนถายสินคาสํ าหรับรถไฟมีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 11-6 ถานํ้ าหนักบรรทุกสูงสุดที่กระทํ า
ตอคานมีคาเทากับ kN 50 จงหาขนาดหนาตัด wide-flange ที่เบาที่สุดของคาน เมื่อรอกไฟฟาสามารถเคลื่อนที่ไดในชวง 

m 5.7m 5.0 ≤≤ x  และ MPa 165=allowσ  และ MPa 85=allowτ

รูปที่ Prob. 11-6

11-7 กํ าหนดใหคานไมรองรับแรงกระทํ า kN 16=P  ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 11-7
a.) จงหาขนาด a  ของคานไมเมื่อ MPa 30=allowσ  และ MPa 800.0=allowτ

b.) จงหาระยะ s  ระหวางสลักเกลียว ถาสลักเกลียวสามารถรับแรงเฉือนได kN 5.2



Mechanics of  Materials 11-19

รูปที่ Prob. 11-7

11-8 bearing ที่จุด A  และจุด D  ของเพลา ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 11-8 มีแรงปฏิกริยาเฉพาะในแนวแกน y  และแกน 
z  จงหาขนาดเสนผาศูนยกลางที่เล็กที่สุดที่เปนจํ านวนเต็มหนวยมิลลิเมตรของเพลา เมื่อ MPa 130=allowσ  และ

MPa 60=allowτ  โดยใช maximum normal stress theory และ maximum distortion energy density

รูปที่ Prob. 11-8

11-9 จงหาขนาดเสนผาศูนยกลางที่เล็กที่สุดที่เปนจํ านวนเต็มหนวยมิลลิเมตรของเพลา ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 11-9 โดย
ใช maximum distortion energy density เมื่อ bearing ที่จุด A  และจุด B  ของเพลามีแรงปฏิกริยาเฉพาะในแนวแกน 
y  และแกน z  และ MPa 130=allowσ

รูปที่ Prob. 11-9
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บทที่ 12
การโกงตัวของคาน (Deflection of Beams)

เรียบเรียงโดย  ดร. สิทธิชัย แสงอาทิตย

12.1 แผนภาพการโกงตัวและเสนโคงการโกงตัว (Deflection Diagram and Elastic Curve)
เมื่อคานถูกกระทํ าโดยแรงตามขวาง (transverse loads) แลว คานจะมีการเปลี่ยนแปลงรูปรางเกิดขึ้นในลักษณะ

ของการโกงตัวเปนเสนโคง ซึ่งมักจะถูกเรียกวา deflection curve กอนที่จะคํ านวณหาคาการโกงตัว (deflection) ของคาน
ได เราควรที่จะทํ าการราง (sketch) แผนภาพ deflection diagram ของคาน ซึ่งแผนภาพดังกลาวจะแสดงถึงเสนโคงการ
โกงตัว (elastic curve) ของคานที่ผานจุด centroid ของพื้นที่หนาตัดของคาน elastic curve นี้จะชวยใหเราเห็นลักษณะ
การเปลี่ยนแปลงรูปรางของโครงสรางอยางคราวๆ ซึ่งจะชวยในการตรวจสอบวาคาและรูปรางการโกงตัวของคานที่คํ านวณ
ไดนาจะมีความถูกตองหรือไม

โดยทั่วไปแลว ถาเราทราบถึงวาจุดรองรับ (support) แตละประเภทจะปองกันไมใหเกิดมุมลาด (slope) และการ
เปล่ียนตํ าแหนง (displacement) ที่จุดรองรับประเภทนั้นๆ อยางไรแลว  เราจะราง elastic curve ของคานขึ้นมาไดโดยไม
ยาก โดยสรุปแลว เราจะกลาวไดวา จุดรองรับที่ตานทานตอแรงกระทํ า เชน หมุด (pin) และลอเล่ือน (roller) เปนตน จะ
ปองกันไมใหเกิดการเปลี่ยนตํ าแหนง สวนจุดรองรับที่ตานทานตอแรงกระทํ าและโมเมนต เชน จุดรองรับแบบยึดแนน (fixed 
support) เปนตน จะปองกันการไมใหเกิดการเปลี่ยนตํ าแหนงและการหมุน (rotation)

โดยใชขอสรุปดังกลาว เราจะราง elastic curve ของคานที่ถูกกระทํ าโดยแรงได ดังที่แสดงในรูปที่ 12-1 โดยที่การ
โกงตัวของคานที่รางขึ้นมานี้จะมีขนาดใหญกวาความเปนจริงมาก

รูปที่ 12-1

ในกรณีที่เราไมสามารถราง elastic curve ขึ้นมาไดโดยงาย เราควรที่จะเขียนแผนภาพ moment diagram ของ
คานขึ้นมากอน จากนั้น เราจะใช sign convention ดังที่แสดงในรูปที่ 12-2 ชวยในการราง elastic curve ของคาน โดยที่

 โมเมนตที่มีคาเปนบวกจะทํ าใหคานเกิดการโคงหงาย (concave upward)
 โมเมนตที่มีคาเปนลบจะทํ าใหคานเกิดการโคงควํ่ า (concave downward)

พิจารณาคานดังที่แสดงในรูปที่ 12-3a ซึ่งมีแผนภาพ moment diagram ดังที่แสดงในรูปที่ 12-3b คานนี้จะไมมี
การเปลี่ยนตํ าแหนงเกิดขึ้นที่จุด B  และจุด D  เนื่องจากจุดรองรับของคานนี้ที่จุด B  เปน roller และที่จุด D  เปนหมุด 
นอกจากนั้นแลว ในชวงของคานที่มีโมเมนตเปนลบ คานจะเกิดการโคงควํ่ า และในชวงของคานที่มีโมเมนตเปนบวก คาน
จะเกิดการโคงหงาย และจุดเชื่อมตอของการเกิดการโคงควํ่ าและเกิดการโคงหงายนี้จะถูกเรียกวา จุดดัดกลับ (inflection 
point) ซึ่งเปนจุดที่มีคาโมเมนตเปนศูนย จากหลักการดังกลาว เราจะเขียนแผนภาพ deflection diagram ของคานนี้ไดดัง
รูปที่ 12-3c
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รูปที่ 12-2

รูปที่ 12-3

พิจารณาคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 12-4a ซึ่งมีแผนภาพ moment diagram ดังที่แสดงในรูปที่ 12-4b คานนี้จะไมมี 
slope และการเปลี่ยนตํ าแหนงเกิดขึ้นที่จุดรองรับแบบยึดแนน ดังที่แสดงในรูปที่ 12-4c แตจะมีทั้ง slope และการเปลี่ยน
ตํ าแหนงเกิดขึ้นที่ปลายอิสระ C  โดยใชหลักการขางตน เราจะเขียนแผนภาพ deflection diagram ของคานนี้ไดดังที่แสดง
ในรูปที่ 12-4c

รูปที่ 12-4
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12.2 ทฤษฎีคานยืดหยุน (Elastic Beam Theory)
พิจารณาคานยื่น (cantilevered beam) ที่มีจุดเริ่มตนของระบบแกนอางอิงแบบตั้งฉาก x - y  ที่จุด A  ดังที่

แสดงในรูปที่ 12-5a กํ าหนดใหแรงกระทํ าอยูในระนาบเดียวกันกับระนาบที่หนาตัดของคานมีความสมมาตรและกระทํ าตั้ง
ฉากกับแนวแกนของคาน ดังนั้น ภายใตการกระทํ าของแรง คานจะเกิดการโกงตัวในระนาบที่แรงกระทํ าเทานั้น ดังที่แสดง
ในรูปที่ 12-5b โดยที่ระนาบของหนาตัดของคานที่ตั้งฉากกับแนวแกนของคานไมมีการเปลี่ยนแปลงรูปรางและยังคงตั้งฉาก
กับแนวแกนของคานเหมือนกอนที่คานจะเกิดการโกงตัว ดังที่แสดงในรูปที่ 12-5d นอกจากนั้นแลว เนื่องจากความยาวของ
คานมีคามากกวาความลึกของคานมาก เราจะพิจารณาเฉพาะการโกงตัวที่เกิดขึ้นจากโมเมนตดัดเทานั้น

รูปที่ 12-5
Curvature ของ Differential Element

พิจารณา differential element ของคานระหวางจุด m1  (ที่ระยะ x  จากจุด A ) และจุด m2  (ที่ระยะ x dx+

จากจุด A ) ดังที่แสดงในรูปที่12-5b และ 12-5c โดยที่ระยะ dx  มีคาที่นอยมาก  กํ าหนดใหความยาวของ differential 
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element ที่แกนสะเทิน (neutral axis) ของหนาตัดคานภายใตการกระทํ าของแรงมีคาเทากับ ds θρ d =  ดังนั้น ความ
โคง (curvature) ของ differential element นี้จะหาไดจากสมการ

           =
ρ
1

ds
dθ (a)

และมุมลาด (slope) ของ differential element ที่แกน neutral axis ของคานระหวางจุด  m1  และ m2  จะมีอยูในรูป

         =
dx
dv

θ tan  หรือ 
dx
dv arctan=θ (b)

จากวิชา calculus เนื่องจาก θ  และ s  มีความสัมพันธกับ x  ดังนั้น เราจะเขียนสมการของความโคง
(curvature) ไดเปน

=
ρ
1

ds
dx

dx
d .θ

และเมื่อทํ าการแทนสมการ (a) ลงในสมการ (b) เราจะไดวา

     =
ρ
1

ds
dx

dx
d .θ

ds
dx

dx
dv

dx
d ). (arctan= (c)

จากรูปที่ 12-5c ความยาวของ differential element จะหาไดจากสมการ
=2ds dx 2 2dv+

=ds dx dv2 2 +  (d)
เมื่อทํ าการหารสมการ (d) ดวย dx เราจะได

=
dx
ds 2/12 ])(1[

dx
dv

+

=
ds
dx 1

1 2 1 2[ ( ) ] /+
dv
dx

(e)

จากวิชา calculus,

   =) (arctan
dx
dv

dx
d

])(1[ 2

2

2

dx
dv
dx
vd

+
     (f)

แทนสมการ (e) และสมการ (f) ลงในสมการ (c) เราจะได สมการความโคงของ differential element ของคานอยู
ในรูป

=
ρ
1

d v
dx
dv
dx

2

2

2 3 21[ ( ) ] /+
            (12-1)

Moment-Curvature Relationships
ความสัมพันธของโมเมนตและความโคงของ differential element จะหาไดดังตอไปนี้
พิจารณารูปที่ 12-5d ซึ่งเปนภาพขยายของ differential element ของคานกอนและหลังจากที่ถูกกระทํ าโดย

โมเมนตดัดภายใน M
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กอนที่จะเกิดการการดัด: ความยาวของ differential element ที่แกนสะเทิน (neutral axis) และที่ระยะ y  จะมี
คาเทากันคือ

=dx =′sd θρ d 
หลังจากที่เกิดการดัด: ความยาวของ differential element ที่แกน neutral axis ยังคงมีความยาวเทาเดิม dx

(จากคํ านิยามของแกนสะเทิน) แตความยาวของ differential element ที่ระยะ y  จากแกน neutral axis จะมีคาเปลี่ยน
จาก ds′  เปน ds′′ โดยที่

θρ dysd ) - (=′′
โดยใชนิยามของความเครียดตั้งฉาก เราจะไดวา

sd
sdsd

′
′−′′

=ε
ρθρ

θρθρ y
d

ddy
−==

 
  - ) - (

ρ
1

y
ε

−=

ถาวัสดุที่ใชทํ าคานเปนวัสดุที่มีคุณสมบัติเหมือนกันทุกทิศทาง (isotropic) และมีเนื้อเดียวกัน (homogenous) 
และมีพฤติกรรมอยูในชวงยืดหยุนเชิงเสน (linear elastic) แลว จาก Hooke’s Law, εσ E =  และ flexural formula,

IMc / = σ  เราจะไดวา ความเครียด (strain) ที่ตํ าแหนง y  ซึ่งถูกกดอัดจะหาไดจากสมการ

EI
My- = ε

ดังนั้น

          =
ρ
1 M

EI
            (12-2)

เมื่อ ρ  เปน radius of curvature ของ differential element
M  เปนโมเมนตดัดภายในที่กระทํ าอยูบน differential element
E เปน modulus of elasticity ของวัสดุที่ใชทํ าคาน
I เปน moment of inertia ของพื้นที่หนาตัดของคานรอบแกน neutral axis
คา EI มักจะถูกเรียกวา ความแกรงตอการดัด (flexural rigidity) ซึ่งจะมีคาเปนบวกเสมอ
เครื่องหมายของรัศมีความโคง (radius of curvature) ρ  นี้จะขึ้นอยูกับเครื่องหมายของโมเมนต M  เมื่อ M

มีคาเปนบวกแลว ρ  ก็จะมีคาเปนบวกดวยและเมื่อ M  มีคาเปนลบแลว ρ  ก็จะมีคาเปนลบดวย ดังที่แสดงตามรูปที่ 
12-6

รูปที่ 12-6
Differential Equations of the Deflection Curve

แทนสมการที่ 12-1 ลงในสมการที่ 12-2 เราจะได
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M
EI 2/32

2

2

])(1[
dx
dv
dx
vd

+
=             (12-3)

สมการที่ 12-3 นี้เปนสมการ nonlinear second order differential equation และมักจะถูกเรียกวาสมการ 
elastica

สมการการโกงตัว v = f x( ) ที่ไดจากสมการนี้จะเปนคาการโกงตัวที่แทจริงของคาน แตจะหามาไดยากมาก
เนื่องจากสมการนี้เปนสมการไมเชิงเสน (nonlinear equation) อยางไรก็ตาม โดยปกติแลว คาการโกงตัวของคานจะถูก
จํ ากัดที่คาใดคาหนึ่ง (ซึ่งจะมีคานอยมาก เชน 360/L  เมื่อ L  เปนความยาวของคาน เปนตน) เพื่อปองกันการแตกราว

ของคานและผนังใตคาน และการสั่นของคาน ดังนั้น คา slope 
dx
dv  ก็จะมีคานอยกวา 1 มากและเทอมความโคง 

2








dx
dv

ในสมการที่ 12-3 จะมีคาประมาณศูนยและจะไมนํ ามาคิด ดังนั้น เราจะเขียนสมการที่ 12-3 ไดใหมเปน

      M
EI

 = d v
dx

2

2             (12-4)
จากสมมุติฐานดังกลาว เราจะไดวา ความยาวของคานกอนถูกกระทํ าโดยแรงจะมีคาโดยประมาณเทากับความ

ยาวของคานหลังจากที่ถูกกระทํ าโดยแรงหรือ

=ds =22  + dvdx dxdx
dx
dv

≈







+ 2)(1

12.3 วิธีอินทีเกรทสองชั้น (Double Integration Method)
สมการที่ 12-4 จะถูกเขียนใหอยูในรูปอื่นๆ ไดดังตอไปนี้
ถาเราทํ าการ differentiate สมการที่ 12-4 เทียบกับ x  โดยที่ให dxdMV /=  แลว ทํ าการจัดรูปสมการใหม

เราจะไดความสัมพันธของการโกงตัว v  กับแรงเฉือน V อยูในรูป

)(2

2

xV
dx
vdEI

dx
d

=






             (12-5)

ถาเราทํ าการ differentiate สมการที่ 12-5 เทียบกับ x  โดยที่ให wdxdV −=/  แลว เราจะไดความสัมพันธ
ของการโกงตัว v  กับแรงกระทํ าแผกระจาย (distributed load) w  อยูในรูป

)(2

2

2

2

xw
dx
vdEI

dx
d

−=






             (12-6)

ในกรณีที่ flexural rigidity ของคานมีคาคงที่ตลอดความยาวของคานแลว สมการที่ 12-4 ถึง 12-6 จะถูกเขียน
ใหมไดในรูป

)(4

4

xw
dx
vdEI −=             (12-7)

)(3

3

xV
dx
vdEI =             (12-8)

)(2

2

xM
dx
vdEI =             (12-9)

ในการหาคา slope และ deflection ของคานโดยใชสมการที่ 12-7 ถึง 12-9 เราตองทํ าการอินทิเกรทสมการดัง
กลาวอยางตอเนื่อง (successive integration) ในการทํ าการอินทิเกรทแตละครั้งนั้น เราจะไดคาคงที่ของการอินทิเกรท 
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(constant of integration) ซึ่งจะหาไดจากการใชเงื่อนไขขอบเขต (boundary conditions) และเงื่อนไขความตอเนื่อง 
(continuity conditions) ของคานและจะทํ าใหคํ าตอบที่ไดเปนคํ าตอบเฉพาะของแตละคานนั้นๆ

ถาแรงที่กระทํ าบนคานมีความไมตอเนื่องหรือประกอบดวยชุดของแรงแผกระจาย (distributed loads) และแรง
กระทํ าเปนจุด (concentrated loads) แลว เราจะหาสมการโมเมนตภายใน M  ของแตละชวงระหวางแรงกระทํ าเหลานั้น
ไดหลายสมการ ยกตัวอยางเชน พิจารณาคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 12-7a เราจะเขียนสมการโมเมนตในชวง AB  ชวง BC
และชวง CD  ในเทอมของพิกัด x1  x2  และ 3x  ได โดยที่เราจะเลือกใชพิกัดอันใดอันหนึ่ง ดังที่แสดงในรูปที่ 12-7b หรือ 
12-7c ในการเลือกพิกัดนั้นเราจะเลือกพิกัดที่ทํ าใหเราสามารถเขียนสมการของโมเมนตไดไวที่สุด ซึ่งขึ้นอยูกับความถนัด
ของแตละคน หลังจากที่เราทํ าการอินทิเกรทสมการที่ 12-9 และหาคาคงที่ของการอินทิเกรทไดแลว เราจะไดสมการของ 
slope และ deflection ของคาน ซึ่งเกิดจากแรง P  และ w

รูปที่ 12-7
Sign Convention

รูปที่ 12-8a แสดง sign convention ของแรงภายนอกและแรงภายในที่มีคาเปนบวก ซึ่งเราใชในการหาสมการที่
12-9 นอกจากนั้นแลว รูปที่ 12-8b แสดง sign convention ของความลาดชัน (slope) และการโกงตัว (deflection) ของ
คานที่มีคาเปนบวก ซึ่งในที่นี้ เราจะให deflection มีคาเปนบวก เมื่อมีทิศทางพุงขึ้น และ slope มีคาเปนบวก เมื่อหมุนทวน
เข็มนาฬิกาจากแกน x  ซึ่งการที่ slope และ deflection มีคาเปนบวกในทิศทางดังกลาวนั้นเกิดจากการที่เมื่อ dx  และ
dv  มีคาเปนบวกในทิศทางของ x  และ v  แลว คา θd  จะมีทิศทางทวนเข็มนาฬิกาจากแกน x
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รูปที่ 12-8
Boundary และ Continuity Conditions

คาคงที่ของการอินทิเกรทที่ไดมาจากการอินทิเกรทสมการที่ 12-9 จะหามาไดจากคา slope และ deflection ของ
คานที่เราทราบคาที่จุดตางๆ บนคาน ซึ่งคาเหลานี้มักถูกเรียกวา boundary conditions ยกตัวอยางเชน ถาคานถูกรองรับ
โดยหมุด (pin) และลอเล่ือน (roller) แลว คา deflection ในแนวดิ่งของคานที่จุดรองรับดังกลาวจะมีคาเปนศูนย และถา
คานถูกรองรับแบบยึดแนน (fixed supports) แลว slope และ deflection ที่จุดดังกลาวจะมีคาเปนศูนย ดังที่แสดงในตา
รางที่ 12-1

ตารางที่ 12-1
Type of supports Boundary conditions

Roller

∆ =
=
0
0M

Pin

∆ =
=
0
0M

Roller

∆ = 0

Pin

∆ = 0

Fixed end
0
0

=∆
=θ

Free end

V
M
=
=
0
0

Internal pin or hinge

M = 0

ถาคานถูกกระทํ าโดยแรงที่ไมมีความตอเนื่องดังที่ไดกลาวไปแลว เราจะตองใชเงื่อนไขความตอเนื่อง (continuity 
condition) ในการหาคาคงที่ของการอินทิเกรท
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พิจารณาคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 12-9a  จากรูป เนื่องจากคานไมมีความตอเนื่องที่จุด B  ดังนั้น เราจะตองใช
พิกัด x1  และ x2  ในชวง AB  และชวง BC  ในการเขียนสมการ slope และ deflection ซึ่งจะทํ าใหเกิดคาคงที่ของการ
อินทิเกรททั้งส้ิน 4 คา โดยที่คาคงที่ของการอินทิเกรท 2 คาจะหาไดจากเงื่อนไขขอบเขต (boundary conditions) ของคาน
และคาคงที่ของการอินทิเกรทอีก 2 คาที่เหลือจะไดจากการพิจารณาคา slope และ displacement ที่จุด B  โดยที่คา 
slope และ displacement ที่หามาไดในชวง AB  ที่จุด B  หรือ x1 = a  จะมีคาเทากับคา slope และ displacement ที่
หามาไดในชวง BC  ที่จุด B  หรือ x2 = a  เพื่อที่วา deflection curve ของคานจะมีความตอเนื่องที่จุดนี้หรือถาเขียน
เปนสมการแลว เราจะไดวา

)()( 21 aa θθ =  และ )()( 21 avav =

ในกรณีที่เราใชพิกัด x1  และ x2  ดังที่แสดงในรูปที่ 12-9b แลว เราจะเขียนสมการของ continuity condition ที่
จุด B  ไดอยูในรูป

)()( 21 ba θθ =−   และ )()( 21 bvav =

เครื่องหมายลบในสมการของ slope เกิดขึ้นเนื่องจากวาพิกัด x1  มีทิศทางบวกไปทางขวามือ เมื่อ )(1 aθ  หมุนตามเข็ม
นาฬิกา จาก sign convention ที่เราใช )(1 aθ  จะมีเครื่องหมายเปนลบ สวน x2 มีทิศทางบวกไปทางซายมือ เมื่อ )(2 bθ

หมุนตามเข็มนาฬิกา จาก sign convention ที่เราใช )(2 bθ  จะมีเครื่องหมายเปนบวก

รูปที่ 12-9
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ตัวอยางที่ 12-1
จงหาสมการของ slope ที่จุด B  และการโกงตัวที่จุด C  ของคานยื่น ซึ่งถูกกระทํ าโดยแรง P  และมี flexural 

rigidity EI  คงที่ตลอดความยาวของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 12-1a

  
รูปที่ Ex 12-1

จากลักษณะของคานและการกระทํ าของแรง เราจะรางรูปรางการโกงตัวของคานได ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 12-1b
กํ าหนดใหจุดเริ่มตนของ coordinate x  อยูที่จุด A  ดังนั้น เราจะหาสมการของโมเมนตดัดไดในรูป

)()( xLPPLPxxM −−=−=
จากสมการของ elastic beam เราจะไดวา

PLPx
dx
vdEI −=2

2

1

2

2
CPLxxP

dx
dvEI +−=

21

23

26
CxCxPLxPEIv ++−=

ในการวิเคราะหหาสมการของ slope และสมการของการโกงตัวของคานยื่นนี้ เราตองหาคาคงที่ของการ 

integration 2 คาโดยใช  boundary condition สองเงื่อนไขคือ 0=v  และ 0=
dx
dv  ที่ 0=x  ซึ่งเราจะไดวา

01 =C
02 =C

ดังนั้น สมการของ slope และสมการของการโกงตัวของคานจะอยูในรูป

)
2

(1 2

PLxxP
EIdx

dv
−==θ

)
26

(1 23 xPLxP
EI

v −=

ที่จุด B , ax 2= ,
     )(2 aLPa −−=θ  Ans.
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ที่จุด C , Lx = ,

        
EI
PLvC 3

3

−=  Ans.
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ตัวอยางที่ 12-2
กํ าหนดใหคาน simply supported beam ซึ่งถูกกระทํ าโดยนํ้ าหนักบรรทุกแบบกระจายสมํ่ าเสมอ w  และมี 

flexural rigidity EI  คงที่ตลอดความยาวของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 12-2 จงหาสมการของ slope  สูงสุด maxθ  และ
สมการของการโกงตัวสูงสุด maxv  ของคาน

รูปที่ Ex 12-2

จากลักษณะของคานและการกระทํ าของแรง เราจะรางรูปรางการโกงตัวของคานได ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 12-2a
จากระบบแกนอางอิง เราจะหาสมการของโมเมนตดัดไดเปน

22
)(

2wxwLxxM −=

จากสมการของ elastic beam เราจะไดวา

22

2

2

2 wxwLx
dx
vdEI −=

1

32

64
CwxwLx

dx
dvEI +−=

21

43

2412
CxCwxwLxEIv ++−=

ในการวิเคราะหหาสมการของ slope และสมการของการโกงตัวของคานโดยวิธี double integration ในที่นี้ เรามี
คาคงที่ของการ integration จากสมการของ elastic beam ทั้งส้ิน 2 คา ซึ่งจะหาไดโดยใช  boundary condition สองเงื่อน
ไขคือ 0=v  ที่ 0=x  ซึ่งเราจะไดวา

02 =C

และ 0=
dx
dv  ที่ 2/Lx =   ซึ่งเราจะไดวา

24

3

1
wLC −=
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ดังนั้น สมการของ slope และสมการของการโกงตัวของคานจะอยูในรูป

)64(
24

323 LLxx
EI
w

dx
dv

+−−==θ

)2(
24

334 xLLxx
EI
wv +−−=

จากรูปรางการโกงตัวของคาน slope  สูงสุด maxθ  เกิดขึ้นที่จุดรองรับทั้งสองของคาน 0=x  หรือ Lx =

     
EI
wL

24

3

max −=θ  Ans.

และการโกงตัวสูงสุดของคานเกิดขึ้นที่จุดกึ่งกลางความยาวของคาน 2/Lx =

     
EI
wLv

384
5 4

max −=  Ans.
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ตัวอยางที่ 12-3
กํ าหนดใหคาน simply supported beam ซึ่งถูกกระทํ าโดยแรง P  ที่ระยะ a  จากจุดรองรับ A  และมี flexural 

rigidity EI  คงที่ตลอดความยาวของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 12-3a จงหา
a.) สมการของ slope  และสมการของการโกงตัวของคานเนื่องจากแรง P
b.) สมการของ slope ที่จุดรองรับ A  และ B
c.) สมการการโกงตัวสูงสุด พรอมตํ าแหนงที่เกิด เมื่อ ba 2=

   
รูปที่ Ex 12-3

สมการของ slope  และสมการของการโกงตัวของคานเนื่องจากแรง P
จากลักษณะของคานและการกระทํ าของแรง เราจะรางรูปการโกงตัวของคานไดดังที่แสดงในรูปที่ Ex 12-3b และ

เราจะแบงการหาสมการของโมเมนตดัดออกเปนสองชวงโดยใช coordinate 1x  และ 2x  โดยที่

;0 1 ax ≤≤ 11 x
L
PbM =

;2 bxa ≤≤ )1()( 2
222 L

xPaaxPx
L
PbM −=−−=

จากสมการของ elastic beam เราจะไดวา เมื่อ ;0 1 ax ≤≤

12
1

1
2

x
L
Pb

dx
vdEI =

1
2
1

1

1

2
Cx

L
Pb

dx
dvEI +=

211
3
11 6

 CxCx
L
PbvEI ++=

จากสมการของ elastic beam เราจะไดวา  เมื่อ ;2 bxa ≤≤

)1( 2
2

2
2

L
xPa

dx
dvEI −=
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3

2
2

2 )
2

( C
L
xxPa

dx
dvEI +−=

423

3
2

2
2 )

62
( CxC

L
xxPavEI ++−=

ในการวิเคราะหหาสมการของ slope และสมการของการโกงตัวของคานโดยวิธี double integration ของคานใน
ที่นี้ เราจะเห็นไดวา เรามีคาคงที่ของการ integration จากสมการของ elastic beam ทั้งส้ิน 4 คา ซึ่งสองคาของคาคงที่จะ
หาไดโดยใช  boundary condition สองเงื่อนไขคือ

01 =v ที่ ;01 =x

02 =C
02 =v ที่ ;2 Lx =

43

2

3
0 CLCPaL

++=

 และที่เหลืออีกสองคาจะหาไดโดยใช continuity condition สองเงื่อนไขคือ
 1v (ที่ ax =1 ) 2v= (ที่ ax =2 );

43

32

1
3 )

62
(

6
CaC

L
aaPaaCa

L
Pb

++−=+

 
1

1

dx
dv (ที่ ax =1 ) 

2

2

dx
dv

= (ที่ ax =2 );

3

2

1
2 )

2
(

2
C

L
aaPaCa

L
Pb

+−=+

 เมื่อทํ าการแกสมการทั้งสาม เราจะได

)(
6

22
1 bL

L
PbC −−=

)2(
6

22
3 aL

L
PaC +−=

6

3

4
PaC =

เมื่อแทนคาคงที่ของการ integration ทั้งส่ีคากลับลงในสมการของ slope และสมการของการโกงตัว เราจะได
เมื่อ ;0 1 ax ≤≤

)3(
6

2
1

22

1

1
1 xbL

EIL
Pb

dx
dv

−−−==θ

                                                               )(
6

2
1

221
1 xbL

EIL
Pbxv −−−=  Ans.

เมื่อ ;2 bxa ≤≤

)623(
6 2

222
2

2

2
2 LxaLx

EIL
Pa

dx
dv

−++−==θ

   )3)2((
6

22
22

223
22 LaLxxaLx

EIL
Pav −−++−=  Ans.

สมการของ slope ที่จุดรองรับ A  และ B
ที่จุดรองรับ A , 01 =x
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)(
6

))((
6

)(
6

22
1 bL

EIL
PabbLbL

EIL
PbbL

EIL
Pb

+−=−+−=−−=θ  Ans.

ที่จุดรองรับ B , Lx =2

)
6

))((
6

)(
6

22
2 aL

EIL
PabaLaL

EIL
PaaL

EIL
Pa

+=−+=−=θ  Ans.

สมการการโกงตัวสูงสุดพรอมตํ าแหนงที่เกิดเมื่อ ba 2=
จากรูปรางการโกงตัวของคาน เมื่อ ba 2=  แลว เราจะเห็นไดวา ตํ าแหนงที่เกิดคาการโกงตัวสูงสุดตองอยู

ระหวางจุดรองรับ A  และจุดที่แรงกระทํ า สมมุติวาเปนจุด C  ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 12-3b โดยที่จุดนี้จะเปนจุดที่มี slope 
เทากับศูนย ดังนั้น เราจะหาตํ าแหนงของจุด C  ไดจากสมการของ slope 1θ  และ bL 3=

03)3( 2
1

22 =−− xbb
bx 633.11 =

และสมการของการโกงตัวสูงสุดที่จุด C   จะหามาไดจากการแทนคา bx 633.11 =  ลงในสมการของการโกงตัว 1v

             
EI
Pbv

3

max 48385.0−=  Ans.
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12.4 วิธี superposition (Method of Superposition)
ในทางปฏิบัติ คา slope และ deflection ของคานมักจะถูกหาโดยใชวิธี superposition ซึ่งมีพื้นฐานมาจากหลัก

การ superposition (principle of superposition) เนื่องจากวาสมการ deflection curve ของคาน )/( 44 dxvdEI
)(xw−=  เปนไปตามขอกํ าหนด principle of superposition โดยที่

w x( ) α v x( ) และ 1)( <<<xv
ดังนั้น คา slope และ deflection ของคานที่เกิดขึ้นจากแรงทั้งหมดจะหาไดจากผลรวมของคา slope และ deflection เนื่อง
จากแรงแตละแรง ยกตัวอยางเชน ถา v1  เปนคาการโกงตัวที่จุดใดจุดหนึ่งของคานเนื่องจากแรง q1  และถา v2  เปนคา
การโกงตัวของคานที่จุดดังกลาวเนื่องจากแรง q2  แลว คาการโกงตัวของคานที่จุดดังกลาวเนื่องจากแรง q q1 2+  จะมีคา
เทากับ v v1 2+  เปนตน ตารางที่ 12-2 แสดงคาของ slope และ deflection ของคานที่เราควรทราบ

ตารางที่ 12-2
คาน Slope การโกงตัว สมการเสนโคงการโกงตัว

EI
PL

16

2

max −=θ
EI
PLv

48

3

max −= ( )22 43
48

xL
EI
Pxv −−=

2/0 Lx ≤≤

EIL
bLPab

6
)(

1
+

−=θ

EIL
aLPab

6
)(

2
+

=θ

( )222

6
abL

EIL
Pbav ax −−−==

( )222

6
xbL

EIL
Pbxv −−−=

ax ≤≤0

EI
ML
31 −=θ

EI
ML
62 =θ

EI
MLv
243

2

max −= ( )22 23
6

LLxx
EIL
Mxv +−−=

Lx ≤≤0

EI
wL

24

3

max −=θ
EI
wLv

384
5 4

max −= ( )323 2
24

LLxx
EI
wxv +−−=

Lx ≤≤0

EI
wL

128
3 3

1 −=θ

EI
wL

384
7 3

2 =θ

EI
wLv Lx 768

5 4

2/ −==

EI
wLv

4

max 006563.0−=

ที่ Lx 4598.0=

( )323 92416
384

LLxx
EI

wxv +−−=

2/0 Lx ≤≤

( )3223 17248
384

LxLLxx
EI

wLv −+−−=

LxL ≤≤2/

EI
Lwo

360
7 3

1 −=θ

EI
Lwo

45

3

2 =θ

EI
Lwv o

4

max 00652.0−=

ที่ Lx 51436.0=

( )4224 7103
360

LxLx
EIL
xwv o +−−=

Lx ≤≤0
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ตารางที่ 12-2 (ตอ)
คาน Slope การโกงตัว เสนโคงการโกงตัว

EI
PL
2

2

max −=θ
EI
PLv
3

3

max −= ( )xL
EI
Pxv −−= 3
6

2

Lx ≤≤0

EI
PL
8

2

max −=θ
EI
PLv

48
5 3

max −=

( )xL
EI
Pxv −−= 2/3
6

2

2/0 Lx ≤≤

( )2/3
24

2

Lx
EI
PLv −−=

LxL ≤≤2/

EI
wL
6

3

max −=θ
EI
wLv
8

4

max −= ( )xLLxx
EI
wxv 22

2

64
24

+−−=

Lx ≤≤0

EI
ML

=maxθ
EI
MLv
2

2

max = EI
Mxv
2

2

=

Lx ≤≤0

EI
wL

48

3

max −=θ
EI
wLv

384
7 4

max −=

( )2/32
24

22
2

LLxx
EI
wxv +−−=

2/0 Lx ≤≤

( )2/4
192

3

Lx
EI

wLv −−=

LxL ≤≤2/

EI
Lwo

24

3

max −=θ
EI
Lwv o

30

4

max −= ( )3223
2

51010
120

xLxxLL
EIL
xwv o −+−−=

Lx ≤≤0
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ตัวอยางที่ 12-4
คาน simple beam ดังที่แสดงในรูปที่ EX 12-4 สามารถรองรับนํ้ าหนักบรรทุกแบบกระจายสมํ่ าเสมอ 
kN/m 5.0=w  และแรงกระทํ าเปนจุด kN 5=P  ไดอยางปลอดภัย ดังที่แสดงในตัวอยางที่ 11-4 ถากํ าหนดให 

moment of inertia ของหนาตัดของคานรอบแกนสะเทิน 46 mm )10(27=I วัสดุมีคา modulus of elasticity  
GPa 20=E  จงหาคาการโกงตัวที่จุดกึ่งกลางคาน

รูปที่ EX 12-4

จากหลักการ superposition เราจะแยกพิจารณาคานออกเปน 2 กรณีคือ คานซึ่งถูกกระทํ าโดยนํ้ าหนักบรรทุก
kN/m 5.0=w  และคานซึ่งถูกกระทํ าโดยนํ้ าหนักบรรทุก  kN 5=P

คาการโกงตัวที่จุดกึ่งกลางคานเนื่องจากนํ้ าหนักบรรทุก kN/m 5.0=w
จากตารางที่ 12-2 เราจะเห็นไดวา นํ้ าหนักบรรทุกแบบกระจายสมํ่ าเสมอในกรณีนี้อยูตรงกันขามกับคานที่แสดง

ในตารางที่ 12-2 แตเนื่องจากจุดกึ่งกลางคานเปนจุดเดียวกัน ดังนั้น

mm 7.24
)10(27)10(20

8)500(
768
5

768
5

69

44

−=−=−= −EI
wLv

คาการโกงตัวที่จุดกึ่งกลางคานเนื่องจากนํ้ าหนักบรรทุก kN 5=P
เนื่องจากเราไมสามารถหาคาการโกงตัวที่จุดกึ่งกลางคานนี้ไดโดยตรง แตเราจะหาคาการโกงตัวดังกลาวไดโดย

การหมุนคานในแนวนอนครึ่งรอบ จากนั้น ทํ าการสลับคา a  ใหเปนคา b  และคา b ใหเปนคา a  ซึ่งสมการของการโกง
ตัวที่จุดกึ่งกลางคานในกรณีนี้จะเขียนไดในรูป

( )222

6
xbL

EIL
Pbxv −−−=

โดยที่ 60 ≤≤ x , m 2=b , และ m 4=x

( ) mm 9.67428
)8(10)27(10)20(6

4)2(5000 222
69 −=−−−= −v

ดังนั้น คาการโกงตัวที่จุดกึ่งกลางคานจะมีคาเทากับ
mm 6.929.677.242/ −=−−==Lxv  Ans.
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ตัวอยางที่ 12-5
จงหาคาการโกงตัวสูงสุดที่เกิดขึ้นในคานที่ไดออกแบบไวในตัวอยางที่ 11-1 เมื่อไมสักมี GPa 10=E  จากนั้น

จงตรวจสอบวาคานดังกลาวมีอัตราสวนของชวงคาน (span) ตอคาการโกงตัวเกิน 360 ตามที่กํ าหนดในมาตรฐานการออก
แบบสํ าหรับคานที่รองรับผนังอิฐกอหรือไม ถาไม จงทํ าการออกแบบคานดังกลาวใหม

จากตัวอยางที่ 11-1 หนาตัดของคานจะตองมีความกวาง m 091.0=b  และความลึก m 180.0=h จึงจะ
สามารถรองรับนํ้ าหนักบรรทุกไดโดยปลอดภัย ดังนั้น moment of inertia ของหนาตัดของคานรอบแกนสะเทิน (neutral 
axis) จะมีคาเทากับ

46
3

m )10(717.45
12

)182.0(091.0 −==I

จากหลักการ superposition เราจะแยกพิจารณาคานออกเปน 2 กรณีคือ คานซึ่งถูกกระทํ าโดยนํ้ าหนักบรรทุก
kN/m 0.2=w  และคานซึ่งถูกกระทํ าโดยนํ้ าหนักบรรทุก  kN 5=P  ซึ่งมีคาการโกงตัวสูงสุดเกิดขึ้นที่จุดกึ่งกลางคาน

ทั้งสองกรณี
จากตารางที่ 12-2 สมการการโกงตัวที่จุดกึ่งกลางคานเนื่องจากนํ้ าหนักบรรทุก kN/m 0.2=w อยูในรูป

EI
wLv

384
5 4

−=

และสมการการโกงตัวที่จุดกึ่งกลางคานเนื่องจากนํ้ าหนักบรรทุก kN 5=P  อยูในรูป

EI
PLv

48

3

−=

ดังนั้น คาการโกงตัวสูงสุดที่จุดกึ่งกลางคานจะมีคาเทากับ

mm 11
)10(717.45)10(200

4922
48

)3(5000
384

3)2000(5
69

34

2/ −==−−= −= EIEI
v Lx Ans.

ตรวจสอบอัตราสวนของชวงคาน (span) ตอคาการโกงตัว

360273
11

3000
<==

v
L

ดังนั้น เราจะตองออกแบบหาหนาตัดของคานใหมเพื่อใหคานมีความแกรงอยางเพียงพอในการรับนํ้ าหนักบรรทุกโดยจํ ากัด
ใหคานมีคาการโกงตัวสูงสุดเทากับ mm 3.8360/3000360/ ==L  ซึ่งเราจะไดวา

I)10(200
4922)10(3.8 9

3 =−

)10(3.59
12

)2( 6
3

−==
bbI

m 097.0=b
m 194.02 == bh

ดังนั้น หนาตัดของคานจะตองมีความกวาง m 097.0=b  และความลึก m 194.0=h จึงจะสามารถรองรับนํ้ าหนัก
บรรทุกไดโดยปลอดภัยและมีคาการโกงตัวนอยกวาที่กํ าหนดไวในมาตรฐานการออกแบบ  Ans.
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แบบฝกหัดทายบทที่ 12
12-1 จงหาสมการของการโกงตัวของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 12-1 โดยใชพิกัด 1x  และ 2x  เมื่อคานมีคา flexural
stiffness EI  คงที่ตลอดความยาวคาน

รูปที่ Prob. 12-1

12-2 จงหาสมการของการโกงตัวของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 12-2 เมื่อคานชวง BC  มีคา flexural stiffness EI2
และคานชวง AB  และ CD  มีคา flexural stiffness EI

รูปที่ Prob. 12-2

12-3 จงหาสมการของการโกงตัวของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 12-3 โดยใชพิกัด x  เมื่อคานมีคา flexural stiffness
EI  คงที่ตลอดความยาวคาน จากนั้น จงหาสมการของการโกงตัวสูงสุดและคาการหมุนสูงสุดที่เกิดขึ้นบนคาน

รูปที่ Prob. 12-3

12-4 จงหาสมการของการโกงตัวของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 12-4 โดยใชพิกัด 1x  และ 2x  เมื่อคานมีคา flexural 
stiffness EI  คงที่ตลอดความยาวคาน จากนั้น จงหาสมการของการโกงตัวสูงสุดและคาการหมุนสูงสุดที่เกิดขึ้นบนคาน

รูปที่ Prob. 12-4

12-5 จงหาสมการของการโกงตัวสูงสุดและคาการหมุนสูงสุดที่เกิดขึ้นบนคาน ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 12-5 เมื่อคานมีคา 
flexural stiffness EI  คงที่ตลอดความยาวคาน
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รูปที่ Prob. 12-5

12-6 จงตรวจสอบคาการโกงตัวสูงสุดของคานใน Prob. 11-2 วามีคาเกินขอกํ าหนดของมาตรฐานการออกแบบ 240/L
หรือไม
12-7 จงตรวจสอบคาการโกงตัวสูงสุดของคานใน Prob. 11-3 วามีคาเกินขอกํ าหนดของมาตรฐานการออกแบบ 240/L
หรือไม
12-8 จงตรวจสอบคาการโกงตัวสูงสุดของคานใน Prob. 11-4 วามีคาเกินขอกํ าหนดของมาตรฐานการออกแบบ 240/L
หรือไม
12-9 จงหาขนาดหนาตัด wide-flange ที่เบาที่สุดของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 12-9 ถากํ าหนดใหเหล็ก A36  มี

MPa 165=allowσ  และ MPa 100=allowτ  จากนั้น จงตรวจสอบคาการโกงตัวสูงสุดของคานวามีคาเกินขอกํ าหนด
ของมาตรฐานการออกแบบ 360/L  หรือไม

รูปที่ Prob. 12-9

12-10 จงหาขนาดหนาตัด wide-flange ที่เบาที่สุดของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 12-10 ถากํ าหนดใหเหล็ก A36  มี
165=allowσ MPa  และ MPa 100=allowτ  จากนั้น จงตรวจสอบคาการโกงตัวสูงสุดของคานวามีคาเกินขอกํ าหนด

ของมาตรฐานการออกแบบ 360/L  หรือไม

รูปที่ Prob. 12-10

12-11 จงตรวจสอบคาการโกงตัวสูงสุดของคาน CB  คาน CD  และคาน AB  ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 12-11 ถาคาน
เหล็ก A36  มี 46 mm )10(1.49=xI  (12-102)
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รูปที่ Prob. 12-11
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บทที่ 13 
การโกงเดาะของเสา (Buckling of Columns) 

เรียบเรียงโดย  ดร. สิทธิชัย แสงอาทิตย 
13.1 แรงวิกฤติ (Critical Loads) 
 เสา (column) เปนองคอาคารของโครงสรางที่ยาวเรียว ซึ่งถูกกระทําโดยแรงกดอัดในแนวแกนของเสา (axially 
compressive load) เมื่อเสาถูกกระทําโดยแรงกดอัดที่มีคาเพิ่มมากขึ้นเรื่อยๆ จนถึงถึงคาๆ หนึ่ง ซึ่งเรียกวา แรงวิกฤติ 
(critical load) หรือ Pcr  ดังที่แสดงในรูปที่ 13-1a แลว เสาจะเกิดการวิบัติโดยการโกงตัวทางดานขาง (lateral deflection 
หรือ sidesway) ดังที่แสดงในรูปที่ 13-1b ซึ่งถูกเรียกวา การโกงเดาะ (buckling) พฤติกรรมการโกงเดาะนี้จะพิสูจนไดอยาง
งายโดยการกดไมบรรทัดพลาสติก  

โดยทั่วไปแลว การโกงเดาะของเสาจะนําไปสูการวิบัติของโครงสรางที่รุนแรงและเกิดขึ้นแบบทันทีทันใด ดังนั้น ใน
การออกแบบเสา นอกจากจะตองออกแบบใหเสามีกําลังและความแกรงอยางเพียงพอแลว เสาจะตองถูกออกแบบไมใหมี
การโกงเดาะเกิดขึ้นดวย 
 

 
รูปที่ 13-1 

 

 เพื่อใหเขาใจในการเสียเสถียรภาพของเสาโดยการโกงเดาะ พิจารณาระบบกลที่ประกอบดวยแทงวัตถุแกรงสอง
แทง ซึ่งมีน้ําหนักที่นอยมากจนไมนํามาคิดในการพิจารณาความสมดุลของแทงวัตถุ และถูกเชื่อมตอกันดวยหมุดและสปริง
ที่จุด A  ดังที่แสดงในรูปที่ 13-2a 

เมื่อแรงกดอัดในแนวแกน P  มีคานอยมากและเมื่อระบบกลถูกรบกวนสมดุลโดยการเลื่อนหมุดที่จุด A  ออกมา
จากตําแหนงสมดุลเปนคาที่นอยมาก ∆  โดยที่ 2/Lθ=∆  ดังที่แสดงในรูปที่ 13-2b แลว เราจะเขียนแผนภาพ free-
body diagram ของหมุดที่จุด A  ไดดังที่แสดงในรูปที่ 13-2c จากสมการความสมดุลของแรงในแนวนอน เราจะไดวา 

∆= kP )tan(2 θ  
เนื่องจากมุม 1<<θ  ดังนั้น θθ ≅tan  และสมการสมดุลของแรงในแนวนอนจะถูกเขียนใหมไดเปน 

2
2 LkP θθ =  

เนื่องจากแรง P  ที่ไดเปนแรงที่จะทําใหระบบกลเสียความสมดุล ดังนั้น โดยคํานิยามของ critical load เราจะได 

4
kLPcr =  
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รูปที่ 13-2 

 

 แรงกดอัดในแนวแกนนี้จะเปนแรงที่ทําใหระบบกลดังกลาวอยูในสภาวะที่เรียกวา สมดุลแบบเปนกลาง (neutral 
equilibrium) เราควรสังเกตดวยวา Pcr  เปนอิสระกับมุม θ  ดังนั้น การรบกวนอีกเล็กนอยตอระบบกลที่อยูในสภาวะ 
neutral equilibrium จะไมทําใหระบบกลสูญเสียความสมดุลหรือเคล่ือนที่กลับไปยังตําแหนงเริ่มตนแตจะทําใหระบบกล
คางอยูที่ตําแหนงของการโกงตัวใหมที่เกิดจากการรบกวนดังกลาว 

ถาแรง P kL
<

4
 แลว ระบบกลจะอยูในสภาวะที่เรียกวา สมดุลแบบมีเสถียรภาพ (stable equilibrium) 

เนื่องจากวา ภายใตแรง P  นี้ เมื่อระบบกลถูกรบกวนโดยการเลื่อนที่หมุด A  แลว แรงที่เกิดขึ้นในสปริงจะมีคามาก
พอที่จะทําใหระบบกลเคลื่อนที่กลับมาอยูที่ตําแหนงเริ่มตนได 

 ถาแรง P kL
>

4
 แลว ระบบกลจะอยูในสภาวะที่เรียกวา สมดุลแบบไมมีเสถียรภาพ (unstable equilibrium) 

เนื่องจากวา ภายใตแรง P  นี้ เมื่อระบบกลถูกรบกวนโดยการเลื่อนที่หมุด A  อีกเพียงเล็กนอยแลว ระบบกลดังกลาวจะ
สูญเสียความสมดุลและจะไมสามารถที่จะกลับมาอยูที่ตําแหนงเริ่มตนได  
 สภาวะทั้งสามแบบของระบบกลจะเขียนเปนแผนภาพระหวางแรงกดอัดในแนวแกน P  กับมุม θ  ดังที่แสดงใน
รูปที่ 3-13a หรือจะเปรียบเทียบไดกับสภาวะของลูกบอลที่วางอยูบนพื้นผิวที่มีลักษณะตางๆ ดังที่แสดงในรูปที่ 3-13b 
 จากรูปที่ 13-3a เสนทึบที่อยูในแนวดิ่งจะแทนสภาวะ stable equilibrium ของเสา จุดที่เสนทึบนี้ตัดกับเสนทึบที่
อยูในแนวนอนจะถูกเรียกวา จุด bifurcation ซึ่งแสดงถึงสภาวะ neutral equilibrium ของเสา โดยที่เสนทึบที่อยูใน
แนวนอนนี้จะมีขนาดที่ส้ัน เนื่องจากขอสมมุติฐานที่ใชในการวิเคราะหที่วามุม θ  มีคาที่นอยมาก และการที่เสนทึบใน
แนวนอนตัดผานเสนทึบในแนวดิ่งไปทางซายและทางขวานั้นเนื่องจากวามุม θ  ที่เกิดขึ้นในระบบกลที่สภาวะ neutral 
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equilibrium นั้นเปนไปไดทั้งตามเข็มและทวนเข็มนาฬิกา นอกจากนั้นแลว เสนประที่อยูในแนวดิ่งที่อยูเหนือจุด 
bifurcation จะแสดงถึงสภาวะ unstable equilibrium 
 

Bifurcation point Unstble equilibrium

Neutral equilibrium

Stable equilibrium

P

θ
O

(a) (b)

P
kL

cr = 4

 
รูปที่ 13-3 

 

 สภาวะทั้งสามแบบของระบบกลจะสามารถถูกอุปมาอุปมัยไดโดยการวางลูกบอลไวบนพื้นผิวที่มีลักษณะตางๆ 
ดังที่แสดงในรูปที่ 13-3b เมื่อพื้นผิวเปนพื้นผิวโคงหงายแลว สมดุลของลูกบอลจะเปน stable equilibrium ซึ่งถาเราเลื่อน
ลูกบอลไปที่จุดใดๆ บนพื้นผิวแลว ลูกบอลจะเคลื่อนที่กลับมาที่จุดต่ําสุดของพื้นผิวเสมอ เมื่อพื้นผิวเปนพื้นผิวโคงคว่ําแลว 
สมดุลของลูกบอลจะเปน unstable equilibrium ซึ่งถาลูกบอลถูกรบกวนเล็กนอยแลว ลูกบอลก็จะไมเคลื่อนที่กลับมาที่เดิม 
และสุดทาย ถาพื้นผิวเปนพื้นผิวที่ราบและเรียบแลว สมดุลของลูกบอลจะเปน neutral equilibrium เนื่องจากถาเราเลื่อน
ลูกบอลไปอยูที่ใดแลว ลูกบอลก็จะอยูที่ตําแหนงนั้น 
13.2 เสาในอุดมคติที่รองรับโดยหมุด (Ideal Column with Pin Supports) 

พิจารณาเสาที่ถูกรองรับโดยหมุด (pins) ที่ปลายทั้งสองของเสา และถูกกระทําโดยแรงกดอัดในแนวแกน P  ดังที่
แสดงในรูปที่ 13-4a สมมุติใหเสานี้เปนเสา ideal column โดยที่ 

1. เปนเสาที่ยาวเรียวและตั้งตรง ถูกรองรับโดยหมุดที่ไรแรงเสียดทาน 
2. ทําดวยวัสดุที่มีเนื้อเดียวกันตลอดทั้งเสา (homogeneous material) และมีพฤติกรรมแบบ linear elastic 
3. แรง P  กระทําผานจุด centroid ของหนาตัดของเสา 
4. ภายใตแรง P  เสาจะเกิดการโกงตัวอยูในระนาบเดียวเทานั้น 
เมื่อแรงกดอัด P  มีคาเพิ่มขึ้นเรื่อยๆ จนถึงคาๆ หนึ่งแลว เสาจะเริ่มมีการโกงตัวทางดานขาง v  และเราจะเขียน 

free-body diagram ของเสาได ดังที่แสดงในรูปที่ 13-4b จากสมการการโกงตัวของคานเนื่องจากโมเมนตดัดภายใน 

       EI d v
dx

M
2

2 =                 (13-1) 
และเนื่องจาก M Pv= −  ดังนั้น 
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EI
d v
dx

Pv
2

2 = −  

   d v
dx

P
EI
v

2

2 0+ =                 (13-2) 
สมการที่ 13-2 เปนสมการที่อยูในรูปของสมการอนุพันธแบบเอกพันธเชิงเสนตรงอันดับที่สองซึ่งมีคาสัมประสิทธิ์

เปนคาคงที่ (Homogenous linear differential equation of second order with constant coefficients) ซึ่งเราจะแก

สมการนี้ไดโดยกําหนดให k P
EI

2 =  ดังนั้น เราจะเขียนสมการที่ 13-2 ใหมไดเปน 

02
2

2

=+ vk
dx
vd  

และคําตอบของสมการ ซึ่งเปนคาการโกงตัวของเสาจะอยูในรูป 
        v C kx C kx= +1 2sin cos                  (13-3) 

 

 
รูปที่ 13-4 

 

โดยใช boundary conditions ที่จุดรองรับทั้งสองของเสา คาคงที่ C1  และ C2  จะหาไดดังนี้ 
ที่ x = 0 , v = 0       

C2 0=  
ที่ x L= , v = 0      

C kL1 0sin  =  
โดยที่เงื่อนไข C kL1 sin   จะมีคาเทากับศูนยก็ตอเมื่อ C1 0=  หรือ sin kL = 0  เทานั้น ดังนั้น เราจะไดวา 

ถา C1 0=  แลว C kL1 0sin  =  แสดงวา kL  จะมีคาเปนเทาไรก็ได ซึ่งหมายความวาแรง P  จะมีคาเทาไร
ก็ไดดวย (เนื่องจากวา P k EI= 2 ( ) ) ดังนั้นคําตอบ C1 0=  จึงเปนคําตอบที่ไมมีความสําคัญ (trivial solution)  

ถา sin  kL = 0  และ 1C  มีคาใดๆ แลว คําตอบนี้จะถูกตองก็ตอเมื่อคา ,.....3 ,2 , ,0 πππ=kL  แต
เนื่องจากวา ถา kL = 0  (หรือ k = 0 ) แลว  P k EI= =2 0( )   ดังนั้น คําตอบที่เราสนใจคือ 
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πnkL =  n = 1 2 3, , ,...  
 เมื่อแทนสมการของ k  กลับลงในสมการขางตนและจัดรูปสมการใหม เราจะไดวา 

    2

22

L
EInP π

=  n = 1 2 3, , ,...                (13-4) 

 แรงกดอัด P  จะมีคาที่นอยที่สุดเมื่อ n = 1  ซึ่งมักจะถูกเรียกวา Euler load ตามชื่อของผูคนพบคือ Leonard 
Euler นักคณิตศาสตรชาวสวิสเซอรแลนด  ในป 1757 ดังนั้น แรงวิกฤติที่ทําใหเสาเกิดการโกงเดาะจะหาไดจากสมการ 

        2

2

L
EIPcr

π
=                 (13-5) 

โดยที่  
Pcr =  แรงวิกฤติที่เสาทําใหเกิดการโกงเดาะ โดยที่ P Pcr <  ซึ่งทําใหเกิดหนวยแรงบนเสาเทากับ plσ  แต

ในทางปฏิบัติจะใชคา yσ  แทนคา plσ  
E = modulus of elasticity ของวัสดุที่ใชทําเสา 
I =  คาที่นอยที่สุดของ moment of inertia ของพื้นที่หนาตัดของเสา 
L =  ความยาวของเสาระหวางหมุดรองรับที่ปลายของเสา 

รูปรางการโกงตัวของเสาที่สอดคลองกับแรงวิกฤติหรือ mode shape ของเสาจะอยูในรูป 

L
xCv πsin1=  

จากสมการ คาคงที่ C1  เปนคาการโกงตัวสูงสุดที่เกิดขึ้นที่จุดกึ่งกลางของเสาหรือ maxv  และเราจะไมสามารถหาคาที่
แนนอนของ C1  ได เนื่องจากวา คาการโกงตัวของเสาที่อยูในสภาวะ neutral equilibrium นี้มีคาที่ไมแนนอน แตจะตองมี
คาที่นอยมาก  
 เราควรที่จะทราบดวยวา คา n  ในสมการที่ 13-4 แสดงถึงจํานวนของลูกคลื่น (wave) ที่เกิดขึ้นในรูปรางของการ
โกงตัวของเสา ถา n = 2  แลว รูปรางของการโกงของเสาจะมีจํานวนลูกคลื่นสองลูกคลื่นเกิดขึ้น ดังที่แสดงในรูปที่ 13-4d 
และแรงวิกฤติของเสาจะมีคาเทากับ crP4  ซึ่งกรณีนี้จะเปนกรณีที่เสามีการรองรับทางดานขางที่จุดกึ่งกลางของเสา 

จากสมการที่ 13-5 แรง Pcr  จะขึ้นอยูกับรูปรางและขนาดหนาตัดของเสา ( I ) ความยาวของเสา ( L ) และคา 
modulus of elasticity ( E ) ของวัสดุที่ใชทําเสาเทานั้น  โดยที่แรง Pcr  จะไมขึ้นอยูกับกําลังของวัสดุที่ใชทําเสา ดังนั้น เรา
จะสรุปไดวา 

1. หนาตัดของเสาจะมีประสิทธิภาพสูงสุด เมื่อพื้นที่โดยสวนใหญของหนาตัดของเสาถูกวางในบริเวณที่ไกล
ที่สุดจากแกน principal centroidal axis เชน ในกรณีที่เสามีหนาตัดแบบสี่เหลี่ยมกลวง หรือแบบ wide-
flange เปนตน 

2. เสาที่ทําดวยเหล็กที่มีกําลังต่ําจะมีคาแรงวิกฤติที่เทากับเสาที่ทําดวยเหล็กที่มีกําลังสูงกวา เนื่องจากวาเสาที่
ทําดวยเหล็กทั้งสองชนิดมีคา E  เทากัน 

3. เสาที่ไมมีการค้ํายันทางดานขางจะเกิดการโกงเดาะรอบแกนหลัก (principal axis) ของหนาตัดที่มีคา 
moment of inertia ที่นอยที่สุดเสมอ (รอบแกน b b− ) ดังที่แสดงในรูปที่ 13-5a และ 13-5b ดังนั้น เสาควร
ที่จะถูกออกแบบใหมีคา moment of inertia เทากันในทุกๆ ทิศทาง อยางเชนในกรณีของเสาที่มีหนาตัด
รูปทรงกลมหรือส่ีเหลี่ยมดานเทา ดังที่แสดงในรูปที่ 13-5c และ 13-5d เปนตน  



Mechanics of  Materials  13-6

a a a a a a aa

b

b

b

b

b b

b b

(a) (b) (c) (d)  
รูปที่ 13-5 

 

ในการออกแบบเสา คาหนวยแรงวิกฤติที่เกิดขึ้นในเสาจะหาไดจากสมการ 

2

2

AL
EI

A
Pcr

cr
πσ ==  

 กําหนดให  AIr /=   ซึ่งเปนสมการของ radius of gyration ของพื้นที่หนาตัดของเสา ดังนั้น  

    2

2

)/( rL
E

cr
πσ =                 (13-6) 

เมื่อ  
=crσ  หนวยแรงวิกฤติของเสา โดยที่ plcr σσ <  (ในทางปฏิบัติแลว เราจะใชคา yσ  แทนคา plσ ) 

r =  คาที่นอยที่สุดของ radius of gyration ของเสา 
อัตราสวน L r/  จะถูกเรียกวาอัตราสวนความชะลูด (slenderness ratio) ซึ่งเปนคาที่ใชวัดความสามารถในการ

ดัดตัวได (flexibility) ของเสา 
เมื่อเราทําการ plot กราฟโดยใหหนวยแรงวิกฤติเปนแกนตั้งและใหอัตราสวนความชะลูดเปนแกนนอนแลว เราจะ

ไดกราฟของความสัมพันธของหนวยแรงวิกฤติและอัตราสวนความชะลูด ซึ่งมักจะถูกเรียกวา  Euler’s curve  ดังตัวอยาง
ของ Euler’s curve ของเสาที่ทําดวย steel และ aluminum ซึ่งแสดงในรูปที่ 13-6 อยางไรก็ตาม กราฟทั้งสองนี้จะใชได
เฉพาะในชวงที่คาหนวยแรงวิกฤติมีคานอยกวา proportional limit ของวัสดุทั้งสองเทานั้น เนื่องจากวาสมการของ Euler 
ขึ้นอยูกับ Hooke’s law แตในทางปฏิบัติ เรามักจะใชคา yielding stress แทนคา proportional limit ในการออกแบบเสา 
เนื่องจากวา คาทั้งสองนี้มีขนาดที่ใกลเคียงกันมากและเราจะสามารถหาคาของ yielding stress ไดงายกวาคา 
proportional limit 
 

KL
r0

75

150

225

300

σcr ( )MPa

50 100 150 20061

250

185

91

Structural steel

Aluminum alloy

 
รูปที่ 13-6 
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ตัวอยางที่ 13-1 
 จงหาความยาวของเสาไม AB  ที่ส้ันที่สุดที่เราจะหาแรงวิกฤติของเสาไดโดยใชสมการของ Euler เมื่อเสาไมมี
หนาตัดเปนรูปส่ีเหลี่ยมผืนผาขนาด mm 10060× ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 13-1 และถูกรองรับโดยหมุดที่ปลายทั้งสองดาน 
กําหนดให   5.12=wE GPa  และ  MPa 8== ypl σσ  จากนั้น  จงหาคาของแรงกระจายแบบสม่ําเสมอ 
(uniformly distributed load) w  ที่กระทําตอคาน BC  

 

 
รูปที่ Ex 13-1 

 

 เนื่องจากเสาเหล็กมีหนาตัดเปนรูปส่ีเหลี่ยมผืนผา ดังนั้น การโกงเดาะ (buckling) ของเสาจะเกิดรอบแกนที่มีคา 
radius of gyration ต่ําที่สุดหรือรอบแกน yy −  โดยที่ 

mm 310
)100(60

1
12

)60(100 3

min ===
A
I

r y  

และเนื่องจากเสาถูกรองรับโดยหมุดที่ปลายทั้งสองดาน 

( )2

2

/ rL
E

cr
πσ =  

2.124
)10(8
10)5.12(

6

922

===
π

σ
π

y

E
r
L  

ดังนั้น 
       mm 2150)310(2.1242.124 minmin === rL    Ans. 

 จากแผนภาพ free-body diagram ของคาน BC  และสมการความสมดุลในแนวดิ่ง เราจะไดความสัมพันธของ
แรงกดอัดในแนวแกนของเสา ซึ่งเปนแรงปฏิกิริยาของคานที่จุด B  และแรง w  ในรูป 

wwLRBy ==
2

 

 เนื่องจากเสาวิบัติที่หนวยแรงกดอัดมีคาเทากับ MPa 8== ypl σσ  ดังนั้น 
                        kN/m 4810)100(60)10(8 66 === −Aw yσ    Ans. 
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ตัวอยางที่ 13-2 
 กําหนดใหเสาเหล็ก 36A  หนาตัด kg/m 49.9W200×  ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 13-2 มีพื้นที่หนาตัด 

2mm 6353=A  มี moment of inertia 6102.47 ×=xI
4mm  และ 46 mm 100.16 ×=yI  จงหาคาแรงกดอัด

ในแนวแกนสูงสุดที่เสาดังกลาวสามารถรับได 
 

 
รูปที่ Ex 13-2 

 

 เนื่องจาก xy II <  ดังนั้น เสาจะเกิดการโกงเดาะ (buckling) รอบแกน yy −  และแรงวิกฤติ (critical load) 
ของเสาจะมีคาเทากับ 

kN 3509
3

10)0.16(10)200(
2

692

2

2

===
−ππ

L
EIPcr  

 หนวยแรงวิกฤติจะมีคาเทากับ 

MPa 3.552
)10(6353
)10(3509

6

3

=== −A
Pcr

crσ  

 เนื่องจากหนวยแรงวิกฤติจะตองมีคาไมเกิน yielding stress ของเหล็ก A36 ซึ่งมีคาเทากับ MPa 250  ดังนั้น 
การโกงเดาะจะเกิดกอนการวิบัติของวัสดุและแรงกดอัดในแนวแกนสูงสุดที่เสาสามารถรับไดจะมีคาเทากับ 

           kN 5.1590)10(6362)10(250 66
max === −AP yσ    Ans. 
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13.3 เสาที่ถูกรองรับแบบอื่นๆ (Columns Having Various Types of Supports) 
 เมื่อเสามีการยึดรั้งที่ปลายเสา (end restraints) ที่แตกตางกันแลว กําลังของเสาในการตานทานตอแรงกดอัดใน
แนวแกนจะมีคาแตกตางกันไป โดยที่เมื่อเสาถูกยึดรั้งที่ปลายเสาอยางมาก เชน แบบยึดแนน เปนตน แลว เสาจะมีกําลัง
ตานทานตอแรงกดอัดมากกวาเสาที่มีการยึดรั้งนอยๆ เชน แบบหมุด เปนตน 

พิจารณาเสาซึ่งถูกยึดแนนที่ปลายดานหนึ่งและเปนอิสระที่ปลายอีกดานหนึ่ง ดังที่แสดงในรูปที่ 13-7a ภายใตแรง
ในแนวแกน P  เสาดังกลาวจะเกิดการโกงตัว ดังที่แสดงในรูปที่ 13-7b โดยที่สมการของโมเมนตที่ระยะ x  ใดๆ จะอยูใน
รูป )( vPM −= δ  เมื่อเราแทนคา M   ลงในสมการการโกงตัวของคาน เราจะไดวา 

)(2

2

vP
dx
vdEI −= δ                 (13-7) 

δ
EI
Pv

EI
P

dx
vd

=+2

2

 
 

 
รูปที่ 13-7 

 

เมื่อทําการแกสมการที่ 13-7 แลว เราจะไดสมการของการโกงตัวของเสาอยูในรูป 

δ+







+








= x

EI
PCx

EI
PCv cossin 21  

และสมการของ slope ของการโกงตัวของเสาจะอยูในรูป 

   dv
dx

C
P
EI

P
EI
x C

P
EI

P
EI
x=









 −









1 2cos sin  

คาคงที่ C1  และ C2  จะหาไดโดยใช boundary conditions ของเสาที่ตําแหนง  x = 0 ดังนั้น 
ที่ตําแหนง x = 0 , v = 0 , 

δ−=2C  
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ที่ตําแหนง x = 0 , dv
dx

= 0 , 

C1 0=  
เมื่อแทนคาคงที่ C1  และ C2  ลงในสมการของการโกงตัวของเสา เราจะได 




















−= x

EI
Pv cos1δ                (13-8) 

 จากสมการที่ 13-8 และ boundary conditions ของเสา เราจะไดวา 
ที่ตําแหนง x L= , v = δ  ดังนั้น  

0cos =







L

EI
Pδ  

ซึ่งการที่ 0cos =







L

EI
Pδ  จะเปนไปไดสองกรณีคือ  

1. เมื่อเทอม 0=δ  และ cos
P
EI
L









 ≠ 0  

2. เมื่อเทอม 0cos =







L

EI
P  และ 0≠δ  

 โดยใชวิธีการวิเคราะหในลักษณะเชนเดียวกับที่ไดกลาวไปใน section ที่แลว เราจะเห็นไดวา คําตอบที่ไดจาก
กรณีที่ 1 จะเปนคําตอบที่ไมมีความสําคัญ (trivial solution) เนื่องจากวาเสาจะไมมีการโกงตัวเกิดขึ้นเลยไมวาคาของแรง 
P  จะมีคาเทาใดก็ตาม ดังนั้น คําตอบที่แทจริงคือเมื่อ 

0cos =







L

EI
P  

2
πnL

EI
P

=  

เนื่องจากแรงกดอัดในแนวแกนที่มีคานอยที่สุดของเสาจะเกิดขึ้นเมื่อ n = 1  ดังนั้น 

2

2

2

2

)2(4 L
EI

L
EIPcr

ππ
==                 (13-9) 

โดยการเปรียบเทียบสมการที่ 13-9 กับสมการของ Euler (สมการที่ 13-5) เราจะเห็นวา คาแรงวิกฤติของเสาใน
กรณีนี้มีคานอยกวาคาแรงวิกฤติของเสาที่มีการรองรับแบบ pined-pined ถึงส่ีเทา 
Effective Lengths 

ตามที่ไดกลาวไปแลว ในการหาสมการของ Euler เราสมมุติใหปลายของเสาทั้งสองดานถูกยึดโดยหมุด โดยที่
ความยาว L  ของเสาจะเปนระยะหางระหวางจุดที่มีโมเมนตเปนศูนยบนเสา ถาเสามีการรองรับในลักษณะอื่นๆ แลว เราก็
ยังสามารถใชสมการของ Euler ในการหาแรงวิกฤติของเสาได โดยการให L  เปนความยาวระหวางจุดดัดกลับ (inflection 
points) ที่เกิดขึ้นบนเสา ซึ่งเราจะเรียกความยาวของเสานี้วา ความยาวประสิทธิผล eL  (effective length) ของเสา 
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รูปที่ 13-8 

 

พิจารณารูปที่ 13-8 เราจะเห็นไดจากรูปรางการโกงตัวของเสาวา 
1. สําหรับเสาที่ถูกยึดโดยหมุดทั้งสองปลาย ดังที่แสดงในรูปที่ 13-8a LLe =   
2. ในกรณีที่เสามีปลายหนึ่งถูกยึดแนนและอีกปลายหนึ่งเปนอิสระ ดังที่แสดงในรูปที่ 13-8b LLe 2=  
3. ในกรณีที่เสาถูกยึดแนนทั้งสองปลาย ดังที่แสดงในรูปที่ 13-8c LLe 5.0=   
4. สําหรับเสาที่ถูกยึดแนนปลายหนึ่งและอีกปลายหนึ่งเปนหมุด LLe 7.0=   

ดังนั้น eL  จะขึ้นอยูกับความตานทานตอการหมุนที่จุดรองรับและความตานทานตอการเคลื่อนที่ทางดานขางของเสา และ
เราจะเขียนสมการของความยาวประสิทธิผลไดเปน 

         KLLe =                (13-10) 
โดยที่ K  เปน effective length factor และ L  เปนความยาวระหวางจุดรองรับของเสา ดังนั้น สมการของ Euler จะอยูใน
รูป 

     2

2

)(KL
EIPcr

π
=               (13-11) 

และหนวยแรงวิกฤติจะอยูในรูป 

  2

2

)/( rKL
E

cr
πσ =               (13-12) 

โดยที่ rKL /  เปนอัตราสวนความชะลูดประสิทธิผล (effective slenderness ratio) ของเสา 
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ตัวอยางที่ 13-3 
 เสาเหล็ก A36 มีหนาตัด kg/m 22W150× ( 23 m )10(86.2 −=A , 46 m )10(1.12 −=xI , 

=yI
46 m )10(87.3 − ) มีความยาว m 10 =L  ถูกรองรับแบบยึดแนนที่ปลายดานลางและถูกรองรับโดยหมุดที่ปลาย

ดานบน ดังที่แสดงในรูปที่ EX 13-3 ถาเสาถูกค้ํายันในแนวแกน xx −  ที่ระยะ m 6  จากพื้น จงหากําลังรับแรงกดอัด
สูงสุดของเสา  
 

 
รูปที่ Ex 13-3 

 

 Radius of gyration ของเสารอบแกน xx −  และแกน yy −  จะมีคาเทากับ 

m 06504.0
)10(86.2
)10(1.12

3

6

=== −

−

A
Ir x

x  

m 03679.0
)10(86.2
)10(87.3

3

6

=== −

−

A
I

r y
y  

จากรูป เราจะไดวา ชวงของเสาความยาว m 10  ซึ่งถูกรองรับแบบ pinned-fixed ในการตานทานตอการโกง
เดาะรอบแกน xx −  ดังนั้น อัตราสวนความชลูดประสิทธิผล (effective slenderness ratio) ของเสาจะมีคาเทากับ 

6.107
06504.0

)10(7.0
==








xr
KL  

ชวงของเสาความยาว m 6  ซึ่งถูกรองรับแบบ pinned-fixed ในการตานทานตอการโกงเดาะรอบแกน yy −  
ดังนั้น อัตราสวนความชลูดประสิทธิผล (effective slenderness ratio) ของเสาจะมีคาเทากับ 

2.114
03679.0

)6(7.0
==








yr
KL  

ชวงของเสาความยาว m 4  ซึ่งถูกรองรับแบบ pinned-pinned ในการตานทานตอการโกงเดาะรอบแกน yy −  
ดังนั้น อัตราสวนความชลูดประสิทธิผล (effective slenderness ratio) ของเสาจะมีคาเทากับ 

7.108
03679.0

)4(0.1
==








yr
KL  
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เนื่องจากอัตราสวนความชลูดประสิทธิผลมีคาสูงสุด 2.114  ดังนั้น การโกงเดาะของเสาจะเกิดรอบแกน yy −  
ในชวงของเสาที่มีความยาว m 6  และหนวยแรงกดอัดสูงสุดของเสาจะมีคาเทากับ 

MPa 4.151
)2.114(
10)200(

2

92

2

2

==









=
ππσ

y

cr

r
KL
E  

ซึ่งมีคานอยกวา yielding stress ของเหล็ก A36 MPa 250=yσ  ดังนั้น การโกงเดาะจะเกิดกอนการวิบัติของวัสดุและ
กําลังรับแรงกดอัดสูงสุดของเสาจะมีคาเทากับ 

   kN 433)10(86.2)10(4.151 36 === −AP crcr σ    Ans. 
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13.4 การออกแบบเสาที่ถูกกระทําโดยแรงรวมศูนย (Design of Column for Concentric Loading) 
 สมการของ Euler เปนสมการที่ขึ้นอยูกับสมมุติฐานตางๆ หลายขอดังที่ไดกลาวไปแลว ซึ่งเสาที่อยูในสภาพความ
เปนจริงจะมีลักษณะที่แตกตางจากสมมุติฐานดังกลาว จากการทดสอบเสาที่มีคาอัตราสวนความชะลูดตางๆ พบวา ขอมูล
ที่ไดจากการทดสอบมีคาต่ํากวาทฤษฎีและมีการกระจายที่สูงมาก ดังที่แสดงในรูปที่ 13-9 ทั้งนี้เนื่องมาจากสาเหตุหลาย
ประการเชน แรงกดอัดอาจจะไมตรงจุด centroid ของเสา, ขนาดของเสาและวัสดุมีความไมสมบูรณ, หนวยแรงคงคาง 
(residual stresses), และการยึดรั้งปลายของเสา เปนตน ดังนั้น สมการที่ใชในการออกแบบเสาจึงเปนสมการที่ไดมาจาก
การทดสอบเสา 
 

 
รูปที่ 13-9 

 

Steel Columns 
จากการทดสอบพบวา พฤติกรรมการวิบัติของเสาเหล็กจะถูกแบงออกตามอัตราสวนความชลูดของเสาไดเปน 3 

แบบ ดังที่แสดงในรูปที่ 13-9 คือ เสายาว (long column), เสาส้ัน (short column), และ intermediate column โดยที่ 
เสายาวเปนเสาที่วิบัติแบบโกงเดาะทางดานขาง (lateral buckling) ในขณะที่หนวยแรงกดอัดที่เกิดขึ้นบนหนาตัด

ของเสามีคานอยกวา proportional limit ตลอดหนาตัดของเสา การวิบัติในลักษณะนี้จะถูกเรียกวา elastic buckling  
เสาส้ันเปนเสาที่เกิดการวิบัติเมื่อหนวยแรงกดอัดที่เกิดขึ้นบนหนาตัดของเสามีคาเทากับ yielding stress ตลอด

หนาตัดของเสาและไมมีการโกงเดาะเกิดขึ้น ในทางปฏิบัติแลว เราแทบจะไมเห็นเสาชนิดนี้เลยเนื่องจากเปนเสาที่ส้ันเกิน
กวาจะนํามาใชงานในโครงสรางไดจริง 
 Intermediate column เปนเสาที่เกิดการวิบัติเมื่อหนวยแรงกดอัดที่เกิดขึ้นบนบางสวนของหนาตัดของเสามีคา
เทากับ yielding stress ดังนั้น เสาชนิดนี้จะวิบัติโดยการ yielding และโกงเดาะในเวลาเดียวกัน การวิบัติในลักษณะนี้จะ
ถูกเรียกวา inelastic buckling 
 ขอกําหนดการออกแบบโดยใชหนวยแรงที่ยอมให (ASD specification) ของ American Institute of Steel 
Construction (AISC) ไดแบงสมการในการออกแบบเสาเหล็กออกเปน 2 ชวงคือ ชวง elastic และชวง inelastic ดังที่แสดง
ในรูปที่ 13-10 โดย ASD specification ไดกําหนดใหคาอัตราสวนความชะลูดที่เสามีพฤติกรรมเปล่ียนจาก elastic เปน 
inelastic หรือ ( / )KL r c  จะหาไดโดยสมมุติให residual stresses ที่เกิดขึ้นในเสาเหล็กมีคาเฉลี่ยเทากับครึ่งหนึ่งของ 
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yielding stress ของเหล็ก ดังนั้น ถาหนวยแรงกดอัดที่คํานวณไดจากสมการของ Euler มีคามากกวาคาสวนที่เหลืออยูของ
กําลังของเหล็กหรือ 2/yσ  แลว ผลรวมของคาหนวยแรงกดอัดทั้งหมดที่เกิดขึ้นพรอมกันในเสาจะมีคามากกวา yσ  และ
จะทําใหสมการของ Euler ใชไมได  ดังนั้น เราจะได 

2

2

)/(2 rKL
Ey πσ

=  

y
c

ErKL
σ
π 22)/( =               (13-13) 

ในชวง elastic ซึ่งมีคา ( / ) /KL r KL rc < < 200  สมการที่ใชในการออกแบบเสาจะเปนสมการของ Euler 
ที่ถูกหารดวยสวนปลอดภัย ( factor of safety)  เทากับ 23/12 หรือ 

2

2

)/(23
12

rKL
E

allow
πσ =               (13-14) 

ในชวง inelastic ซึ่งมีคา 
cr

KL
r
KL







<<0  สมการที่จะใชในการออกแบบเสาจะอยูในรูปสมการพาราโบลา 

      
F.S.

]
)/(
)/(

2
11[ 2

2

y
c

allow
rKL
rKL σ

σ
−

=              (13-15) 

 เนื่องจากคาที่ไดจากสมการนี้ขึ้นอยูกับอัตราสวนความชะลูดของเสา โดยที่สมการนี้จะใหคาที่แนนอนมากขึ้นเมื่อ
อัตราสวนความชะลูดของเสามีคานอยลง ดังนั้น ASD specification จึงกําหนดใหสมการของสวนปลอดภัยอยูในรูป 

3

3

)/(
)/(

8
1

)/(
)/(

8
3

3
5F.S.

cc rKL
rKL

rKL
rKL

−+=              (13-16) 

จากสมการ เราจะเห็นวา F.S.  = 5/3 ≈ 1.67 ที่ KL r/ = 0  หรือเมื่อเสามีความยาวเปนศูนย และ F.S.  = 23/12 ≈ 
1.92  ที่ KL r/ = ( / )KL r c  หรือเมื่อเสามีความยาวเทากับเสายาว 

เมื่อนําสมการทั้งสองมาเขียนกราฟ เราจะได column design curve ของเสาเหล็ก ดังที่แสดงในรูปที่ 3-10 
 

 
รูปที่ 13-10 
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 Aluminum Columns 
 สมการที่ใชในการออกแบบเสา aluminum ไดถูกกําหนดไวใน  Specifications for the Aluminum Association 
ซึ่งประกอบดวยสมการสามสมการขึ้นอยูกับอัตราสวนความชะลูดของเสา และเนื่องจาก aluminum มีคุณสมบัติที่แตกตาง
กันตามชนิดของ aluminum ดังนั้น สมการที่ใชก็จะขึ้นอยูกับชนิดของ aluminum ดวย ยกตัวอยางเชน aluminum alloy 
2014-T6 ซึ่งมักจะใชในการกอสรางจะมีสมการที่ใชในการออกแบบอยูในรูป 

   MPa 195=allowσ    120 ≤≤
r
KL             (13-17) 

   MPa ]
43
705.214[

r
KL

allow −=σ  5512 <<
r
KL             (13-18) 

   MPa 
)/(

000,378
2rKLallow =σ   

r
KL

≤55             (13-19) 

 เมื่อเรานําสมการที่ 13-17 ถึง 13-19 มาเขียนกราฟ เราจะได column design curve ของเสา aluminum alloy 
2014-T6 ดังที่แสดงในรูปที่ 13-11 ขอใหสังเกตดวยวา สมการที่ 13-19 จะอยูในรูปของสมการของ Euler 
 

 
รูปที่ 13-11 

Timber Columns 
 เสาไมมักจะถูกออกแบบโดยใชสมการที่ถูกกําหนดขึ้นมาโดย National Forest Products Association (NFPA) 
ซึ่ง NFPA ไดแบงสมการดังกลาวออกเปนสามสมการสําหรับเสาสั้น, intermediate column, และเสายาวดังตอไปนี้ 

   MPa 28.8=allowσ    110 ≤≤
d
KL             (13-20) 

   MPa ])
0.26
/(

3
11[ 28.8 2dKL

allow −=σ  2611 <<
d
KL             (13-21) 

   MPa 
)/(

3730
2dKLallow =σ   5026 ≤<

d
KL             (13-22) 

สมการที่ 13-20 ถึง 13-22 นี้เปนสมการที่ใชในการออกแบบเสาไมที่มีหนาตัดรูปส่ีเหลี่ยมผืนผา ซึ่งมีหนาตัด 
b d X  เมื่อ d b≤  และมีคา modulus of elasticity GPa 5.12=wE  ขอใหสังเกตดวยวา สมการที่ 13-22 เปน
สมการของ Euler ซึ่งมีสวนความปลอดภัย F.S.= 3.0  
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รูปที่ 13-12 
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ตัวอยางที่ 13-4 
 จงหากําลังรับแรงกดอัดสูงสุดที่ยอมใหของเสาในตัวอยางที่ 13-3 โดยใชสมการการออกแบบของ AISC 
 จากตัวอยางที่ 13-3 เราทราบมาแลววา เสาเหล็ก A36 ดังกลาวมีพื้นที่หนาตัด 23 m )10(86.2 −=A  และ 
moment of inertia 46 m )10(1.12 −=xI , =yI

46 m )10(87.3 −  นอกจากนั้นแลว เสาจะเกิดการโกงเดาะรอบแกน 
yy −  ในชวงที่เสามีความยาว m 6  และอัตราสวนความชลูดประสิทธิผล (effective slenderness ratio) ของเสาจะมีคา

เทากับ 

2.114
03679.0

)6(7.0
==








yr
KL  

 คาอัตราสวนความชลูดวิกฤติที่แบงพฤติกรรมของเสาแบบ inelastic ออกจากพฤติกรรมของเสาแบบ elastic จะ
หาไดจากสมการ 

7.125
)10(250

10)200(22
6

922

===





 π

σ
π
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E
r
KL  

เนื่องจาก 
cr

KL
r
KL







<<0  ดังนั้น สมการที่จะใชในการออกแบบเสาจะอยูในรูป 
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=allowσ  

และกําลังรับแรงกดอัดสูงสุดที่ยอมใหของเสาจะมีคาเทากับ 
kN 219)10(86.2)10(7.76 36 === −AP allowallow σ    Ans. 
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ตัวอยางที่ 13-5 
 จงทําการออกแบบเสาไม AB  ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 13-5 ซึ่งถูกค้ํายันที่กึ่งกลางความสูงของเสาในแนวแกน 

yy −  โดยใชสมการของ National Forest Products Association (NFPA) กําหนดให kN/m 8=w  
 

 
รูปที่ Ex 13-5 

 

 จากแผนภาพ free-body diagram ของคาน BC  และสมการความสมดุลของ moment รอบจุด C  เราจะหา
แรงปฏิกิริยาของคานที่จุด B  ซึ่งเปนแรงกดอัดในแนวแกนของเสาไดเทากับ 

kN 12
2

)3(8
2

===
wLP  

 Radius of gyration ของเสารอบแกน xx −  และแกน yy −  จะมีคาเทากับ 

322)(12
)(2 3 a
aa

aa
A
I

r x
x ===  

32)(12
)2( 3 a
aa

aa
A
I

r y
y ===  

จากรูป เราจะไดวา ชวงของเสาความยาว m2  ซึ่งถูกรองรับแบบ pinned-pinned ในการตานทานตอการโกง
เดาะรอบแกน yy −  ดังนั้น อัตราสวนความชลูดประสิทธิผล (effective slenderness ratio) ของเสาจะมีคาเทากับ 

aar
KL

y

32
3/
)2(0.1
==






  

ชวงของเสาความยาว m 1  ซึ่งถูกรองรับแบบ pinned-pinned ในการตานทานตอการโกงเดาะรอบแกน xx −  
ดังนั้น อัตราสวนความชลูดประสิทธิผล (effective slenderness ratio) ของเสาจะมีคาเทากับ 

aar
KL

x

32
32/
)1(0.1
==






  

ซึ่งเราจะไดวา อัตราสวนความชลูดประสิทธิผลของเสารอบแกน xx −  และรอบแกน yy −  มีคาเทากันและเสาจะเกิด
การโกงเดาะรอบแกน xx −   และ รอบแกน yy −  พรอมกัน 

เนื่องจากเราไมทราบคาอัตราสวนความชลูดของเสา ดังนั้น เราจะเริ่มโดยการออกแบบเสาเปนเสาสั้นโดยสมมุติ

ให 110 ≤≤
d
KL  โดยที่ d  เปนขนาดความกวางที่นอยที่สุดของเสา ซึ่งมีคาเทากับ a  

MPa 28.8=
A
P  
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)(1028.8
)2(

12000 6=
aa

 

m 0269.0=a  
 ตรวจสอบคาอัตราสวนความชลูดของเสา 

113.74
0269.0

)2(0.1
>==







d
KL  

เนื่องจากคาความชลูดที่ไดมีคามากกวา 11 มาก ดังนั้น เราจะทําการออกแบบเสาโดยสมมุติใหเสาเปนเสายาว

โดยที่ 5026 ≤<
d
KL  

MPa 
)/(

3730
2dKLA

P
=  

2

6

)/)2(0.1(
)10(3730

)2(
12000

aaa
=  

m 0424.0=a  
 ตรวจสอบคาอัตราสวนความชลูดของเสา 

2.47
0424.0

)2(0.1
==







d
KL  

ดังนั้น ขนาด a  ของหนาตัดเสาควรมีคาอยางนอย mm 43       Ans. 
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13.5 การออกแบบเสาที่ถูกกระทําโดยแรงเยื้องศูนย (Design of Column for Eccentric Loading) 
 ในบางกรณี เสาจะถูกกระทําโดยแรงกดอัดในแนวแกน P  ซึ่งกระทําเยื้องศูนย e  จากจุด centroid ของหนาตัด
ของเสา ดังที่แสดงในรูปที่ 13-13a ซึ่งจะทําใหเกิดแรงกดอัดในแนวแกน P  และโมเมนตดัด M Pe=   กระทําตอหนา
ตัดเสาในเวลาเดียวกัน โดยทั่วไปแลว เสาที่ถูกกระทําโดยแรงเยื้องศูนยนี้จะถูกออกแบบไดสองวิธีดังนี้ 
 

 
รูปที่ 13-13 

1. Use of Available Column Formulas 
 วิธีการนี้เปนวิธีการที่งายและใชไดดีกับเสาสั้นและ intermediate column โดยที่ 

1. ใชสมการ axial stress AP /=σ  และสมการ flexural formula IMc /=σ  หาการกระจายของหนวย
แรงบนหนาตัดของเสา 

2. จากหลักการ superposition (principle of superposition) เราจะไดวา การกระจายของหนวยแรงกดอัด
เนื่องจากแรงกดอัดในแนวแกนและโมเมนตดัดจะมีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ 13-13b และคาสูงสุดของ
หนวยแรงกดอัดจะหาไดจากสมการ 

     
I
Mc

A
P
+=maxσ                (13-23) 

3. กําหนดใหหนวยแรง maxσ  ที่หาไดในขอที่ 2 มีการกระจายอยางสม่ําเสมอตลอดหนาตัดของเสา 
4. ทําการออกแบบเสาโดยใหหนวยแรง maxσ  นี้มีคานอยกวาหนวยแรงที่ยอมให allowσ  หรือ 

allowσσ <max  
เราควรที่จะทราบไวดวยวา คาหนวยแรง allowσ  ในกรณีนี้จะหามาโดยใชคา slenderness ratio ที่มีคามากสุด

ของเสา โดยจะไมพิจารณาวาเสาถูกกระทําโดยโมเมนตดัดในทิศทางใด และถาเราพบวาคาหนวยแรง allowσσ >max  
แลว เราจะตองเพิ่มพื้นที่หนาตัดของเสาใหใหญขึ้น แลวทําการคํานวณและเปรียบเทียบคาหนวยแรง maxσ  และ allowσ
จนไดคาหนวยแรง allowσσ <max  
2. Interaction Formula 
 ในวิธีการนี้ เราจะหาพื้นที่หนาตัดของเสาที่จะใชในการรองรับแรงกดอัดในแนวแกนและโมเมนตดัดใหเปนอิสระ
ตอกัน จากนั้น เราจะหาคาของพื้นที่หนาตัดของเสาทั้งหมดไดจากผลรวมของพื้นที่หนาตัดของเสาที่จะใชในการรองรับแรง
กดอัดในแนวแกนและพื้นที่หนาตัดของเสาที่จะใชในการรองรับโมเมนตดัด 
 ถาใหหนวยแรงกดอัดที่ยอมให (allowable compressive stress) ของเสาเปน allowa )(σ  แลว พื้นที่หนาตัดของ
เสาใชในการรองรับแรงกดอัดในแนวแกน P  จะหาไดจากสมการ 
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allowa
a

PA
)(σ

=  

 ถาใหหนวยแรงกดอัดที่ยอมให (allowable bending stress) ของเสาเปน allowb )(σ  แลว พื้นที่หนาตัดของเสาที่
ใชในการรองรับโมเมนตดัด M  จะหาไดจากสมการ 

allowb
b

McrAI
)(

2

σ
==  

allowb
b r

McA
)(2 σ

=  

ดังนั้น พื้นที่หนาตัดทั้งหมดของเสาใชในการรองรับแรงกดอัดในแนวแกน P  และโมเมนตดัด M  จะอยูในรูป 
AAA ba ≤+  

A
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allowballowa

ArMcAP
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                1
)()(

≤+
allowb
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allowa

a

σ
σ

σ
σ              (13-24) 

เมื่อ  

==
A
P

aσ  axial stress เนื่องจากแรงในแนวแกน 

==
I
Mc

bσ   bending stress เนื่องจากโมเมนตดัด 

=allowa )(σ  allowable axial stress ที่ระบุอยูในมาตรฐานการออกแบบดังที่ไดกลาวไปแลว 
=allowb )(σ  allowable bending stress  ที่ระบุอยูในมาตรฐานการออกแบบดังที่ไดกลาวไปแลว 

 สมการที่ 13-24 จะถูกเรียกวา interaction formula เนื่องจากวาแตละเทอมในสมการแสดงถึงผลของแรงกดอัด
ในแนวแกนและโมเมนตดัดที่กระทํารวมกัน 
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ตัวอยางที่ 13-6 
 กําหนดใหเสาเหล็ก A36 kg/m 67W310× ดังที่แสดงในรูปที่ EX 13-6 มีคุณสมบัติของหนาตัดเสาดังนี้ ความ
ลึก m 306.0=d , m 5.3=L , 23 m )10(53.8 −=A  และ moment of inertia 46 m )10(145 −=xI , 

46 m )10(7.20 −=yI  และเหล็ก A36 มี GPa 200=stE , MPa 250=yσ , allowa )(σ MPa 125=  และ 
allowb )(σ MPa 150=   

a.) จงหาคาของแรงกดอัดในแนวแกน P  เมื่อ m 30.0=e โดยใชสมการของเสา 
b.) จงหาคาของแรงกดอัดในแนวแกน P  เมื่อ m 80.0=e  โดยใช Interaction Formula 

 

 
รูปที่ EX 13-6 

 

a.) หาคาของแรงกดอัดในแนวแกน P  เมื่อ m 0.30=e โดยใชสมการของเสา 
 เนื่องจากเสาถูกรองรับแบบ fixed-free ดังนั้น 0.2=K  และคาอัตราสวนความชลูดสูงสุดของเสาจะมีคา
เทากับ 
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 คาอัตราสวนความชลูดวิกฤติที่แบงพฤติกรรมของเสาเหล็กแบบ inelastic ออกจากพฤติกรรมของเสาเหล็กแบบ 
elastic จะหาไดจากสมการ 
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เนื่องจาก ( / ) /KL r KL rc < < 200  ดังนั้น เสาเปนเสายาวและหนวยแรงที่ยอมใหของเสาเหล็กจะมีคา
เทากับ 
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 คาของแรงกดอัดในแนวแกน 2P  จะหาไดโดยการกําหนดใหคา maxσ  มีการกระจายอยางสม่ําเสมอตลอดหนา
ตัดของเสา โดยที่ 
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b.) คาของแรงกดอัดในแนวแกน P  เมื่อ m 0.80=e โดยใช Interaction Formula 
 จากสมการ Interaction Formula เราจะไดวา 
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 คาอัตราสวนความชลูดของเสารอบแกน xx −  จะมีคาเทากับ 
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<<0  ดังนั้น เสาเปนเสาสั้นและสมการที่จะใชในการหาหนวยแรงกดอัดที่ยอมใหของ

เสาจะอยูในรูป 
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ดังนั้น 
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ตรวจสอบการใชสมการ Interaction Formula 
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σ     O.K. 

ดังนั้น คาของแรงกดอัดในแนวแกน 2P  มีคาเทากับ kN 3.152        Ans. 
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แบบฝกหัดทายบทที่ 13
13-1 ชิ้นสวนของเครื่องจักรกลทํ าดวยเหล็ก A36  ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 13-1 ถูกรองรับโดยหมุด (pin) ที่ปลายทั้งสอง
และถูกกระทํ าโดยแรงกดอัดในแนวแกน kN 18=P  จงหาขนาดเสนผาศูนยกลางของชิ้นสวนของเครื่องจักรกลที่ไมกอ
ใหเกิดการโกงเดาะ (buckling)

รูปที่ Prob. 13-1

13-2 กํ าหนดใหเสาเหล็ก A36  ยาว m 5  มีหนาตัดดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 13-2 ถูกรองรับแบบยึดแนนที่ปลายทั้งสอง
ดาน จงหาคาแรงวิกฤติของเสา

รูปที่ Prob. 13-2

13-3 กํ าหนดใหเสาเหล็ก A36  ยาว m 5  มีหนาตัดดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 13-2 ถูกรองรับแบบยึดแนนที่ปลายดานหนึ่ง
และโดยหมุด (pin) ที่ปลายอีกดานหนึ่ง จงหาคาแรงวิกฤติของเสา

รูปที่ Prob. 13-3

13-4 จงหาคาแรง P  สูงสุดที่สามารถกระทํ าตอเครื่องมือกล ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 13-4 ได โดยไมทํ าใหแทงเหล็ก 
( A36 ) AB  ขนาดเสนผาศูนยกลาง mm 31 เกิดการโกงเดาะ (buckling)

รูปที่ Prob. 13-4

13-5 ชิ้นสวนของโครงขอหมุน ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 13-5 ถูกสมมุติใหเชื่อมตอกันแบบหมุดทั้งสองปลาย ถาชิ้นสวน 
BD  เปนทอเหล็ก A36  กลวงมีเสนผาศูนยกลางภายนอก mm 50  และหนา mm 0.3  จงหาคาของแรง P  ที่
สามารถกระทํ าตอโครงขอหมุนไดโดยที่ชิ้นสวน BD  ไมเกิดการโกงเดาะ ใช factor of safety เทากับ 2.0
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รูปที่ Prob. 13-5

13-6 จงตรวจสอบวาเสาเหล็กของ frame ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 13-6 สามารถรองรับนํ้ าหนักบรรทุกหรือไม เมื่อ factor 
of safety เทากับ 3.0 และ GPa 200 =stE , MPa 360=Yσ

รูปที่ Prob. 13-6

13-7 จงหาความยาวสูงสุดของเสาเหล็ก A36  หนาตัด 18W250×  ที่ถูกรองรับแบบยึดแนนที่ปลายดานหนึ่งและโดย
หมุด (pin) ที่ปลายอีกดานหนึ่งและถูกกระทํ าโดยแรงในแนวแกน kN 125  โดยใชสมการของ AISC
13.8 จงหาขนาดหนาตัดที่เบาที่สุดของเสาเหล็ก A36  ยาว m 0.4  ที่ถูกรองรับแบบหมุด (pin) ที่ปลายทั้งสองดาน และ
ถูกกระทํ าโดยแรงในแนวแกน kN 200  โดยใชสมการของ AISC
13.9 จงหาขนาดหนาตัดที่เบาที่สุดของเสาเหล็ก A36  ยาว m 5.4  ที่ถูกรองรับแบบยึดแนน (fixed) ที่ปลายทั้งสองดาน 
และถูกกระทํ าโดยแรงในแนวแกน kN 300  โดยใชสมการของ AISC
13-10 จงหาคาของแรง P  ที่ยอมใหกระทํ าตอทอ aluminum alloy 2014-T6 หนา mm 12  ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 13-
10 ซึ่งถูกรองรับแบบหมุด (pin) ที่ปลายทั้งสองดาน

รูปที่ Prob. 13-10
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13-11 จงหาออกแบบหาขนาดของแทง aluminum alloy 2014-T6 ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 13-11 ซึ่งถูกรองรับแบบหมุด 
(pin) ที่ปลายทั้งสองดาน

รูปที่ Prob. 13-11

13-12 จงหาออกแบบหาขนาดของเสาไมหนาตัดส่ีเหลี่ยมดานเทา ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 13-12 ซึ่งแบบยึดแนนที่ปลาย
ดานหนึ่งและโดยหมุด (pin) ที่ปลายอีกดานหนึ่งและถูกกระทํ าโดยแรงขนาด kN 100

รูปที่ Prob. 13-12

13-13 เสาไม ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 13-13 มีความยาว m 0.5  ถูกรองรับแบบหมุด (pin) ที่ปลายทั้งสองดาน จงหาคา
ของแรงในแนวแกนที่ยอมใหกระทํ าตอเสา

รูปที่ Prob. 13-13
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13-14 เสาเหล็ก A36  หนาตัด 22W200×  ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 13-14 ถูกรองรับแบบยึดแนนที่ปลายทั้งสองดาน 
และถูกกระทํ าโดยโมเมนต m-kN 20=M จงหาคาของแรง P  ที่ยอมใหกระทํ าตอเสา ถา MPa 165)( =allowbσ

รูปที่ Prob. 13-14

13-15 เสาเหล็ก A36  หนาตัด 28W250×  ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 13-15 ถูกรองรับแบบหมุด (pin) ที่ปลายทั้งสอง
ดาน จงหาคาของแรงเยื้องศูนย P  ที่ยอมใหกระทํ าตอเสา

รูปที่ Prob. 13-15
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 A- 1

ภาคผนวกที่ 1 
คุณสมบัติทางกลของวัสดุชนิดตางๆ ในทางวิศวกรรม 

 
U.S. Custom Units 

Material γ  E  G  Yield Strength, σ y  Ultimate Strength, σu   ν  α  
Units lb

in3
 Msi  Msi  ksi  ksi  %   10

F

-6

o  

 Weight 
density 

Modulus 
of 

elasticity 

Shearing 
Modulus 

Tens. Comp. Shear Tens. Comp. Shear Elongation in 2 in. 
specimen 

Poisson’s 
ratio 

Coeff. of 
thermal 

expansion 

Aluminum alloys 
  2014-T6 
  6061-T6 

 
0.101 
0.098 

 
10.6 
10.0 

 
3.9 
3.7 

 
60 
37 

 
60 
37 

 
25 
19 

 
68 
42 

 
68 
42 

 
42 
27 

 
10 
12 

 
0.35 
0.35 

 
12.8 
13.1 

Gray Cast iron 
ASTM 20 

 
0.260 

 
10 

 
3.9 

 
- 

 
- 

 
- 

 
26 

 
97 

 
- 

 
0.6 

 
0.28 

 
6.7 

Concrete (comp.) 
   Low strength 
   High strength 

 
0.086 
0.086 

 
3.20 
4.20 

 
- 
- 

 
- 
- 

 
- 
- 

 
1.8 
5.5 

 
- 
- 

 
- 
- 

 
- 
- 

 
- 
- 

 
0.15 
0.15 

 
6.0 
6.0 

Brass 0.316 14.6 5.4 11.4 11.4 - 35 35 - 35 0.35 9.8 
Bronze 0.319 15.0 5.6 50 50 - 95 95 - 20 0.34 9.6 
Magnesium alloys 0.066 6.48 2.5 22 22 - 40 40 22 1 0.30 14.3 
Plastics 
  Nylon 
  Polyethylene 

 
0.030 
0.031 

 
0.3-0.5 
0.1-0.2 

 
- 
- 

 
- 
- 

 
- 
- 

 
- 
- 

 
6-12 
1-4 

 
- 
- 

 
- 
- 

 
20-100 
15-300 

 
0.40 
0.40 

 
40-80 
80-160 

FRP 
  30% glass 

 
0.050 

 
10.5 

 
- 

 
- 

 
- 

 
- 

 
13 

 
19 

 
- 

 
- 

 
0.33 

 
7.0 

Rubber 0.033 0.1-0.6 0.03-0.2 0.2-1 - - 1-3 - - 95-800 0.45-0.5 70-110 
Steel 
  A36 
  Stainless 304 

 
0.284 
0.284 

 
29.0 
28.0 

 
11.0 
11.0 

 
36.0 
30.0 

 
36.0 
30.0 

 
- 
- 

 
58 
75 

 
58 
75 

 
- 
- 

 
30 
40 

 
0.32 
0.27 

 
6.5 
9.6 

Wood (bending) 
  Douglas Fir 
  Oak 
  Pine 

 
0.017 
0.021 
0.019 

 
1.75 
1.70 
1.90 

 
- 
- 
- 

 
5-8 
6-9 
6-9 

 
8-12 
8-14 
8-14 

 
- 
- 
- 

 
- 
- 
- 

 
- 
- 
- 

Wood   
(comp // to grain) 
   Douglas Fir 
  Oak 
  Pine 

 
 

0.017 
0.021 
0.019 

 
 
- 
- 
- 

 
 
- 
- 
- 

 
 
- 
- 
- 

 
 

4-8 
4-6 
4-8 

 
 
- 
- 
- 

 
 
- 
- 
- 

 
 

6-10 
5-8 
6-10 

 
 
- 
- 
- 

 
 
- 
- 
- 

 
 
- 
- 
- 

 
 
- 
- 
- 

 
 



 A- 2

S.I. Units 
Material γ  E  G  Yield Strength, σ y  Ultimate Strength, σu   ν  α  

Units kN
m3

 GPa  GPa  MPa  MPa  %   10
C

-6

o  

 Weight 
density 

Modulus 
of 

elasticity 

Shearing 
Modulus 

Tens. Comp. Shear Tens. Comp. Shear Elongation in 2 in. 
specimen 

Poisson’s 
ratio 

Coeff. of 
thermal 

expansion 
Aluminum alloys 
  2014-T6 
  6061-T6 

 
27.9 
27.1 

 
73.1 
68.9 

 
27 
26 

 
414 
255 

 
414 
255 

 
172 
131 

 
469 
290 

 
469 
290 

 
290 
186 

 
10 
12 

 
0.35 
0.35 

 
23 
24 

Gray Cast iron 
ASTM 20 

 
71.9 

 
67.0 

 
27 

 
- 

 
- 

 
- 

 
179 

 
669 

 
- 

 
0.6 

 
0.28 

 
12 

Concrete (comp.) 
   Low strength 
   High strength 

 
23.8 
23.8 

 
22.1 
29.0 

 
- 
- 

 
- 
- 

 
- 
- 

 
12 
38 

 
- 
- 

 
- 
- 

 
- 
- 

 
- 
- 

 
0.15 
0.15 

 
11 
11 

Brass 87.4 101 37 70 70 - 241 241 - 35 0.35 18 
Bronze 88.3 103 38 345 345 - 655 655 - 20 0.34 17 
Magnesium alloys 18.3 44.7 18 152 152 - 276 276 152 1 0.30 26 
Plastics 
  Nylon 
  Polyethylene 

 
8.6-11 
9.4-14 

 
2.1-3.4 
0.7-1.4 

 
- 
- 

 
- 
- 

 
- 
- 

 
- 
- 

 
60 

7-28 

 
- 
- 

 
- 
- 

 
20-100 
15-300 

 
0.40 
0.40 

 
70-140 

140-290 

FRP 
  30% glass 

 
14.5 

 
72.4 

 
- 

 
- 

 
- 

 
- 

 
90 

 
131 

 
- 

 
- 

 
0.33 

 
7.0 

Rubber 9-13 0.0007-
0.004 

0.0002-
0.001 

1-7 - - 7-20 - - 95-800 0.45-0.5 130-200 

Steel 
  A36 
  Stainless 304 

 
78.5 
78.6 

 
200 
193 

 
75 
75 

 
250 
207 

 
250 
207 

 
- 
- 

 
400 
517 

 
400 
517 

 
- 
- 

 
30 
40 

 
0.32 
0.27 

 
12 
17 

Wood (bending) 
  Douglas Fir 
  Oak 
  Pine 

 
4.7-5.5 
6.3-7.1 
5.5-6.3 

 
11-13 
11-12 
11-14 

 
- 
- 
- 

 
30-50 
40-60 
40-60 

 
50-80 

50-100 
50-100 

 
- 
- 
- 

 
- 
- 
- 

 
- 
- 
- 

Wood   
(comp // to grain) 
  Douglas Fir 
  Oak 
  Pine 

 
 

4.7-5.5 
6.3-7.1 
5.5-6.3 

 
 
- 
- 
- 

 
 
- 
- 
- 

 
 
- 
- 
- 

 
 

30-50 
30-40 
30-50 

 
 
- 
- 
- 

 
 
- 
- 
- 

 
 

40-70 
30-50 
40-70 

 
 
- 
- 
- 

 
 
- 
- 
- 

 
 
- 
- 
- 

 
 
- 
- 
- 
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ภาคผนวกที่ 2 
พ้ืนท่ีและ moment of inertia ของหนาตัด 

 Area Moment of inertia 

 
Rectangular area 

 
 
 

bh  

I bhx =
1
12

3  

I hby =
1
12

3  

 
Triangular area 

 
 

1
2

bh  

 
 

I bhx =
1
36

3  

 
Trapezoidal area 

 
 

1
2

h a b( )+  

 

 
semicircle 

 

2

2rπ  
I rx =

1
8

4π  

I ry =
1
8

4π  

 
Circular area 

 
 
2rπ  

I rx =
1
4

4π  

I ry =
1
4

4π  

Semiparabolic area 

 

 
 

ab
3
2  

 
3

105
16 bhI x =  

3

15
2 hbI y =  

 
Exparabolic area 

 
 

ab
3
1  

 
3

21
1 bhI x =  

3

5
1 hbI y =  
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ภาคผนวกที่ 3 
คุณสมบัติของหนาตัดเหล็กมาตรฐาน 
คุณสมบัติของหนาตัดเหล็กกลวงกลม 

 
 

ชื่อขนาด เสนผาน
ศูนยกลาง
ภายนอก 

)(D  
mm  

ความหนา 
)(t  
 

mm  

น้ําหนัก 
)(w  

 
kg/m  

พ้ืนที่หนาตัด
ขวาง 
)(A  
2cm  

Moment of 
Inertia 

)( yx II =  
4cm  

Section 
Modulus 

)( yx SS =
3cm  

Radius of 
Gyration 

)( yx rr =  
cm  

15 21.3 2.0 0.95 1.21 0.57 0.54 0.69 
20 26.9 2.3 1.40 1.78 1.36 1.01 0.87 
25 33.7 2.6 1.99 2.54 3.09 1.84 1.10 
32 42.4 2.6 2.55 3.25 6.46 3.05 1.41 
40 48.3 2.9 3.25 4.14 10.70 4.43 1.61 
50 60.3 2.9 4.11 5.23 21.59 7.16 2.03 
65 76.1 3.2 5.75 7.33 48.78 12.82 2.58 
80 88.9 3.2 6.76 8.62 79.21 17.82 3.03 

100 114.3 
 

3.6 
4.5 

9.83 
12.19 

12.52 
15.52 

191.98 
234.32 

33.59 
41.00 

3.92 
3.89 

125 139.7 
 

4.0 
5.0 

13.39 
17.30 

17.05 
21.19 

392.86 
480.70 

56.24 
68.81 

4.80 
4.75 

150 165.1 
 

4.5 
6.0 

17.82 
25.05 

22.70 
30.00 

732.57 
950.68 

88.74 
115.16 

5.68 
5.45 

175 193.7 
 

5.0 
6.0 

23.27 
27.77 

29.64 
35.38 

1320.24 
1559.74 

136.32 
161.05 

6.67 
6.64 

200 219.1 
 

5.0 
6.0 

26.40 
31.53 

33.63 
40.17 

1928.04 
2281.96 

176.00 
208.30 

7.57 
7.54 

225 244.5 
 

6.0 
8.0 

35.29 
46.66 

44.96 
59.44 

3198.57 
4160.46 

261.64 
340.32 

8.43 
8.37 
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คุณสมบัติของหนาตัดเหล็กกลวงส่ีเหลี่ยมจตุรัส 

 
 

ชื่อขนาด 
 

ความหนา 
)(t  

mm  

น้ําหนัก 
)(w  

kg/m  

พ้ืนที่หนาตัด 
)(A  
2cm  

Moment of 
Inertia )(I  

4cm  

Section 
Modulus )(S  

3cm  

Radius of 
Gyration )(r  

cm  
25×25 1.6 1.12 1.432 1.28 1.02 0.34 
38×38 1.6 1.78 2.264 4.92 2.59 1.47 
50×50 

 
1.6 
2.3 

2.38 
3.34 

3.032 
4.252 

11.71 
15.86 

4.68 
6.34 

1.96 
1.93 

60×60 
 

1.6 
2.3 

2.88 
4.06 

3.672 
5.172 

20.68 
28.31 

6.89 
9.44 

2.37 
2.34 

75×75 
 

2.3 
3.2 

5.14 
7.01 

6.552 
8.927 

57.10 
75.53 

15.23 
20.14 

2.95 
2.91 

90×90 
 

2.3 
3.2 

6.23 
8.51 

7.932 
10.847 

100.79 
134.51 

22.40 
29.89 

3.56 
3.52 

100×100 
 

2.3 
3.2 

6.95 
9.52 

8.852 
12.127 

139.73 
187.28 

27.95 
37.46 

3.97 
3.93 

125×125 
 

3.2 
4.0 

12.03 
14.87 

15.327 
18.948 

375.64 
457.23 

60.10 
73.16 

4.95 
4.91 

150×150 
 

5.0 
6.0 

22.26 
26.40 

28.356 
33.633 

982.12 
1145.90 

130.95 
152.79 

5.89 
5.84 

175×175 
 

5.0 
6.0 

26.18 
31.11 

33.356 
39.633 

1590.86 
1864.02 

181.81 
213.03 

6.91 
6.86 

200×200 
 

6.0 
8.0 

36.82 
46.94 

45.633 
59.793 

2832.74 
3621.62 

283.27 
362.16 

7.88 
7.78 

250×250 
 

6.0 
8.0 

45.24 
59.50 

57.633 
75.793 

5671.99 
7315.63 

453.76 
585.25 

9.92 
9.82 

300×300 
 

6.0 
8.0 

54.66 
72.06 

69.633 
91.793 

9963.65 
12925.05 

664.24 
861.67 

11.96 
11.87 



 A- 6

คุณสมบัติของหนาตัดเหล็กกลวงส่ีเหลี่ยมผืนผา 

 
 

Moment of Inertia 
)(I  
4cm  

Section Modulus 
)(S  
3cm  

Radius of Gyration 
)(r  

cm  

ชื่อขนาด ความ
หนา 
)(t  

mm  

น้ําหนัก 
)(w  

kg/m  

พ้ืนที่หนา
ตัดขวาง 

)(A  
2cm  xI  yI  xS  yS  xr  yr  

50×25 
 

1.6 
2.3 

1.75 
2.44 

2.232 
3.102 

7.02 
9.31 

2.37 
3.10 

2.81 
3.72 

0.95 
1.24 

1.77 
1.73 

1.03 
1.00 

60×30 
 

1.6 
2.3 

2.13 
2.98 

2.712 
3.792 

12.49 
16.82 

4.25 
5.65 

4.16 
5.61 

1.42 
1.88 

2.15 
2.11 

1.25 
1.22 

75×45 
 

2.3 
3.2 

4.06 
5.50 

5.172 
7.007 

38.86 
50.77 

17.61 
22.81 

10.36 
13.54 

4.69 
6.08 

2.74 
2.69 

1.84 
1.80 

90×45 
 

2.3 
3.2 

4.60 
6.25 

5.862 
7.967 

60.98 
80.24 

20.75 
27.01 

13.55 
17.83 

4.61 
6.00 

3.23 
3.17 

1.88 
1.84 

100×50 
 

2.3 
3.2 

5.14 
7.01 

6.552 
8.927 

84.83 
112.29 

28.95 
37.95 

16.97 
22.46 

5.79 
7.59 

3.60 
3.55 

2.10 
2.06 

125×40 
 

2.3 
3.2 

5.69 
7.76 

7.242 
9.887 

130.92 
173.84 

21.64 
28.19 

20.95 
27.81 

3.46 
4.51 

4.25 
4.19 

1.73 
1.69 

125×75 
 

3.2 
4.0 

9.52 
11.73 

12.127 
14.948 

256.93 
310.76 

116.80 
140.65 

41.11 
49.72 

18.69 
22.50 

4.60 
4.56 

3.10 
3.07 

150×80 
 

4.5 
6.0 

15.20 
19.81 

19.369 
25.233 

562.76 
710.20 

211.47 
264.42 

75.03 
94.69 

28.20 
35.26 

5.39 
5.31 

3.30 
3.24 

150×100 
 

4.5 
6.0 

16.62 
21.69 

21.169 
27.633 

658.06 
834.68 

351.96 
444.19 

87.74 
111.29 

46.93 
59.23 

5.58 
5.50 

4.08 
4.01 

200×100 
 

4.5 
6.0 

20.15 
26.40 

25.669 
33.633 

1331.44 
1703.30 

454.64 
576.91 

133.14 
170.33 

45.46 
57.69 

7.20 
7.12 

4.21 
4.14 

 



 A- 7

คุณสมบัติของหนาตัดเหล็กฉากรูปตัว L แบบขาเทากันชนิดรีดรอน 

 
 

ความ
หนา 

รัศม ี
สวนโคง 

พื้นที่หนา
ตัด 

ระยะหางจาก
ศูนยถวง 

Moment of Inertia 
 

Section Modulus Radius of Gyration 
 

น้ําหนัก 

t  1r  2r  A  x  y  xI  yI  
zI  xS  yS  xr  yr  

zr  

ชื่อขนาด 

kg/m  mm  mm  mm  2cm  cm  cm  4cm  4cm  4cm  3cm  3cm  cm  cm  cm  
120×120 14.7 8 12 5 18.76 3.24 3.24 258 258 106 29.5 29.5 3.71 3.71 2.38 
100×100 

 
 

19.1 
14.9 
10.7 

13 
10 
7 

10 
10 
10 

7 
7 
5 

24.31 
19.00 
13.62 

2.94 
2.82 
2.71 

2.94 
2.82 
2.71 

220 
175 
129 

220 
175 
129 

91.1 
72.0 
53.2 

31.1 
24.4 
17.7 

31.1 
24.4 
17.7 

3.00 
3.04 
3.08 

3.00 
3.04 
3.08 

1.94 
1.95 
1.98 

90×90 
 
 

17.0 
13.3 
9.59 

13 
10 
7 

10 
10 
10 

7 
7 
5 

21.71 
17.00 
12.22 

2.69 
2.57 
2.46 

2.69 
2.57 
2.46 

156 
125 
93.0 

156 
125 
93.0 

65.3 
51.7 
28.3 

24.8 
19.5 
14.2 

24.8 
19.5 
14.2 

2.68 
2.71 
2.76 

2.68 
2.71 
2.76 

1.73 
1.74 
1.77 

75×75 
 
 

13.0 
9.96 
6.85 

12 
9 
6 

8.5 
8.5 
8.5 

6 
6 
4 

16.56 
12.69 
8.727 

2.29 
2.17 
2.06 

2.29 
2.17 
2.06 

81.9 
64.4 
46.1 

81.9 
64.4 
46.1 

34.5 
26.7 
19.0 

15.7 
12.1 
8.47 

15.7 
12.1 
8.47 

2.22 
2.25 
2.30 

2.22 
2.25 
2.30 

1.44 
1.45 
1.48 

65×65 
 

7.66 
5.91 

8 
6 

8.5 
8.5 

6 
4 

9.761 
7.527 

1.88 
1.81 

1.88 
1.81 

36.8 
29.4 

36.8 
29.4 

15.3 
12.2 

7.96 
6.26 

7.96 
6.26 

1.94 
1.98 

1.94 
1.98 

1.25 
1.27 



 A- 8

คุณสมบัติของหนาตัดเหล็กฉากรูปตัว L แบบขาเทากันชนิดรีดรอน (ตอ) 
 

ความ
หนา 

รัศม ี
สวนโคง 

พื้นที่ห
นาตัด 

ระยะหางจากศูนย
ถวง 

Moment of Inertia 
 

Section Modulus Radius of Gyration 
 

น้ําหนัก 

t  1r  2r  A  x  y  xI  yI  
zI  xS  yS  xr  yr  

zr  

ชื่อขนาด 

kg/m  mm  mm  mm  2cm  cm  cm  4cm  4cm  4cm  3cm  3cm  cm  cm  cm  
50×50 

 
4.43 
3.06 

6 
4 

6.5 
6.5 

4.5 
3 

5.644 
3.892 

1.44 
1.37 

1.44 
1.37 

12.6 
9.06 

12.6 
9.06 

5.23 
3.76 

3.55 
2.49 

3.55 
2.49 

1.50 
1.53 

1.50 
1.53 

0.963 
0.983 

40×40 
 

2.95 
1.83 

5 
3 

4.5 
4.5 

3 
2 

3.755 
2.336 

1.17 
1.09 

1.17 
1.09 

5.42 
3.53 

5.42 
3.53 

2.25 
1.46 

1.91 
1.21 

1.91 
1.21 

1.20 
1.23 

1.20 
1.23 

0.744 
0.790 

30×30 1.36 3 4 2 1.727 0.844 0.844 1.42 1.42 0.590 0.661 0.661 0.908 0.908 0.585 
25×25 1.12 3 4 2 1.427 0.719 0.719 0.797 0.797 0.332 0.448 0.448 0.747 0.747 0.483 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 A- 9

คุณสมบัติของหนาตัดเหล็กฉากรูปตัว L แบบขาไมเทากันชนิดรีดรอน 

 
 

ความ
หนา 

รัศม ี
สวนโคง 

พื้นที่ห
นาตัด 

ระยะหางจาก
ศูนยถวง 

Moment of Inertia 
 

Section 
Modulus 

Radius of Gyration 
 

น้ําหนัก 

t  1r  2r  A  x  y  xI  yI  
zI  xS  yS  xr  yr  

zr  

ชื่อขนาด 

kg/m  

αtan
 

mm  mm  mm  2cm  cm  cm  4cm  4cm  4cm  3cm  3cm  cm  cm  cm  
150×100 

 
 

27.7 
22.4 
17.1 

0.431 
0.435 
0.439 

15 
12 
9 

12 
12 
12 

8.5 
8.5 
6 

35.25 
28.56 
21.84 

5.00 
4.88 
4.76 

2.53 
2.41 
2.30 

782 
642 
502 

276 
228 
181 

161 
132 
104 

78.2 
63.4 
49.1 

37.0 
30.1 
23.5 

4.71 
4.74 
4.79 

2.80 
2.83 
2.88 

2.14 
2.15 
2.18 

125×75 14.9 0.357 10 10 7 19.00 4.22 1.75 299 80.8 49.0 36.1 14.1 3.96 2.06 1.61 
100×75 9.32 0.548 7 10 5 11.87 3.06 1.83 118 56.9 30.8 17.0 10.0 3.15 2.19 1.61 
90×75 11.0 0.676 9 8.5 6 14.04 2.75 2.00 109 68.1 34.1 17.4 12.4 2.78 2.20 1.56 

 
 
 
 

 
 



 A- 10

คุณสมบัติของหนาตัดเหล็กรางน้ําชนิดรีดรอน 

 
 

ความหนา รัศม ี
สวนโคง 

พื้นที่หน
าตดั 

ระยะหางจากศูนย
ถวง 

Moment of Inertia 
 

Section Modulus 
 

Radius of Gyration 
 

น้ําหนัก 

wt  ft  
1r  2r  A  x  y  xI  yI  xS  yS  xr  yr  

ชื่อขนาด 

kg/m  mm  mm  mm  mm  2cm  cm  cm  4cm  4cm  3cm  3cm  cm  cm  
380×100 

 
 

67.3 
62.0 
54.5 

13 
13 

10.5 

20 
16.5 
16 

24 
18 
18 

12 
9 
9 

85.71 
78.96 
69.39 

2.54 
2.33 
2.41 

0 
0 
0 

17,600 
15,600 
14,500 

655 
565 
535 

926 
823 
763 

87.8 
73.6 
70.5 

14.3 
14.1 
14.5 

2.76 
2.67 
2.78 

300×90 
 
 

48.6 
43.8 
38.1 

12 
10 
9 

16 
15.5 
13 

19 
19 
14 

9.5 
9.5 
7 

61.9 
55.74 
48.57 

2.28 
2.34 
2.22 

0 
0 
0 

7,870 
7,410 
6,440 

379 
360 
309 

525 
494 
429 

56.4 
54.1 
45.7 

11.3 
11.5 
11.5 

2.48 
2.54 
2.52 

250×90 
 

40.2 
34.6 

11 
9 

14.5 
13 

17 
14 

8.5 
7 

51.17 
44.07 

2.40 
2.40 

0 
0 

4,680 
4,180 

329 
294 

374 
334 

49.9 
44.5 

9.56 
9.74 

2.54 
2.58 

200×90 30.3 8 13.5 14 7 38.65 2.74 0 2,490 277 249 44.2 8.02 2.68 
200×80 24.6 7.5 11 12 6 31.33 2.21 0 1,950 168 195 29.1 7.88 2.32 
180×75 21.4 7 10.5 11 5.5 27.20 2.13 0 1,380 131 153 24.3 7.12 2.19 



 A- 11

คุณสมบัติของหนาตัดเหล็กรางน้ําชนิดรีดรอน (ตอ) 
 

ความหนา รัศม ี
สวนโคง 

พื้นที่หน
าตดั 

ระยะหางจากศูนย
ถวง 

Moment of Inertia 
 

Section Modulus 
 

Radius of Gyration 
 

น้ําหนัก 

wt  ft  
1r  2r  A  x  y  xI  yI  xS  yS  xr  yr  

ชื่อขนาด 

kg/m  mm  mm  mm  mm  2cm  cm  cm  4cm  4cm  3cm  3cm  cm  cm  
150×75 

 
24.0 
18.6 

9 
6.5 

12.5 
10 

15 
10 

7.5 
5 

30.59 
23.71 

2.31 
2.28 

0 
0 

1,050 
861 

147 
117 

140 
115 

28.3 
22.4 

5.86 
6.03 

2.19 
2.22 

125×65 13.4 6 8 8 4 17.11 1.90 0 424 61.8 67.8 13.4 4.98 1.90 
100×50 9.36 5 7.5 8 4 11.92 1.54 0 188 26.0 37.6 7.52 3.97 1.48 
75×40 6.92 5 7 8 4 8.818 1.28 0 75.3 12.2 20.1 4.47 2.92 1.17 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 



 A- 12

คุณสมบัติของหนาตัดเหล็กรูปตัว I  ชนิดรีดรอน 

 
 

ความหนา 
 

รัศม ี
สวนโคง 

พื้นที่หนาตั
ด 

Moment of Inertia 
 

Section Modulus 
 

Radius of Gyration 
 

น้ําหนัก 

wt  ft  
1r  2r  A  xI  yI  xS  yS  xr  yr  

ชื่อขนาด 
fbd ×  

kg/m  mm  mm  mm  mm  2cm  4cm  4cm  3cm  3cm  cm  cm  
600×190 

 
176 
133 

16 
13 

35 
25 

38 
25 

19 
12.5 

224.5 
169.4 

130,000 
98,400 

3,540 
2,460 

4,330 
3,280 

373 
259 

24.1 
24.1 

3.97 
3.81 

450×175 
 

115 
91.7 

13 
11 

26 
20 

27 
19 

13.5 
9.5 

146.1 
116.8 

48,800 
39,200 

2,020 
1,510 

2,170 
1,740 

231 
173 

18.3 
18.3 

3.72 
3.60 

400×150 
 

95.8 
72.0 

12.5 
10 

25 
18 

27 
17 

13.5 
8.5 

122.1 
91.73 

31,700 
24,100 

1,240 
864 

1,580 
1,200 

165 
115 

16.1 
16.2 

3.18 
3.07 

350×150 
 

87.2 
58.5 

12 
9 

24 
15 

25 
13 

12.5 
6.5 

111.1 
74.58 

22,400 
15,200 

1,180 
702 

1,280 
870 

158 
93.5 

14.2 
14.3 

3.26 
3.07 

 
300×150 

 

97.88 
83.47 
61.58 

11.5 
10 
8 

22 
18.5 
13 

23 
19 
12 

11.5 
9.5 
6 

14,700 
12,700 
9,480 

14,700 
12,700 
9,480 

1,080 
886 
588 

978 
849 
632 

143 
118 
78.4 

12.2 
12.3 
12.4 

3.09 
3.26 
3.32 



 A- 13

คุณสมบัติของหนาตัดเหล็กรูปตัว I  ชนิดรีดรอน (ตอ) 
 

ความหนา 
 

รัศม ี
สวนโคง 

พื้นที่หนาตั
ด 

Moment of Inertia 
 

Section Modulus 
 

Radius of Gyration 
 

น้ําหนัก 

wt  ft  
1r  2r  A  xI  yI  xS  yS  xr  yr  

ชื่อขนาด 

kg/m  mm  mm  mm  mm  2cm  4cm  4cm  3cm  3cm  cm  cm  
250×125 

 
55.5 
38.3 

10 
7.5 

19 
12.5 

21 
12 

10.5 
6 

70.73 
48.79 

7,310 
5,180 

538 
337 

858 
414 

86.0 
53.9 

10.2 
10.3 

2.76 
2.63 

200×150 50.4 9 16 15 7.5 64.16 4,460 753 446 100 8.34 3.43 
200×100 26.0 7 10 10 5 33.06 2,170 138 217 27.7 8.11 2.05 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 



 A- 14

คุณสมบัติของหนาตัดเหล็กรูปตัว W  ชนิดรีดรอน 

 
 

ความหนา 
 

Moment of Inertia 
 

Section Modulus 
 

Radius of Gyration 
 

น้ําหนัก d  fb  

wt  ft  

รัศม ี
สวนโคง 

r  

พื้นที่หนาตั
ด 
A  xI  yI  xS  yS  xr  yr  

ชื่อขนาด 

kg/m  mm  mm  mm  mm  mm  2cm  4cm  4cm  3cm  3cm  cm  cm  
 

900×300 
 

286 
243 
213 

912 
900 
890 

302 
300 
299 

18 
16 
15 

34 
28 
23 

28 
28 
28 

364.0 
309.8 
270.9 

498,000 
411,000 
345,000 

15,700 
12,600 
10,300 

10,900 
9,140 
7,760 

1,040 
843 
688 

37.0 
36.4 
35.7 

6.56 
6.39 
6.16 

 
800×300 

 

241 
210 
191 

808 
800 
792 

302 
300 
300 

16 
14 
14 

30 
26 
22 

28 
28 
28 

307.6 
267.4 
243.4 

339,000 
292,000 
254,000 

13,800 
11,700 
9,930 

8,400 
7,290 
6,410 

915 
782 
662 

33.2 
33.0 
32.3 

6.70 
6.62 
6.39 

 
700×300 

 

215 
185 
166 

708 
700 
692 

302 
300 
300 

15 
13 
13 

28 
24 
20 

28 
28 
28 

273.6 
235.5 
211.5 

237,000 
201,000 
172,000 

12,900 
10,800 
9,020 

6,700 
5,760 
4,980 

853 
722 
602 

29.4 
29.3 
28.6 

6.86 
6.78 
6.53 

 
600×300 

 

175 
151 
137 

594 
588 
582 

302 
300 
300 

14 
12 
12 

23 
20 
17 

28 
28 
28 

222.4 
192.5 
174.5 

137,000 
118,000 
103,000 

10,600 
9,020 
7,670 

4,620 
4,020 
3,530 

701 
601 
511 

24.9 
24.8 
24.3 

6.90 
6.85 
6.63 



 A- 15

คุณสมบัติของหนาตัดเหล็กรูปตัว W  ชนิดรีดรอน (ตอ) 
 

ความหนา 
 

Moment of Inertia 
 

Section Modulus 
 

Radius of Gyration 
 

น้ําหนัก d  fb  

wt  ft  

รัศม ี
สวนโคง 

r  

พื้นที่หนาตั
ด 
A  xI  yI  xS  yS  xr  yr  

ชื่อขนาด 

kg/m  mm  mm  mm  mm  mm  2cm  4cm  4cm  3cm  3cm  cm  cm  
 

600×200 
 
 

134 
120 
106 
94.6 

612 
606 
600 
596 

202 
201 
200 
199 

13 
12 
11 
10 

23 
20 
17 
15 

22 
22 
22 
22 

107.7 
152.5 
134.4 
120.5 

103,000 
90,400 
77,600 
68,700 

3,180 
2,720 
2,280 
1,980 

3,380 
2,980 
2,590 
2,310 

314 
271 
228 
199 

24.6 
24.3 
24.0 
23.9 

4.31 
4.22 
4.12 
4.05 

500×300 
 

128 
114 

488 
482 

300 
300 

11 
11 

18 
15 

26 
26 

163.5 
145.5 

71,000 
60,400 

8,110 
6,760 

2,910 
2,500 

7.04 
6.82 

2,910 
2,500 

541 
451 

 
500×200 

 

103 
89.6 
79.5 

506 
500 
496 

201 
200 
199 

11 
10 
9 

19 
16 
14 

20 
20 
20 

131.3 
114.2 
101.3 

56,500 
47,800 
41,900 

2,580 
2,140 
1,840 

2,230 
1,910 
1,690 

237 
214 
185 

20.7 
20.5 
20.3 

4.43 
4.33 
4.27 

450×300 
 

124 
106 

440 
434 

300 
299 

11 
10 

18 
15 

24 
24 

157.4 
135.0 

56,100 
46,800 

8,110 
6,690 

2,550 
2,160 

541 
448 

18.9 
18.6 

7.18 
7.04 

450×200 
 

76.0 
66.2 

450 
446 

200 
199 

9 
8 

14 
12 

18 
18 

96.76 
84.30 

33,500 
28,700 

1,870 
1,580 

1,490 
1,290 

187 
159 

18.6 
18.5 

4.40 
4.33 

 
400×400 

 
 

605 
415 
283 
232 

498 
458 
428 
414 

432 
417 
407 
405 

45 
30 
20 
18 

70 
50 
35 
28 

22 
22 
22 
22 

770.1 
528.6 
360.7 
295.4 

298,000 
187,000 
119,000 
92,800 

94,400 
60,500 
39,400 
31,000 

12,000 
8,170 
5,570 
4,480 

4,370 
2,900 
1,930 
1,530 

19.7 
18.8 
18.2 
17.7 

11.1 
10.7 
10.4 
10.2 

 



 A- 16

คุณสมบัติของหนาตัดเหล็กรูปตัว W  ชนิดรีดรอน (ตอ) 
 

ความหนา 
 

Moment of Inertia 
 

Section Modulus 
 

Radius of Gyration 
 

น้ําหนัก d  fb  

wt  ft  

รัศม ี
สวนโคง 

r  

พื้นที่หนาตั
ด 
A  xI  yI  xS  yS  xr  yr  

ชื่อขนาด 

kg/m  mm  mm  mm  mm  mm  2cm  4cm  4cm  3cm  3cm  cm  cm  
 
 

400×400 
 
 
 

200 
197 
172 
168 
147 
140 

406 
400 
400 
394 
394 
388 

403 
408 
400 
405 
398 
402 

16 
21 
13 
18 
11 
15 

24 
21 
21 
18 
18 
15 

22 
22 
22 
22 
22 
22 

254.9 
250.7 
218.7 
214.4 
186.8 
178.5 

78,000 
70,900 
66,600 
59,700 
56,100 
49,000 

26,200 
23,800 
22,400 
20,000 
18,900 
16,300 

3,840 
3,540 
3,330 
3,030 
2,850 
2,520 

1,300 
1,170 
1,120 
985 
951 
809 

17.5 
16.8 
17.5 
16.7 
17.3 
16.6 

10.1 
9.75 
10.1 
9.65 
10.1 
9.54 

400×300 
 

107 
94.3 

390 
386 

300 
299 

10 
9 

16 
14 

22 
22 

136.0 
120.1 

38,700 
33,700 

7,210 
6,240 

1,980 
1,740 

481 
418 

16.9 
16.7 

7.28 
7.21 

400×200 
 

66.0 
56.6 

400 
396 

200 
199 

8 
7 

13 
11 

16 
16 

84.12 
72.16 

23,700 
20,000 

1,740 
1,450 

1,190 
1,010 

174 
145 

16.8 
16.7 

4.54 
4.48 

 
 

350×350 
 
 
 

159 
156 
137 
131 
115 
106 

356 
350 
350 
344 
344 
338 

352 
357 
350 
354 
348 
351 

14 
19 
12 
16 
10 
13 

22 
19 
19 
16 
16 
13 

20 
20 
20 
20 
20 
20 

202.0 
198.4 
173.9 
166.6 
146.0 
135.3 

47,600 
42,800 
40,300 
35,300 
33,300 
28,200 

16,000 
14,400 
13,600 
11,800 
11,200 
9,380 

2,670 
2,450 
2,300 
2,050 
1,940 
1,670 

909 
809 
776 
669 
646 
534 

15.3 
14.7 
15.2 
14.6 
15.1 
14.4 

8.90 
8.53 
8.84 
8.43 
8.78 
8.33 
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คุณสมบัติของหนาตัดเหล็กรูปตัว W  ชนิดรีดรอน (ตอ) 
 

ความหนา 
 

Moment of Inertia 
 

Section Modulus 
 

Radius of Gyration 
 

น้ําหนัก d  fb  

wt  ft  

รัศม ี
สวนโคง 

r  

พื้นที่หนาตั
ด 
A  xI  yI  xS  yS  xr  yr  

ชื่อขนาด 

kg/m  mm  mm  mm  mm  mm  2cm  4cm  4cm  3cm  3cm  cm  cm  
350×250 

 
79.7 
69.2 

340 
336 

250 
249 

9 
8 

14 
12 

20 
20 

101.5 
88.15 

21,700 
18,500 

3,650 
3,090 

1,280 
1,100 

292 
248 

14.6 
14.5 

6.00 
5.92 

350×175 
 

49.6 
41.4 

350 
346 

175 
174 

7 
6 

11 
9 

14 
14 

63.14 
52.68 

13,600 
11,100 

984 
792 

775 
641 

112 
91.0 

14.7 
14.5 

3.95 
3.86 

 
 

300×300 
 
 

106.0 
106.0 
94.0 
87.0 
84.5 

304 
300 
300 
298 
294 

301 
305 
300 
299 
302 

11 
15 
10 
9 

12 

17 
15 
15 
14 
12 

18 
18 
18 
18 
18 

134.8 
134.8 
119.8 
110.8 
107.7 

23,400 
21,500 
20,400 
18,800 
16,900 

7,730 
7,100 
6,750 
6,240 
5,520 

1,540 
1,440 
1,360 
1,270 
1,150 

514 
466 
450 
417 
365 

13.2 
12.6 
13.1 
13.0 
12.5 

7.57 
7.26 
7.51 
7.51 
7.16 

300×200 
 

65.4 
56.8 

298 
294 

201 
200 

9 
8 

14 
12 

18 
18 

83.4 
72.4 

13,300 
11,300 

1,900 
1,600 

893 
771 

189 
160 

12.6 
12.5 

4.77 
4.71 

300×150 
 

36.7 
30.2 

300 
298 

150 
149 

6.5 
5.5 

9 
8 

13 
13 

46.8 
40.8 

7,210 
6,320 

508 
442 

481 
424 

67.7 
59.3 

12.4 
12.4 

3.29 
3.29 

 
250×250 

 
 

82.2 
72.4 
66.5 
64.4 

250 
250 
248 
244 

255 
250 
249 
252 

14 
9 
8 

11 

14 
14 
13 
11 

16 
16 
16 
16 

104.7 
92.18 
84.70 
82.06 

11,500 
10,800 
9,930 
8,790 

3,880 
3,650 
3,350 
2,940 

919 
867 
801 
720 

304 
292 
269 
233 

10.5 
10.8 
10.8 
10.3 

6.09 
6.29 
6.29 
5.98 
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คุณสมบัติของหนาตัดเหล็กรูปตัว W  ชนิดรีดรอน (ตอ) 
 

ความหนา 
 

Moment of Inertia 
 

Section Modulus 
 

Radius of Gyration 
 

น้ําหนัก d  fb  

wt  ft  

รัศม ี
สวนโคง 

r  

พื้นที่หนาตั
ด 
A  xI  yI  xS  yS  xr  yr  

ชื่อขนาด 

kg/m  mm  mm  mm  mm  mm  2cm  4cm  4cm  3cm  3cm  cm  cm  
250×175 44.1 244 175 7 11 16 56.24 6,120 984 502 113 10.4 4.18 
250×125 

 
29.6 
25.7 

250 
248 

125 
124 

6 
5 

9 
8 

12 
12 

37.66 
32.68 

4,050 
3,540 

294 
255 

324 
285 

47.0 
41.1 

10.4 
10.4 

2.79 
2.79 

 
200×200 

 

65.7 
56.2 
49.9 

208 
200 
200 

202 
204 
200 

10 
12 
8 

16 
12 
12 

13 
13 
13 

83.69 
71.53 
63.53 

6,530 
4,980 
4,720 

2,200 
1,700 
1,600 

628 
498 
472 

218 
167 
160 

8.83 
8.35 
8.62 

5.13 
4.88 
5.02 

200×150 30.6 194 150 6 9 13 39.01 2,690 507 277 67.6 8.30 3.61 
200×100 

 
21.3 
18.2 

200 
198 

100 
99 

5.5 
4.5 

8 
7 

11 
11 

27.16 
23.18 

1,840 
1,580 

134 
114 

184 
160 

26.8 
23.0 

8.24 
8.26 

2.22 
2.21 

175×175 40.2 175 175 7.5 11 12 51.21 2880 984 7.50 4.38 330 112 

175×125 23.3 169 125 5.5 8 12 29.65 1530 261 7.18 2.97 181 41.8 

175×90 18.1 175 90 5 8 9 23.04 1210 97.5 7.26 2.06 139 21.7 

150×150 31.5 150 150 7 10 11 40.14 1640 563 6.39 3.75 219 75.1 

150×100 21.1 148 100 6 9 11 26.84 1020 151 6.71 2.37 138 30.1 

150×75 14.0 150 75 5 7 8 17.85 666 49.5 6.11 1.66 88.8 13.2 

125×125 23.8 125 125 6.5 9 10 30.31 847 293 5.29 3.11 136 47.0 

125×60 13.2 125 60 6 8 9 16.84 413 29.2 4.95 1.32 66.1 9.73 
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คุณสมบัติของหนาตัดเหล็กรูปตัว W  ชนิดรีดรอน (ตอ) 
 

ความหนา 
 

Moment of Inertia 
 

Section Modulus 
 

Radius of Gyration 
 

น้ําหนัก d  fb  

wt  ft  

รัศม ี
สวนโคง 

r  

พื้นที่หนาตั
ด 
A  xI  yI  xS  yS  xr  yr  

ชื่อขนาด 

kg/m  mm  mm  mm  mm  mm  2cm  4cm  4cm  3cm  3cm  cm  cm  
100×100 17.2 100 100 6 8 10 21.90 383 134 4.18 2.47 76.5 26.7 

100×50 9.3 100 50 5 7 8 11.85 187 14.8 3.98 1.12 37.5 5.91 
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ภาคผนวกที่ 4 
คุณสมบัติหนาตัดของชิ้นสวนของโครงสรางไม 

           

x

 y

h

 b  
   Axis x Axis y 

Nominal 
dimensions 

b h×  

Net 
dimensions 

b h×  

 
Area 

A b h=
 

Moment of 
inertia 

I
bh

x =
3

12
 

Section modulus 

S
bh

x =
2

6
 

Moment of 
inertia 

I
hb

y =
3

12
 

Section modulus 

S
hb

y =
2

6
 

in.  in.  in.2  in.4  in.3  in.4  in.3  
2 x 4 
2 x 6 
2 x 8 
2 x 10 
2 x 12 

1.5 x 3.5 
1.5 x 5.5 
1.5 x 7.25 
1.5 x 9.25 
1.5 x 11.25 

5.25 
8.25 
10.88 
13.88 
16.88 

5.36 
20.80 
47.63 
98.93 

177.98 

3.06 
7.56 

13.14 
21.39 
31.64 

0.98 
1.55 
2.04 
2.60 
3.16 

1.31 
2.06 
2.72 
3.47 
4.22 

3 x 4 
3 x 6 
3 x 8 
3 x 10 
3 x 12 

2.5 x 3.5 
2.5 x 5.5 
2.5 x 7.25 
2.5 x 9.25 
2.5 x 11.25 

8.75 
13.75 
18.13 
23.13 
28.13 

8.93 
34.66 
79.39 

164.89 
296.63 

5.10 
12.60 
21.90 
36.65 
52.73 

4.56 
7.16 
9.44 
12.04 
14.65 

3.65 
5.73 
7.55 
9.64 

11.72 
4 x 4 
4 x 6 
4 x 8 
4 x 10 
4 x 12 

3.5 x 3.5 
3.5 x 5.5 
3.5 x 7.25 
3.5 x 9.25 
3.5 x 11.25 

12.25 
19.25 
25.38 
32.38 
39.38 

12.51 
48.53 

111.15 
230.84 
415.28 

7.15 
17.65 
30.66 
49.91 
73.83 

12.51 
19.65 
25.90 
33.05 
40.20 

7.15 
11.23 
14.80 
18.89 
22.97 

6 x 6 
6 x 8 
6 x 10 
6 x 12 

5.5 x 5.5 
5.5 x 7.5 
5.5 x 9.5 
5.5 x 11.5 

30.25 
41.25 
52.25 
63.25 

76.3 
193.4 
393.0 
697.1 

27.7 
51.6 
82.7 

121.2 

76.3 
104.0 
131.7 
159.4 

27.7 
37.8 
47.9 
58.0 

8 x 8 
8 x 10 
8 x 12 

7.5 x 7.5 
7.5 x 9.5 
7.5 x 11.5 

56.25 
71.25 
86.25 

263.7 
535.9 
950.5 

70.3 
112.8 
165.3 

263.7 
334.0 
404.3 

70.3 
89.1 

107.8 



 



 




