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บทที่ 1
บทนํ า

1.1 บทนํ า
โครงสราง (structure) ในทางวิศวกรรมโยธาคือ ส่ิงกอสรางใดๆ ที่ไดจากการกอสรางหรือการนํ าองคอาคารหรือ

ชิ้นสวนโครงสราง (structural member) มาเชื่อมตอกัน เพื่อรองรับแรงกระทํ าและนํ้ าหนักบรรทุกตางๆ (load) ตามวัตถุ
ประสงคของโครงสรางนั้นอยางมีประสิทธิภาพ ประหยัด และปลอดภัย ตัวอยางของโครงสรางที่พบเห็นโดยทั่วไปไดแก 
อาคารเรียน อาคารที่พักอาศัย อาคารพาณิชย สะพานลอย และเขื่อน เปนตน

วิศวกรรมโครงสราง (structural engineering) เปนวิชาที่ศึกษาเกี่ยวกับการใชกฏและหลักการตางๆ เพื่อ
วิเคราะห ออกแบบ และกอสรางโครงสราง โดยทั่วไปแลว ขั้นตอนการออกแบบโครงสรางจะถูกแบงออกเปน 4 ขั้นตอนหลัก
คือ การวางแผนงาน (planning) การวิเคราะหโครงสราง (structural analysis) การออกแบบโครงสราง (structural 
design) และการกอสราง (construction) โดยการวิเคราะหโครงสรางเปนขั้นตอนที่สํ าคัญมากเพราะผลการวิเคราะหที่ไม
ถูกตองจะนํ าไปสูการออกแบบที่ผิดพลาดและจะเปนอันตรายตอชีวิตและทรัพยสินของประชาชน

วิชาวิเคราะหโครงสราง (structural analysis) เปนวิชาที่ตอเนื่องมาจากวิชาทฤษฎีโครงสราง (theory of 
structures) ซึ่งเนนหนักในการวิเคราะหโครงสรางแบบ statically determinate โดยในวิชานี้ เราจะศึกษาการวิเคราะหโครง
สรางซึ่งเนนหนักในการวิเคราะหโครงสราง statically indeterminate ซึ่งประกอบดวยคาน (beams) โครงขอหมุน (truss) 
และโครงขอแข็ง (frame) โดยวิธีมุมลาด-ความแอน (slope-deflection method) วิธีกระจายแรงดัด (moment distribution 
method) วิธีการวิเคราะหโครงสราง statically indeterminate แบบคราวๆ (approximate analysis of statically 
indeterminate structures) และวิธีเมตริกซดิสเพลซเมนต (matrix displacement method) รวมถึงการเขียนแผนภาพอินฟ
ลูเอ็นไลน (influence lines diagram) ของโครงสราง statically indeterminate ดังนั้น นักศึกษาที่จะเรียนวิชานี้ไดอยางเขา
ใจและนํ าไปใชงานไดจริงนั้น ควรจะตองมีความรูความเขาใจและไดทบทวนวิชาพื้นฐานทางวิศวกรรมโครงสราง เชน 
ทฤษฎีโครงสราง และกลศาสตรวัสดุ (mechanics of materials) เปนตน มากอนแลวเปนอยางดี

วิธีที่มีประสิทธิภาพมากที่สุดในการเรียนรูวิชานี้คือ การฝกฝนแกปญหาโจทย ซึ่งในการที่จะการแกปญหาโจทยให
ประสบผลสํ าเร็จดวยดีนั้น เราจะตองทํ าอยางมีหลักการและเปนลํ าดับขั้นตอน ดังตอไปนี้

1.  อานโจทยอยางระมัดระวัง และพยายามที่จะหาความสัมพันธของขอมูลที่ใหมากับทฤษฎี
2.  เขียนแผนภาพ (diagrams) หรือรูปภาพตางๆ เชน แผนภาพ free body diagram เปนตน เพื่อแสดงความ

สัมพันธตางๆ ใหชัดเจน
3.  ใชทฤษฎีและหลักการที่เหมาะสมในการแกปญหา
4.  แกสมการและตรวจสอบความสอดคลองของหนวย และตอบคํ าตอบโดยมีจํ านวนนัยสํ าคัญ (significant 

figures) ที่เหมาะสม
5.  ศึกษาคํ าตอบวามีความเปนไปไดหรือไม โดยใช engineering judgment และ common sense

1.2 โครงสราง Statically Determinate และโครงสราง Statically Indeterminate
โครงสราง Statically Determinate

โครงสรางใดๆ จะเปนโครงสราง statically determinate ก็ตอเมื่อโครงสรางนั้นมีเสถียรภาพ (stability) และมีผล
รวมของจํ านวนของแรงปฏิกริยา (reactions) และจํ านวนของแรงและ moment ภายใน (internal loads) ที่ไมทราบคาเทา
กับจํ านวนของสมการความสมดุลของโครงสรางนั้น ดังนั้น เราจะสามารถทํ าการวิเคราะหโครงสรางชนิดนี้เพื่อเขียนแผน
ภาพ shear diagram และแผนภาพ moment diagram และหาคาการเปลี่ยนตํ าแหนงบน elastic curve ของโครงสรางได
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โดยใชสมการสมดุล (equilibrium equation) รูปที่ 1-1 แสดงตัวอยางของคาน statically determinate ที่มีจุดรองรับอยาง
งาย (simple support) ที่มักพบเห็นในโครงอาคารเหล็กโดยทั่วไป

รูปที่ 1-1
โครงสราง Statically Indeterminate

โครงสรางใดๆ จะเปนโครงสราง statically indeterminate ก็ตอเมื่อโครงสรางนั้นมีเสถียรภาพ (stability) และมี
จํ านวนของผลรวมของแรงปฏิกริยา (reactions) และจํ านวนของแรงและ moment ภายใน (internal loads) ที่ไมทราบคา
มากกวาจํ านวนของสมการความสมดุลของโครงสรางนั้น

โครงสรางโดยทั่วไปจะเปนโครงสราง statically indeterminate ซึ่งมักจะเกิดจากการเพิ่มองคอาคารหรือเพิ่มจุด
รองรับในโครงสราง เพื่อจุดประสงคตางๆ ทั้งทางดานวิศวกรรมและทางดานสถาปตยกรรม หรือเกิดจากรูปแบบการกอ
สรางโครงสรางนั้น เชน โครงสรางคอนกรีตเสริมเหล็ก (reinforced concrete structures) ซึ่งมักจะมีการกอสรางโครงสราง
อยางตอเนื่อง เปนตน รูปที่ 1-2 แสดงตัวอยางของโครงขอแข็งซึ่งเปนโครงสราง statically indeterminate ที่มีองคอาคารถูก
ยึดรั้งและเชื่อมตอกันอยางตอเนื่อง

รูปที่ 1-2
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ขอดีและขอเสียเมื่อเปรียบเทียบโครงสราง statically indeterminate กับโครงสราง statically determinate
ขอดี

1. ภายใตแรงขนาดเทากันและกระทํ าที่ตํ าแหนงเดียวกัน โครงสราง statically indeterminate จะมีหนวยแรงและ
การโกงตัว (deflection) เกิดขึ้นนอยกวาโครงสราง statically determinate ซึ่งจะทํ าใหโครงสราง statically 
indeterminate มีขนาดที่เล็กกวาและมีราคาถูกกวาโครงสราง statically determinate

จากตารางที่ 1-1 เราจะเห็นไดวา moment สูงสุดที่เกิดขึ้นในคานแบบ simply-supported beam มีคามากกวา 
moment สูงสุดที่เกิดขึ้นในคานแบบ fixed-supported beam สองเทา และคา deflection สูงสุดที่เกิดขึ้นในคานแบบ 
fixed-supported beam มีคานอยกวาคา deflection สูงสุดที่เกิดขึ้นในคานแบบ simply-supported beam ถึงส่ีเทา 
เปนตน

2. ในกรณีที่การกอสรางโครงสราง statically indeterminate มีความผิดพลาดเกิดขึ้นหรือในกรณีที่ loads ที่
กระทํ ากับโครงสราง statically indeterminate มีคามากกวาที่ไดออกแบบไวมาก เชน เมื่อโครงสรางถูกกระทํ าโดยแรงแผน
ดินไหว (earthquake loads) เปนตน โครงสราง statically indeterminate จะมีการกระจายแรงและ moment ภายใน 
(internal loads) กลับไปที่จุดรองรับของโครงสราง ซึ่งจะเปนผลใหโครงสรางชนิดนี้มีเสถียรภาพและไมเกิดการวิบัติอยาง
ฉับพลัน

กํ าหนดใหคานดังที่แสดงในตารางที่ 1-1 ทํ าดวยเหล็ก เมื่อแรง P  ที่กระทํ าตอคานแบบ fixed-supported beam 
มีคาเพิ่มขึ้นเรื่อยๆ จนถึงคาๆ หนึ่งแลว เหล็กที่ใชทํ าคานที่จุดที่รับ moment สูงสุด Mmax =  PL / 8  (ที่ผนังทั้งสองดาน
และที่กึ่งกลางคาน) จะเกิดการคลาก (yielding) ขึ้น และจุดทั้งสามนี้จะประพฤติตัวเปน hinge หรือที่เรียกวา plastic 
hinge ซึ่งทํ าใหคานดังกลาวมีพฤติกรรมแบบคานที่ถูกรองรับโดยหมุด และเมื่อการแอนตัวมีคามากขึ้นแลว ผนังที่รองรับ
คานจะเกิดแรงและ moment ปฏิกริยาที่จะปองกันการวิบัติของคานอยางฉับพลัน แตในกรณีของคานแบบ simply-
supported beam เมื่อแรง P  มีคาเพิ่มขึ้นเรื่อยๆ จนถึงจุดๆ หนึ่งแลว plastic hinge จะเกิดขึ้นที่จุดกึ่งกลางของคาน และ
เมื่อการแอนตัวมีคามากขึ้นเรื่อยๆ จนถึงคาหนึ่งแลว คานจะเกิดการวิบัติอยางฉับพลัน เนื่องจากจุดรองรับคานไมสามารถที่
จะกอใหเกิดแรงและ moment ปฏิกริยาดังที่เกิดในคานแบบ fixed-supported beam ได

ตารางที่ 1-1
ประเภทของคาน Mmax maxδ

fixed-supported beam

PL
8

PL
EI

3

192

simply-supported beam

PL
4

PL
EI

3

48

3. ทํ าใหเกิดรูปแบบการกอสรางแบบ cantilever method ซึ่งเปนรูปแบบการกอสรางที่กอสรางใหชิ้นสวนของ
โครงสรางยื่นออกไปบรรจบกับชิ้นสวนอื่นๆ ของโครงสราง ดังที่แสดงในรูปที่ 1-3 ซึ่งแสดงการกอสรางโครงขอหมุนที่รองรับ
พื้นสะพานจากตอมอดานหนึ่งมายังตอมออีกดานหนึ่ง การกอสรางแบบ cantilever method นี้จะทํ าใหการกอสรางโดย
เฉพาะการกอสรางสะพานที่ใตสะพานมีระดับนํ้ าที่ลึกมากหรือเมื่อพื้นที่ใตสะพานยังคงมีการใชงานอยูในขณะที่ทํ าการกอ
สรางมีความงายขึ้นมาก
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รูปที่ 1-3
ขอเสีย

1. การวิเคราะหและการออกแบบโครงสราง statically indeterminate จะมีความยุงยากมากกวาการวิเคราะห
และการออกแบบโครงสราง statically determinate

ในการวิเคราะหโครงสราง statically indeterminate นั้น ถาเราไมทราบขนาดหนาตัดขององคอาคารของโครง
สรางแลว เราจะไมสามารถทํ าการวิเคราะหหาแรงและ moment ที่เกิดขึ้นในโครงสรางได และในทางกลับกัน ถาเราไม
ทราบคาแรงและ moment ดังกลาวแลว เราก็จะไมสามารถทํ าการออกแบบหาขนาดหนาตัดขององคอาคารของโครงสราง
ได อยางไรก็ตาม ปญหานี้จะถูกแกไขไดแตใชเวลาในการคํ านวณมากขึ้น โดยเริ่มตนทํ าการประมาณหาขนาดหนาตัดของ
โครงสรางคราวๆ จากประสบการณ จากนั้น ทํ าการวิเคราะหโครงสราง แลวใชคาแรงและ moment ตางๆ ที่ไดออกแบบหา
ขนาดหนาตัดของโครงสราง จากนั้น ทํ าการวิเคราะหโครงสรางโดยใชขนาดหนาตัดของโครงสรางที่หาได แลวทํ าการออก
แบบหาขนาดหนาตัดของโครงสรางอีกครั้ง ขั้นตอนการวิเคราะหและออกแบบจะถูกกระทํ าซํ้ าๆ ซึ่งจะหยุดเมื่อหนาตัดของ
องคอาคารของโครงสรางที่ไดไมมีการเปลี่ยนแปลงจากการออกแบบในครั้งกอนหนานี้มากนัก

2. ถึงแมนวาโครงสราง statically indeterminate จะมีขนาดหนาตัดที่เล็กกวาโครงสราง statically determinate 
ก็ตาม แตบอยครั้งที่คากอสรางโครงสราง statically indeterminate มีราคาที่แพงกวาโครงสราง statically determinate 
เนื่องจากโครงสราง statically indeterminate ตองการจุดรองรับ (supports) และการเชื่อมตอ (connections) ขององค
อาคารในโครงสรางที่มีความแกรงสูง ซึ่งทํ าใหคาการกอสรางฐานราก จุดรองรับ และจุดเชื่อมตอมีราคาที่สูงเกิดกวาคาการ
กอสรางองคอาคารของโครงสรางที่เล็กลง

3. การทรุดตัวที่ไมเทากันของฐานรากหรือจุดรองรับ การเปลี่ยนแปลงของอุณหภูมิในองคอาคารของโครงสราง 
และความผิดพลาดในการกอสรางจะทํ าใหเกิดหนวยแรง (stress) เพิ่มขึ้นในโครงสราง statically indeterminate เพราะจุด
รองรับและจุดเชื่อมตอของโครงสรางแบบนี้จะไมยอมใหมีการยืด หรือหดตัวตางๆ เกิดขึ้นดังที่สามารถเกิดขึ้นไดในโครง
สราง statically determinate

4. การเปลี่ยนแปลงรูปแบบของนํ้ าหนักบรรทุก (loads) ที่กระทํ าตอโครงสราง statically indeterminate จะทํ าให
เกิดหนวยแรงกลับดาน (stress reversal) ขึ้นบนโครงสรางดังกลาวไดงายกวาในโครงสราง statically determinate

พิจารณาคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 1-4 เมื่อรูปแบบของนํ้ าหนักบรรทุกมีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ 1-4a แลว จุด A
ของคานจะถูกกระทํ าโดย moment บวก แตเมื่อนํ้ าหนักบรรทุกเลื่อนไปมีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ 1-4b แลว จุด A  ของ
คานจะถูกกระทํ าโดย moment ลบ ซึ่งในบางกรณี เราจํ าเปนที่จะตองเสริมหนาตัดขององคอาคารของโครงสราง statically 
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indeterminate เพื่อรองรับ stress reversal ดังกลาว เชน ในโครงสรางคอนกรีตเสริมเหล็ก เราอาจจะตองทํ าการเสริมเหล็ก
บนและเหล็กลางใหมีปริมาณที่เทากัน เปนตน

รูปที่ 1-4
1.3 วิธีการวิเคราะหโครงสราง Statically Indeterminate

เนื่องจากเราไมสามารถทํ าการวิเคราะหโครงสราง statically indeterminate ไดโดยการใชสมการความสมดุล 
(equilibrium equation) ของโครงสรางโดยตรง เนื่องจากโครงสรางแบบนี้มีจํ านวนของแรงที่ไมทราบคามากกวาจํ านวน
ของสมการความสมดุล ดังนั้น ในการวิเคราะหโครงสราง statically indeterminate เราจะตองพิจารณาสมการและความ
สัมพันธอื่นๆ ของโครงสรางประกอบดวยเพื่อทํ าใหจํ านวนของสมการทั้งหมดมีคาเทากับจํ านวนของแรงที่ไมทราบคา ซึ่งสม
การและความสัมพันธที่เราจะตองพิจารณาคือ

1. สมการความสอดคลอง (compatibility equations) ซึ่งเปนความสัมพันธที่กํ าหนดใหโครงสรางหรือองค
อาคารของโครงสรางไมมีการแตกแยกออกจากกันหรือทับซอนกันภายใตการกระทํ าของแรงหรือนํ้ าหนัก
บรรทุก เชน คาความลาด (slope) และคาการโกงตัว (deflection) ที่จุด B  ของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 1-5 
ซึ่งหามาไดโดยใชพิกัด x1  จะตองมีคาเทากับคา slope และคาการโกงตัวที่จุด B  ของคานที่หามาไดโดย
ใชพิกัด x2  หรือ =)(1 aθ )(2 aθ  และ )(1 av  = )(2 av  เปนตน

รูปที่ 1-5
2. ความสัมพันธระหวางแรงและการเปลี่ยนตํ าแหนง (force-displacement relationships) ของโครงสราง 

ซึ่งขึ้นอยูกับพฤติกรรมของวัสดุในการตอบสนองตอแรงกระทํ า ในการศึกษาวิชานี้ เราสมมุติใหการตอบ
สนองของโครงสรางตอแรงกระทํ าเปนแบบยืดหยุนเชิงเสนตรง (linear elastic)

โดยทั่วไปแลว การวิเคราะหโครงสราง statically indeterminate จะถูกแบงออกไดเปน 2 วิธีหลักคือ force 
method และ displacement method
Force Method

การวิเคราะหโครงสราง statically indeterminate โดย force method เปนการวิเคราะหโครงสรางที่ใชแรงเปนตัว
แปรไมทราบคา

พิจารณาคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 1-6a ซึ่งเปนคานที่มี degree of indeterminacy เทากับ 1 เราจะเขียนขั้นตอน
การวิเคราะหคานดังกลาวโดย force method ไดดังตอไปนี้
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1. แปลงคานดังกลาวใหเปนคาน statically determinate โดยใหแรงปฏิกริยาที่จุดรองรับ B  หรือ yB  เปนแรง
เกินจํ าเปน (redundant forces)

2. จาก principle of superposition คาน ดังที่แสดงในรูปที่ 1-6a จะถูกแบงออกไดเปนคานดังที่แสดงในรูปที่ 
1-6b บวกกับคานดังที่แสดงในรูปที่ 1-6c

3. หาคาการโกงตัว (deflection) B∆  ที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับ B  ของคานดังที่แสดงในรูปที่ 1-6b เนื่องจากแรง
กระทํ าภายนอก P  (หาความสัมพันธระหวางแรงและการเปลี่ยนตํ าแหนง)

4. หาคาการโกงตัว BB∆′  ที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับ B  ของคานดังที่แสดงในรูปที่ 1-6c เนื่องจากแรงปฏิกริยา yB
(หาความสัมพันธระหวางแรงและการเปลี่ยนตํ าแหนง)

5. จากเงื่อนไขความสอดคลอง (compatibility condition) ของคานที่จุดรองรับ B  เราจะไดวา เนื่องจากคา
การโกงตัวที่จุดรองรับ B  ของคานดังที่แสดงในรูปที่ 1-6a มีคาเปนศูนย ดังนั้น ผลรวมของคาการโกงตัวที่
จุดรองรับ B  ของคานดังที่แสดงในรูปที่ 1-6b และคาการโกงตัวที่จุดรองรับ B  ของคานดังที่แสดงในรูปที่ 
1-6c จะตองมีคาเปนศูนย ซึ่งเราจะเขียนเงื่อนไขดังกลาวไดในรูป BBB ∆′+∆=0

6. แกสมการหาคาแรงเกินจํ าเปน yB
7. หาคาแรงปฏิกริยาที่เหลือโดยใชสมการความสมดุล และเขียนแผนภาพ shear diagram และแผนภาพ 

moment diagram ของคาน
8. หาคาการโกงตัวโดยใชวิธีวิเคราะหหาคาการโกงตัวตามที่ไดศึกษามาแลว ในวิชา theory of structures
 เนื่องจากเราใช compatibility equations ของโครงสรางเปนพื้นฐานในการวิเคราะห ดังนั้น วิธีการนี้ยังถูกเรียก

ในอีกชื่อหนึ่งวาวิธีเปล่ียนรูปรางตอเนื่อง (method of consistent deformation)

รูปที่ 1-6
Displacement Method

การวิเคราะหโครงสราง statically indeterminate โดย displacement method เปนการวิเคราะหโครงสรางที่ใช
การเปลี่ยนแปลงรูปราง (displacement) ของโครงสรางเปนตัวแปรที่ไมทราบคา

พิจารณาคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 1-7a ซึ่งเปนโครงสรางที่มี degree of indeterminacy เทากับ 2 และเปนโครง
สรางที่มีการเปลี่ยนตํ าแหนงที่ไมทราบคาหรือ degree of freedom เทากับ 2 โดยทั่วไปแลว การวิเคราะหคานดังกลาวโดย 
displacement method มีขั้นตอนการวิเคราะหดังตอไปนี้

1. กํ าหนดให slope ที่จุดรองรับ B  ( Bθ ) และที่จุดรองรับ C  ( Cθ ) เปนการเปลี่ยนตํ าแหนงที่ไมทราบคา
2. เขียนสมการความสัมพันธของโมเมนตภายในดังที่แสดงในรูปที่ 1-7b และการเปลี่ยนตํ าแหนง
3. เขียนสมการความสมดุลของโมเมนตที่จุดรองรับ B  และ C  โดยใชแผนภาพ free body diagram ของจุด

รองรับ ดังที่แสดงในรูปที่ 1-7c
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4. แทนสมการความสัมพันธของโมเมนตและการเปลี่ยนตํ าแหนงที่ไดในขอ 2 ลงในสมการความสมดุลที่ไดใน
ขอ 3 จากนั้น แกสมการเพื่อหาคาการเปลี่ยนตํ าแหนง Bθ  และ Cθ

5. แทนคาการเปลี่ยนตํ าแหนงที่หามาไดในขอที่ 4 กลับลงในสมการแสดงความสัมพันธของโมเมนตและการ
เปล่ียนตํ าแหนงของคานในขอที่ 2 เพื่อหาคาแรงและ moment ภายในที่เกิดขึ้นในโครงสราง

6. เขียนแผนภาพ shear diagram และแผนภาพ moment diagram ของคาน
7. หาคาการโกงตัวที่เกิดขึ้นที่จุดตางๆ บนคาน

รูปที่ 1-7

โดยสรุปแลว เราสามารถเปรียบเทียบวิธีการวิเคราะหโครงสรางแบบ force method และ displacement 
method ได ดังที่แสดงในตารางที่ 1-2 ซึ่งเราจะเห็นไดวา  force method ใชแรงเปนตัวแปรที่ไมทราบคาและใชสมการ
ความสอดคลองและความสัมพันธของแรงและการเปลี่ยนตํ าแหนงชวยในการหาคาของตัวแปรไมทราบคา แต 
displacement method ใชการเปลี่ยนแปลงรูปรางของโครงสรางเปนตัวแปรที่ไมทราบคาและใชสมการความสมดุลและ
ความสัมพันธของแรงและการเปลี่ยนตํ าแหนงชวยในการหาคาของตัวแปรไมทราบคา

ตารางที่ 1-2
วิธีการ ตัวแปรที่ไมทราบคา สมการที่ใชในการหาคํ าตอบ
Force method forces compatibility equations  และ force-displacement 

relationships
Displacement method displacements equil ibrium equations และ  force-displacement 

relationships

อยางไรก็ตาม วิธีการวิเคราะหโครงสรางทั้งสองนี้มีขอดีและขอเสียในการใชงานที่แตกตางกัน ซึ่งขึ้นอยูกับ
ลักษณะรูปรางและการยึดรั้งโครงสราง ยกตัวอยางเชน คาน ดังที่แสดงในรูปที่ 1-8a ซึ่งเปนโครงสรางที่มี degree of 
indeterminacy เทากับ 3 และเปนโครงสรางที่มีการเปลี่ยนตํ าแหนงที่ไมทราบคาหรือ degree of freedom เทากับ 1 ดังนั้น 
ถาเราใช force method วิเคราะหคานนี้ เราจะตองแกสมการหาคาแรงที่ไมทราบคาทั้งหมด 3 ตัว แตถาเราใช 
displacement method วิเคราะหคานนี้ เราจะแกสมการหาคา degree of freedom เพียง 1 ตัวเทานั้น อยางไรก็ตาม ถา
จุดรองรับ A  เปล่ียนเปนปลายอิสระดังที่แสดงในรูปที่ 1-8b แลว คานดังกลาวจะเปนโครงสรางที่มี degree of 
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indeterminacy เทากับ 1 และมี degree of freedom เทากับ 3 ซึ่งจะทํ าใหการวิเคราะหคานโดย force method  ไดเปรียบ 
displacement method เปนตน

รูปที่ 1-8
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บทที่ 2
การวิเคราะหโครงสรางโดยวิธ ีSlope-Deflection

2.1 บทนํ า
วิธีมุมลาด-ความแอนหรือ slope-deflection method เปนวิธีการวิเคราะหโครงสรางวิธีหนึ่งที่ใชในการวิเคราะห

คานและโครงขอแข็งที่เปนโครงสราง statically indeterminate ไดเปนอยางดี วิธีการนี้เปนการวิเคราะหโครงสรางโดยวิธี 
displacement method ซึ่งไดถูกพัฒนาขึ้นมาโดย Heinrich Manderla และ Otto Mohr เพื่อที่จะใชในการศึกษา 
secondary stresses ที่เกิดขึ้นในโครงขอหมุน และตอมาในป ค.ศ. 1915 วิธีการนี้ไดถูกพัฒนาขึ้นใหมเพื่อที่จะใชในการ
วิเคราะหคานและโครงขอแข็งโดย G.A. Maney
Degrees of Freedom

เมื่อโครงสรางถูกกระทํ าโดยแรงกระทํ าภายนอกแลว โครงสรางจะเกิดการเปลี่ยนแปลงรูปรางไปจากเดิม ในที่นี้ 
จุดบนโครงสรางที่เราสนใจหาคาการเปลี่ยนตํ าแหนงจะถูกเรียกวา nodes และการเปลี่ยนตํ าแหนงที่ไมทราบคาที่เกิดขึ้นที่ 
nodes จะถูกเรียกวา degree of freedom ของโครงสราง โดยที่แตละเทอมของ degree of freedom ของโครงสรางจะตอง
เปนอิสระตอกัน

ในการวิเคราะหโครงสรางโดยวิธี displacement method เริ่มตน เราจะหาวาโครงสรางมีการเปลี่ยนตํ าแหนงที่ไม
ทราบคา (degree of freedom) ที่ node ใดบาง จากนั้น เราจึงจะทํ าการหาคาของ degree of freedom เหลานั้น

ในการหา degree of freedom ของโครงสราง เราจะจินตนาการใหโครงสรางประกอบไปดวยชิ้นสวนตางๆ ที่ถูก
เชื่อมตอกันที่ nodes ซึ่งโดยทั่วไปแลว nodes จะอยูที่จุดเชื่อมตอของชิ้นสวนของโครงสราง (joint) จุดรองรับ (support) 
และจุดที่หนาตัดของโครงสรางหรือชิ้นสวนของโครงสรางมีการเปลี่ยนแปลงแบบฉับพลัน

ในโครงสราง เชน คานหรือโครงขอแข็ง เปนตน ที่อยูใน 3 มิติ แตละ node ของโครงสรางจะมีจํ านวน degree of 
freedoms ไดมากที่สุด 6 คาคือ

• การเปลี่ยนตํ าแหนงเชิงเสนตรง (linear displacements) 3 คา
• การเปลี่ยนตํ าแหนงเชิงหมุน (rotational displacements) 3 คา
ถาโครงสรางเปนโครงสรางใน 2 มิติแลว แตละ node ของโครงสรางจะมีจํ านวนของ degree of freedoms ได

มากที่สุด 3 คาคือ
• การเปลี่ยนตํ าแหนงเชิงเสนตรง 2 คา
• การเปลี่ยนตํ าแหนงเชิงหมุน 1 คา
โดยทั่วไปแลว จํ านวน degree of freedoms ที่ node ใด node หนึ่งของโครงสรางจะขึ้นอยูกับชนิดของจุดรองรับ

และสมมุติฐานที่เกี่ยวกับพฤติกรรมของโครงสราง ยกตัวอยางเชน
1. ในกรณีของโครงขอหมุน แตละ node (ซึ่งคือ joint ของโครงขอหมุน) จะมีจํ านวน degree of freedoms ได

สองคาเทานั้นคือ การเปลี่ยนตํ าแหนงในแนวนอนและการเปลี่ยนตํ าแหนงในแนวดิ่ง เนื่องจากชิ้นสวนของ
โครงขอหมุนจะมีเฉพาะการยืดและหดตัวเทานั้น โดยไมมีการดัดเกิดขึ้นภายใตแรงกระทํ า

2. ในกรณีของคาน แตละ node ที่เปนจุดรองรับของคานจะถูกพิจารณาใหมีจํ านวน degree of freedoms 
เพียงหนึ่งคาเทานั้นคือ ความลาดเอียง (slope) เนื่องจากในการวิเคราะหคาน เราจะสมมุติใหคานถูกทํ าให
เปล่ียนแปลงรูปรางโดยโมเมนตดัด (bending moment) เทานั้น และการเปลี่ยนตํ าแหนงเนื่องจากแรงใน
แนวแกนและแรงเฉือนมีคาเปนศูนย แตถา node เปนปลายอิสระของคานแลว node ดังกลาวจะมีจํ านวน 
degree of freedoms เทากับสองคาคือ การเปลี่ยนตํ าแหนงในแนวดิ่งและความลาดเอียง
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3. ในกรณีของโครงขอแข็ง แตละ node จะมีจํ านวน degree of freedoms ไดจากหนึ่งถึงสามคา
เพื่อใหเกิดความเขาใจใน concept ของ degree of freedoms ดีขึ้น ใหเราศึกษาตัวอยาง 4 ตัวอยางตอไปนี้

รูปที่ 2-1

พิจารณาคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 2-1a ซึ่งมี node อยูที่จุดรองรับ A  และจุดรองรับ B  จากรูป เนื่องจากจุดรอง
รับที่ A  เปน roller และถาเราไมพิจารณาการยืดตัวหรือหดตัวในแนวแกนของคานแลว node A  ของคานจะเกิดการหมุน
ไดเพียงอยางเดียวเทานั้น และเนื่องจากจุดรองรับที่ B  เปนจุดรองรับแบบยึดแนน (fixed support) ดังนั้น node B  จะไม
มีการเปลี่ยนตํ าแหนงเกิดขึ้นไดเลย ดังนั้น คานนี้จึงมีจํ านวน degree of freedom 1 คาคือ Aθ

พิจารณาคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 2-1b ซึ่งมี node อยูที่จุดรองรับแบบหมุด (pin ) ที่ A  จุดรองรับแบบ roller ที่
B  และปลายอิสระ (free end) ที่ C  ดังนั้น คานนี้จะมีจํ านวน degree of freedom 4 คาคือ การหมุน Aθ , Bθ , และ
Cθ  และคาการโกงตัว C∆

พิจารณาโครงขอแข็ง ดังที่แสดงในรูปที่ 2-1c ถาเราไมพิจารณาการยืดตัวหรือหดตัวในแนวแกนของชิ้นสวนของ
โครงขอแข็งแลว แรงกระทํ า P  จะทํ าให node ที่จุดเชื่อมตอ B  และจุดเชื่อมตอ C  เกิดการหมุน และจะทํ าใหจุดทั้งสอง
นี้เกิดการเปลี่ยนตํ าแหนงในแนวนอนที่มีคาเทากัน นอกจากนั้นแลว เนื่องจากจุดรองรับที่ A  และที่ D  เปนจุดรองรับแบบ
ยึดแนน (fixed support) ซึ่งไมมีการเปลี่ยนตํ าแหนงเกิดขึ้นไดเลย ดังนั้น โครงขอแข็งนี้จะมีจํ านวน degree of freedoms 3
คาคือ การหมุน Bθ , Cθ , และการเปลี่ยนตํ าแหนงในแนวนอน ∆ B

พิจารณาโครงขอหมุน ดังที่แสดงในรูปที่ 2-1d ซึ่งมี node อยูที่จุดเชื่อมตอ (joints) ของชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอ
หมุน ซึ่ง node เหลานี้สามารถที่จะเปลี่ยนตํ าแหนงไดทั้งในแนวนอนและแนวดิ่ง ยกเวนที่จุดรองรับ A  ซึ่งเปนหมุด (pin)
(ซึ่งไมสามารถที่จะเปลี่ยนตํ าแหนงไดในแนวนอนและแนวดิ่ง) และที่จุดรองรับ D  ซึ่งเปน roller (เปล่ียนตํ าแหนงไดเฉพาะ
ในแนวนอน) ดังนั้น โครงขอหมุนนี้จึงมีจํ านวน degree of freedom ทั้งหมด 9 คา (2x6-2-1=9)
2.2 สมการ Slope-Deflection

วิธี consistent deformation และ theorem of least work ที่เราไดศึกษาไปแลวนั้นมีขอเสียเปรียบตอวิธี slope-
deflection ในกรณีที่โครงสรางมีจํ านวนของ degree of indeterminacy สูงๆ แตมีจํ านวน degree of freedom นอย ยกตัว
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อยางเชน โครงขอแข็ง ดังที่แสดงในรูปที่ 2-2 ซึ่งมี degree of indeterminacy เทากับ 6 แตมีจํ านวน degree of freedom 
เทากับ 1 เปนตน ในการวิเคราะหโครงขอแข็งนี้โดยวิธี consistent deformation และ theorem of least work เราจะตองแก
สมการหาคาแรงที่ไมทราบคาของคานทั้งส้ิน 6 คา ซึ่งจะตองใชเวลาในการคํ านวณดวยมือที่นานมาก แตถาเราใชวิธี 
slope-deflection วิเคราะหโครงขอแข็งดังกลาวแลว เราจะทํ าการแกสมการหาคาการเปลี่ยนตํ าแหนงที่ไมทราบคาเพียง 1 
คาเทานั้น

รูปที่ 2-2

ในวิธี slope-deflection โครงขอแข็งดังกลาว เริ่มตน เราจะทํ าการระบุ node และกํ าหนดการเปลี่ยนตํ าแหนงที่ไม
ทราบคา (degree of freedom) ของโครงขอแข็ง แลวเขียนสมการความสัมพันธของแรงภายในและการเปลี่ยนตํ าแหนงของ
ชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอแข็ง จากนั้น แทนสมการความสัมพันธดังกลาวลงไปในสมการความสมดุลที่ nodes ของโครงขอ
แข็ง  แลวทํ าการแกสมการเพื่อหาคาการเปลี่ยนตํ าแหนงที่ไมทราบคา จากนั้น เราจะหาแรงภายในที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนตางๆ 
ของโครงขอแข็งไดโดยการแทนคาการเปลี่ยนตํ าแหนงที่คํ านวณไดกลับลงในสมการความสัมพันธของแรงภายในและการ
เปล่ียนตํ าแหนง สุดทาย ทํ าการเขียนแผนภาพ shear diagram แผนภาพ moment diagram และคํ านวณหาคาการเปลี่ยน
ตํ าแหนงที่จุดตางๆ บน elastic curve ของโครงขอแข็งที่เราตองการ
การหาสมการ slope-deflection

พิจารณาชิ้นสวน AB  ของคานตอเนื่อง (continuous beam) ดังที่แสดงอยูในรูปที่ 2-3 ซึ่งถูกกระทํ าโดยแรง
กระทํ าแบบกระจาย w  และโดยแรงกระทํ าแบบเปนจุด P  กํ าหนดใหชิ้นสวนดังกลาวมีคาความแกรงตอการดัด (flexural
stiffness) EI  คงที่ตลอดความยาว

รูปที่ 2-3

ในการพิจารณาตอไปนี้ เราตองการที่จะหาความสัมพันธระหวางโมเมนต (moment) ภายในที่เกิดขึ้นที่ปลายของ
ชิ้นสวน AB  ( MAB  และ MBA ) กับแรงกระทํ าภายนอกและการเปลี่ยนตํ าแหนงที่เกิดขึ้นที่ node A  และ node B  ซึ่ง
ประกอบไปดวย
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• การหมุน Aθ

• การหมุน Bθ

• การเปลี่ยนตํ าแหนงเชิงเสนตรง ∆  (ซึ่งอาจจะเกิดจากการทรุดตัวของฐานราก)
ในการหาความสัมพันธดังกลาว เราจะใชสมมุติฐานดังตอไปนี้
1.  การเปลี่ยนแปลงรูปรางของชิ้นสวนของโครงสราง เนื่องจากแรงในแนวแกนและแรงเฉือนมีคานอยมาก เมื่อ

เปรียบเทียบกับการเปลี่ยนแปลงรูปรางเนื่องจากโมเมนตดัด (bending moment)
2.  จุดเชื่อมตอของโครงสรางเปนจุดเชื่อมตอที่มีความแกรง (rigid joint) ซึ่งมุมระหวางชิ้นสวนของโครงสรางที่จุด

เชื่อมตอจะมีคาคงเดิมกอนหรือหลังจากที่โครงสรางถูกกระทํ าโดยแรง
  และเราจะใช sign convention ดังตอไปนี้

• moment ( MAB  และ MBA ) ที่กระทํ าอยูที่ปลายของชิ้นสวนของโครงสราง (ไมใชที่ joint) หรือ end
moment จะมีคาเปนบวก เมื่อมีทิศทางหมุนตามเข็มนาฬิกา

• การเปลี่ยนตํ าแหนงเชิงมุม ( Aθ  และ Bθ ) ที่ปลายของชิ้นสวนของโครงสรางจะมีคาเปนบวก เมื่อเสนสัมผัส
(tangent) ที่ปลายของชิ้นสวนของโครงสรางที่เกิดการเปลี่ยนแปลงรูปรางมีทิศทางหมุนตามเข็มนาฬิกาจาก
แนวแกนเดิมของโครงสราง

• การเปลี่ยนตํ าแหนงเชิงเสนตรง ∆  จะมีคาเปนบวก เมื่อการเปลี่ยนตํ าแหนงดังกลาวมีทิศทางที่ทํ าใหชิ้นสวน
ของโครงสรางเกิดการหมุนในทิศทางตามเข็มนาฬิกาไปจากแนวแกนเดิมของโครงสราง (มุม ψ )

โดยใชหลักการ principle of superposition และรูปที่ 2-3 เราจะหา moment ที่เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวนของ
คาน AB  ไดจากผลรวมของ moment ที่เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวนของคาน AB  ในแตละกรณี ดังตอไปนี้

1.  moment เนื่องจากการหมุนที่ปลาย A  ( Aθ ) เมื่อปลาย B  ถูกยึดแนน
2.  moment เนื่องจากการหมุนที่ปลาย B  ( Bθ ) เมื่อปลาย A  ถูกยึดแนน
3.  moment เนื่องจากการเปลี่ยนตํ าแหนงเชิงเสนตรงสัมพัทธที่ปลาย B  เทียบกับที่ปลาย A  (∆ ) โดยที่ปลาย

ทั้งสองไมมีการหมุนเกิดขึ้น
4.  moment เนื่องจากการกระทํ าของแรงภายนอกโดยที่ปลายทั้งสองถูกยึดแนน
ขอใหสังเกตดวยวา เมื่อทํ าการรวมการหมุนที่ปลาย A  จากทั้งส่ีกรณี เราจะไดผลลัพธเปนการหมุน Aθ  ดังที่

เกิดขึ้นที่ปลาย A  ของชิ้นสวนของคานในรูปที่ 2-3 และเมื่อทํ าการรวมการหมุนและการเปลี่ยนตํ าแหนงที่ปลาย B  จาก
ทั้งส่ีกรณี เราจะไดผลลัพธเปนการหมุน Bθ  และการเปลี่ยนตํ าแหนง ∆   ดังที่เกิดขึ้นที่ปลาย B  ของชิ้นสวนของคานใน
รูปที่ 2-3
  กรณีที่ 1 moment เนื่องจากการหมุนที่ปลาย A  ( Aθ ) เมื่อปลาย B  ถูกยึดแนน

กํ าหนดให node A  ของชิ้นสวนของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 2-4a มีการหมุนเกิดขึ้นเทากับ Aθ+  ในทิศตามเข็ม
นาฬิกา ขณะที่ node B  ถูกยึดติดแนน ( 0=Bθ ) การเปลี่ยนตํ าแหนงดังกลาวจะทํ าใหเกิดแรงเฉือนและ moment ขึ้นที่
node A  และ node B ของคาน ดังที่แสดงในรูป และเราจะหาคาของ moment MAB  และ BAM  ไดโดยใชวิธี
conjugate-beam ดังนี้

จากรูปที่ 2-4b ซึ่งแสดง conjugate beam ของคานในรูปที่ 2-4a เราจะไดวา end shear ที่เกิดขึ้นที่ปลาย ′A
ของ conjugate beam จะมีทิศทางพุงลงขางลาง เนื่องจากมุม Aθ  มีทิศทางตามเข็มนาฬิกา และเนื่องจากคาการโกงตัว
ของคานที่จุดรองรับ A  และ B  มีคาเทากับศูนย ดังนั้น ผลรวมของ moment ที่เกิดขึ้นที่ปลาย ′A  และ ′B  ของ
conjugate beam จะตองมีคาเทากับศูนยดวย ซึ่งเราจะไดวา
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หลังจากที่เราแกสมการทั้งสอง เราจะไดวา

AAB L
EIM θ4

= (2-1)

ABA L
EIM θ2

= (2-2)

รูปที่ 2-4

กรณีที่ 2 moment เนื่องจากการหมุนที่ปลาย B  ( Bθ ) เมื่อปลาย A  ถูกยึดแนน
ในลักษณะที่คลายกับในกรณีที่ 1 กํ าหนดให node B  ของชิ้นสวนของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 2-5 มีการหมุนเกิด

ขึ้นเทากับ Bθ+  ในทิศตามเข็มนาฬิกา และ node A  ซึ่งอยูที่ปลายอีกดานหนึ่งถูกยึดติดแนน ( 0=Aθ ) โดยวิธี
conjugate-beam เราจะหา moment MAB  และ BAM  ไดเทากับ

BBA L
EIM θ4

= (2-3)

BAB L
EIM θ2

= (2-4)

รูปที่ 2-5
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กรณีที่ 3 moment เนื่องจากการเปลี่ยนตํ าแหนงเชิงเสนตรงสัมพัทธที่ปลาย B  เทียบกับที่ปลาย A   (∆ ) โดยที่ปลาย
ทั้งสองไมมีการหมุนเกิดขึ้น
กํ าหนดให node B  ของชิ้นสวนของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 2-6a มีการเปลี่ยนตํ าแหนงสัมพัทธ ∆  ในทิศดิ่งลง

เทียบกับ node A  โดยที่ทํ าให cord ของชิ้นสวนของคานมีการหมุนในทิศตามเข็มนาฬิกาเทียบกับแนวคานเริ่มตน และ
กํ าหนดใหปลายทั้งสองของชิ้นสวนของคานไมมีการหมุนเกิดขึ้น (ถูกยึดแนน) การเปลี่ยนตํ าแหนงดังกลาวจะทํ าใหเกิดแรง
เฉือนและ moment ขึ้นที่ node A  และ node B ของคาน ดังที่แสดงในรูป โดยที่ moment ที่ปลายทั้งสองมีคาเทากันคือ
M  และเราจะหาคาของ moment M  ไดโดยใชวิธี conjugate-beam ดังที่แสดงอยูในรูปที่ 2-6b

จากรูปที่ 2-6b เราจะเห็นวา ปลายของ conjugate beam จะเปนอิสระทั้งสองขางเนื่องจาก node A  และ node
B  ของชิ้นสวนของคานจริงถูกยึดแนน นอกจากนั้นแลว เนื่องจากมีการเปลี่ยนตํ าแหนงสัมพัทธ ∆   เกิดขึ้นที่ node B  ดัง
นั้น conjugate beam จะตองถูกกระทํ าโดย moment ขนาด ∆  ที่ปลาย ′B  ในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา

โดยการรวม moment รอบปลาย ′B  ของ conjugate beam เราจะไดวา

+ =′∑ MB 0; 0
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ดังนั้น เราจะไดวา

∆−= 2

6
L
EIM

moment M  มีเครื่องหมายเปนลบ แสดงวา M  มีทิศทวนเข็มนาฬิกา ดังนั้น

          ∆−== 2

6
L
EIMM BAAB (2-5)

   
รูปที่ 2-6

กรณีที่ 4 moment เนื่องจากการกระทํ าของแรงภายนอกโดยที่ปลายทั้งสองถูกยึดแนน
ในกรณีนี้ เราจะหาความสัมพันธระหวางแรงภายนอกที่กระทํ าอยูบนชิ้นสวนของโครงสรางกับ moment ปฎิกริยา

ที่เกิดขึ้นที่ node A  และ node B  ( MAB  และ MBA ) โดยที่ปลายทั้งสองของชิ้นสวนของโครงสรางถูกยึดแนน
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เพื่อเปนตัวอยางในการหา moment ดังกลาว พิจารณาชิ้นสวนของคานที่ถูกรองรับแบบยึดแนนที่ nodes ทั้งสอง
ของคานและถูกกระทํ าโดยแรงกระทํ าเปนจุด P  ที่จุดกึ่งกลางของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 2-7a เนื่องจากความสมมาตร
ของคาน แรงกระทํ าดังกลาวจะทํ าใหเกิดแรงเฉือนปฏิกริยา และ moment ปฏิกิริยาขึ้นที่ node A  และ node B  ของคาน
เทากับ  VVV BA ==  และ MMM BA ==  ตามลํ าดับ และมีทิศทางดังที่แสดงในรูปที่ 2-7a

เราจะหา moment ปฏิกิริยา M  ไดโดยใชวิธี conjugate-beam โดย conjugate beam ของคานดังกลาวจะมี
ลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ 2-7b ขอใหสังเกตดวยวา เนื่องจาก slope และคาการโกงตัวที่จุดรองรับทั้งสองของคานมีคาเทา
กับศูนย ดังนั้น แรงเฉือนและโมเมนตที่เกิดขึ้นที่ปลายทั้งสองของ conjugate-beam จึงมีคาเปนศูนย และจากสมการความ
สมดุลของแรง เราจะไดวา
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สมการของ moment ที่ไดนี้มักถูกเรียกวา fixed-end moment (FEM ) เราควรสังเกตดวยวา จาก sign 
convention ที่เราใช FEM  ที่ node A  จะมีคาเปนลบ (ทวนเข็มนาฬิกา) และ FEM  ที่ node B  จะมีคาเปนบวก 
(ตามเข็มนาฬิกา)

รูปที่ 2-7

ตารางที่ 2-1 แสดงสมการของ fixed-end moment (FEM ) ของคานที่ถูกกระทํ าโดยนํ้ าหนักบรรทุกในกรณี
ตางๆ จาก sign convention ที่เราใช fixed-end moment ที่ node A  ซึ่งมีทิศทางทวนเข็มนาฬิกาจะมีคาเปนลบและ
fixed-end moment ที่ node B  ซึ่งมีทิศทางตามเข็มนาฬิกาจะมีคาเปนบวก

เราควรทราบดวยวา fixed-end moment ของคานใน column ทางดานซายมือของตารางที่ 2-1 นั้นเปน fixed-
end moment ของคานในกรณีที่ปลายดานหนึ่งของคานถูกรองรับโดยหมุดหรือ roller ซึ่งทํ าใหคานดังกลาวมี fixed-end
moment ที่ node A  เทานั้น
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ตารางที่ 2-1 Fixed-End Moment



Structural Analysis 2-9

สมการ Slope-Deflection
ถาเรานํ าสมการของ moment ตางๆ ที่เกิดขึ้นที่ node A  และ node B  ของคาน เนื่องจากการเปลี่ยนตํ าแหนง 

(สมการที่ 2-1 ถึง 2-5) และแรงกระทํ าภายนอก (ในรูปของ fixed end moment) มารวมกันแลว เราจะเขียนผลรวมดังกลาว
ไดอยูในรูป

ABBAAB FEM
LL

IEM )(322 +



 ∆
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= θθ

BAABBA FEM
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IEM )(322 +
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−+





= θθ (2-7)

โดยสรุปแลว เนื่องจากสมการทั้งสองนี้มีลักษณะที่คลายคลึงกัน เมื่อเรากํ าหนดใหปลายดานหนึ่งของชิ้นสวนของ
โครงสรางเปนปลายดานใกล (near end หรือ N ) และปลายอีกดานหนึ่งเปนปลายดานไกล (far end หรือ F ) และ
กํ าหนดใหความแกรงของชิ้นสวนของโครงสราง (member stiffness) k I L= /  และการหมุนของ cord ของชิ้นสวนของ
โครงสราง L/∆=ψ  แลว เราจะเขียนสมการที่ 2-7 ใหมไดเปน

                  NFNN FEMEkM )()32(2 +−+= ψθθ (2-8)

เมื่อ M N =  moment ภายในที่เกิดขึ้นที่ปลายดานใกล ซึ่งมีคาเปนบวก เมื่อมีทิศทางหมุนตามเข็มนาฬิกา
E = modulus of elasticity ของวัสดุที่ใชทํ าชิ้นสวนของโครงสราง

=FN  θθ , คาการหมุนที่เกิดขึ้นที่ปลายดานใกลและปลายดานไกลของชิ้นสวนของโครงสราง ตามลํ าดับ ซึ่งมี
หนวยเปน radian และมีคาเปนบวก เมื่อมีทิศทางหมุนตามเข็มนาฬิกา

=ψ การหมุนของ cord ของชิ้นสวนของโครงสรางเนื่องจากการเปลี่ยนตํ าแหนงเชิงเสนตรง ∆  ซึ่งมีหนวยเปน
radian และมีคาเปนบวก เมื่อมีทิศทางหมุนตามเข็มนาฬิกา

=NFEM )( fixed-end moment ที่ปลายดานใกลของชิ้นสวนของโครงสราง ซึ่งมีคาเปนบวก เมื่อมีทิศทาง
หมุนตามเข็มนาฬิกา
ปลายดานอกถูกรองรับโดยหมุดหรือ roller

รูปที่ 2-8

เมื่อปลายของคานหรือโครงขอแข็งถูกรองรับโดยหมุดหรือ roller ดังที่แสดงในรูปที่ 2-8 แลว คา moment ที่ปลาย
ดังกลาวจะมีคาเทากับศูนย ดังนั้น จากสมการที่ 2-7 เราจะไดวา โมเมนตที่ node A  จะอยูในรูป

       ABBAAB FEM
LL

IEM )(322 +



 ∆

−+





= θθ            (2-9a)

และโมเมนตที่ node B  จะอยูในรูป
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LL
IE AB 3220 θθ                        (2-9b)
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ทํ าการจัดรูปสมการที่ 2-9b ใหม เราจะไดวา

L
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B
∆

+−=
2
3

2
θ

θ

จากนั้น แทนสมการของ Bθ  ลงในสมการที่ 2-9a เราจะไดวา

            ABAAB FEM
LL

IEM )(3 +



 ∆

−





= θ

หรือ
  NNN FEMEkM )()(3 +−= ψθ             (2-10)

จากสมการที่ 2-10 เมื่อเราใชคา ABN FEMFEM )()( =  ของกรณีที่ปลายของคานหรือโครงขอแข็งถูกรองรับ
โดยหมุดหรือ roller ดังที่แสดงในรูปที่ 2-9  แลว เราจะเห็นวา ในชวงของคาน AB  เราจะมีสมการ slope-deflection เพียง
แคสมการเดียวเทานั้น ซึ่งจะลดจํ านวนของสมการ slope-deflection จากกรณีปกติลงไดหนึ่งสมการและจะลดจํ านวน
degree of freedom ของโครงสรางลงหนึ่งคาดวย ดังนั้น เมื่อเราใชสมการดังกลาวแลว เราไมจํ าเปนที่จะตองพิจารณา
ความสมดุลของ moment ที่ปลายดังกลาวของโครงสราง

รูปที่ 2-9
2.3 การวิเคราะหคานโดยวิธี Slope-Deflection
ขั้นตอนในการวิเคราะห

1.  จากตารางที่ 2-1 หาคา fixed-end moment ของโครงสรางแตละชวง ถาปลายดานนอกของชิ้นสวนของโครง
สรางถูกรองรับโดยหมุดหรือ roller ใหใชตารางทางดานขวามือ และในกรณีอื่นๆ ใหใชตารางทางดานซายมือ

2.  แทนคาตางๆ ลงในสมการ slope-deflection ของโครงสรางแตละชวง
3.  เขียนสมการความสมดุลที่ joint หรือ support ตางๆ ของโครงสราง โดยใชเงื่อนไขที่วา ผลบวกทางพีชคณิต

ของ moment ที่ joint หรือ support ใดๆ จะตองมีคาเทากับศูนย แลวแทนสมการ slope-deflection ที่ไดจาก
ขอที่ 2 ลงในสมการความสมดุลดังกลาว จากนั้น ทํ าการแกสมการหลายชั้น (simultaneous equation) หาคา 
slope และการโกงตัวที่เกิดขึ้นที่ joint หรือ support ตางๆ ของโครงสราง

4.  แทนคา slope และการโกงตัวที่หาไดในขอที่ 3 กลับลงในสมการ slope-deflection ในขอที่ 2 เพื่อหาคา 
moment ที่ปลายของชิ้นสวนของโครงสราง (end-moment)

5.  ใชสมการความสมดุลหาคาแรงเฉือนที่เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวนของโครงสรางและเขียนแผนภาพ shear 
diagram และแผนภาพ moment diagram

6.  ทํ าการราง elastic curve ของโครงสรางและหาคาการเปลี่ยนตํ าแหนงที่จุดตางๆ ของโครงสราง
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ตัวอยางที่ 2-1
จงเขียนแผนภาพ shear diagram และ moment diagram ของคาน statically indeterminate ดังที่แสดงในรูปที่ 

2-1a โดยวิธี slope-deflection กํ าหนดใหคานมีคา moment of inertia 4m 006.0=ABI , 4m 008.0=BCI , และ
modulus of elasticity GPa 200=E  จากนั้น จงราง elastic curve ของคาน

รูปที่ EX 2-1

ในที่นี้ เราจะตองแบงคานออกเปน 2 ชวงคือ AB  และ BC และคานตามรูปมีจํ านวน degree of freedom เทา
กับ 3 คือ การหมุน Aθ  ที่จุดรองรับ A , การหมุน Bθ  ที่จุดรองรับ B , และ การหมุน Cθ  ที่จุดรองรับ C  แตเนื่องจากจุด
รองรับ A  และ C  ของคานเปน pin และ roller ตามลํ าดับ ดังนั้น ถาเราใชสมการ slope-deflection  สํ าหรับกรณีดัง
กลาวแลว จํ านวน degree of freedom ของคานจะลดลงเหลือเทากับ 1 เทานั้นคือ Bθ

1. หาคา fixed-end moment
เนื่องจากจุดรองรับ A  และ C  ของคานเปน roller และ hinge ตามลํ าดับ ดังนั้น เราจะไดวา
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2. แทนคาตางๆ ลงในสมการ slope-deflection
เนื่องจากจุดรองรับ A  และ C  ของคานเปน pin และ roller ตามลํ าดับ ดังนั้น สมการ slope-deflection จะอยู

ในรูป
NNN FEMEkM )()(3 +−= ψθ

25)(
5
325)0(3 +=+−= BABB

AB

AB
BA EI

L
IEM θθ

54)(
2
1

−= BBCBC EIM θ

3. สมการความสมดุล

พิจารณาแผนภาพ free-body diagram ของจุดรองรับ B  ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 2-1b จากสมการความสมดุล
ของโมเมนต เราจะไดวา
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0=+ BCBA MM

++ 25)006.0(
5
3

BE θ 054)008.0(
2
1

=−BE θ

radian )10(9079.179.3815 5−==
EBθ

4. แทนคากลับ
แทนคา Bθ  กลับลงในสมการ slope-deflection เพื่อหาคาโมเมนตที่เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวนทั้งสองของคาน

m-kN 74.38=BAM
m-kN 74.38−=BCM

5. เขียนแผนภาพ shear diagram และ moment diagram ของคาน
ให end moment ที่หาไดกระทํ าตอชวงทั้งสองของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 2-1c จากนั้น เราจะใชสมการความ

สมดุลของสวนของคาน AB  และ BC  หาคาของแรงเฉือนที่เกิดขึ้นที่ปลายตางๆ ของสวนของคานได ดังที่แสดงในรูปที่ 
Ex 2-1c

จากนั้น ทํ าการเขียน shear diagram และ moment diagram ไดดังที่แสดงในรูปที่ Ex 2-1d

 Ans.

5. ราง elastic curve ของคาน
โดยใชคาการเปลี่ยนตํ าแหนงที่หาไดในขั้นตอนที่ 3 แผนภาพ moment diagram และการพิจารณาการยึดรั้งคาน

ของจุดรองรับ เราจะเขียน elastic curve ของคานได ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 2-1e สุดทาย เราจะหาคา slope และ 
deflection ที่จุดตางๆ ของคานได โดยใชวิธีการตางๆ ที่ไดศึกษาไปแลว เชน conjugate beam เปนตน
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 Ans.



Structural Analysis 2-14

ตัวอยางที่ 2-2
จงเขียนแผนภาพ shear diagram และ moment diagram ของคาน statically indeterminate ซึ่งมีคา

2m-kN 100=ABEI  และ 2m-kN 200=BCEI  ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 2-2a โดยวิธี slope-deflection กํ าหนดให
คานมีการทรุดตัวในแนวดิ่งที่จุดรองรับ B  เทากับ mm 10 จากนั้น จงหาคาการโกงตัวของคานที่จุด D  และราง elastic
curve ของคาน

รูปที่ Ex 2-2

เนื่องจากคานตามรูปมีจุดรองรับ A  และ C  เปนแบบยึดแนน ดังนั้น คานจึงมีจํ านวน degree of freedom เทา
กับ 1 คือ การหมุน Bθ  ที่จุดรองรับ B

1. หาคา fixed-end moment

m-kN 444.4
3

2)1(10)( 2

2

2

2

−=−=−=
L

PabFEM AB

m-kN 222.2
3

1)2(10)( 2

2

2

2

+=−=+=
L

PbaFEM AB

m-kN 167.4
12

)5(2
12

)(
22

−=−=−=
wLFEM BC

m-kN 167.4)( +=CBFEM

2. แทนคาตางๆ ลงในสมการ slope-deflection
กํ าหนดให EIEI AB =  ดังนั้น EIEI BC 2=

ABABBA
AB

AB
AB FEM

L
IEM )()32(2 +−+= ψθθ

444.4
3
020.0

3
2444.4

3
010.03

3
2

−



 −=−














−= B

BAB EIEIM θ
θ

222.2
3
020.0

3
4

+



 −= B

BA EIM θ

167.4
25
120.0

5
8167.4

5
010.032

5
)2(2

−



 +=−














−−= B

BBC EIEIM θ
θ
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167.4
25
120.0

5
4

+



 += B

CB EIM θ

3. สมการความสมดุล

พิจารณาแผนภาพ free-body diagram ของจุดรองรับ B  ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 2-2c จากสมการความสมดุล
ของโมเมนต เราจะไดวา

0=+ BCBA MM

[ ] 945.1001867.0933.2 =−BEI θ

radian )10(27.7 3−=Bθ
เครื่องหมายบวก แสดงวา Bθ  มีทิศการหมุนตามเข็มนาฬิกา

4. แทนคากลับ
แทนคามุม Bθ  กลับลงในสมการ slope-deflection เพื่อหาคาโมเมนตที่เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวนทั้งสองของ

คาน เราจะไดวา
m-kN 626.4−=ABM
m-kN 525.2+=BAM
m-kN 525.2−=BCM
m-kN 229.5+=CBM

5. เขียนแผนภาพ shear diagram และ moment diagram ของคาน
ให end moment ภายในที่หามาไดกระทํ าตอชวงทั้งสองของคาน แลวใชสมการความสมดุลหาคาของแรงเฉือนที่

เกิดขึ้นที่ปลายตางๆ ของสวนของคาน ซึ่งเราจะเขียนแผนภาพ free-body diagram ของชวงทั้งสองของคานได ดังที่แสดง
ในรูปที่ Ex 2-2d

จากนั้น ใช free-body diagram ของคานเพื่อทํ าการเขียน shear diagram และ moment diagram ดังที่แสดงใน
รูปที่ Ex 2-2e
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            Ans.

6. หาคาการโกงตัวของคานที่จุด D
โดยใชวิธี conjugate beam เราจะเขียนแผนภาพ free body diagram ของชิ้นสวน DA ′′  ของ conjugate

beam ได ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 2-2f  ขอใหสังเกตดวยวาเนื่องจากจุดรองรับ A  เปนจุดรองรับแบบยึดแนน ซึ่งทํ าให Aθ

และ A∆  มีคาเปนศูนย ดังนั้น เราจะไดวา ที่ปลาย A′  ของ conjugate beam จะเปนปลายอิสระที่ไมถูกกระทํ าโดยแรง
เฉือนและ moment

∑ =′ ;0DM

EIEIEI
MD

085.1)628.0(
3
2372.0)628.0(626.4

2
1

3
372.0)372.0(741.2

2
1

−=



 +−=′=∆

         m 011.0=∆D  ทิศพุงลง  Ans.

7. ราง elastic curve ของคาน
จากคาการเปลี่ยนตํ าแหนงที่หาได แผนภาพ moment diagram และการพิจารณาการยึดรั้งคานของจุดรองรับ 

เราจะราง elastic curve ของคานได ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 2-2g

         Ans.
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ตัวอยางที่ 2-3
จงวิเคราะหคาน ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 2-3a โดยวิธี slope-deflection กํ าหนดให 2m-kN 10000=EI

ตลอดชวงความยาวของคาน จากนั้น ทํ าการเขียน shear diagram, moment diagram, และ elastic curve ของคาน

รูปที่ Ex 2-3

ในที่นี้ คาน ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 2-3a มีจํ านวน degree of freedom เทากับ 5 คือ การหมุน Aθ , Bθ , Cθ ,
Dθ , และ Eθ  แตเนื่องจากสวน EF  ของคานเปนปลายยื่น ซึ่งเราจะลดรูปคานได ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 2-3b และเนื่อง

จากจุดรองรับ A  เปนหมุด (pin) ที่อยูดานนอก ดังนั้น ถาเราใชสมการ slope-deflection  สํ าหรับกรณีดังกลาวแลว 
จํ านวน degree of freedom ของคานจะลดลงเหลือเทากับ 4 เทานั้นคือ Bθ , Cθ , Dθ , และ Eθ

1. หาคา fixed-end moment
เนื่องจากจุดรองรับ A  เปนหมุด (pin) ที่อยูดานนอกของคาน ดังนั้น

m-kN 375.3
8
)3(3

8
)(

22

==+=
wLFEM BA

และ     m-kN 25.2
12

)3(3
12

)(
22

−=−=−=
wLFEM BC

m-kN 25.2)( =CBFEM

m-kN 0.3
8

)3(8
8

)( −=−=−=
PLFEM CD

m-kN 0.3)( =DCFEM

m-kN 25.2
12

)3(3
12

)(
22

−=−=−=
wLFEM DE

m-kN 25.2)( =EDFEM

2. แทนคาตางๆ ลงในสมการ slope-deflection
เนื่องจากจุดรองรับ A  เปนหมุด (pin) ที่อยูดานนอกของคาน ดังนั้น

375.3375.3)0(3 +=+−= BB
AB

AB
BA EI

L
IEM θθ
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25.2
3
2

3
425.2)02(2 −+=−−+= CBCB

BC

BC
BC EIEI

L
IEM θθθθ

25.2
3
4

3
2

++= CBCB EIEIM θθ

3
3
2

3
4

−+= DCCD EIEIM θθ

3
3
4

3
2

++= DCDC EIEIM θθ

25.2
3
2

3
4

−+= EDDE EIEIM θθ

25.2
3
4

3
2

++= EDED EIEIM θθ

3. สมการความสมดุล
จากสมการความสมดุลของโมเมนตที่จุดรองรับ B  เราจะไดวา

0=+ BCBA MM

125.1
3
2

3
7

−=+ CB EIEI θθ

จากสมการความสมดุลของโมเมนตที่จุดรองรับ C  เราจะไดวา
0=+ CDCB MM

75.0
3
2

3
8

3
2

=++ DCB EIEIEI θθθ

จากสมการความสมดุลของโมเมนตที่จุดรองรับ D  เราจะไดวา
0=+ DEDC MM

75.0
3
2

3
8

3
2

−=++ EDC EIEIEI θθθ

จากสมการความสมดุลของโมเมนตที่จุดรองรับ E  เราจะไดวา
05.7 =−EDM

25.5
3
4

3
2

=+ ED EIEI θθ

เมื่อทํ าการแกสมการเชิงซอน (simultaneous equation) แลว เราจะได

radian )10(366.77366.0 5−−=−=
EIBθ

radian )10(906.88906.0 5−==
EICθ

radian )10(009.177009.1 5−−=−=
EIDθ

radian )10(879.477879.4 5−==
EIEθ

4. แทนคากลับ
แทนคา Bθ  Cθ  Dθ  และ Eθ  กลับลงในสมการ slope-deflection เพื่อหาคาโมเมนตที่เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้น

สวนทั้งสองของคาน
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m-kN 638.2=BAM
m-kN 638.2−=BCM

m-kN 946.2=CBM
m-kN 946.2−=CDM

m-kN 326.1=DCM

m-kN 326.1−=DEM
m-kN 50.7=EDM

5. เขียนแผนภาพ shear diagram และ moment diagram ของคาน
ให end moments ที่หามาไดกระทํ าตอชวงตางๆ ของคาน จากนั้น ใช free-body diagram ของชวงตางๆ ของ

คานและสมการความสมดุลหาคาแรงเฉือนและแรงปฏิกริยาที่เกิดขึ้นที่ปลายตางๆ ของชวงของคาน สุดทาย ใช free-body 
diagram ที่ไดทํ าการเขียน shear diagram และ bending moment diagram ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 2-3c

6. เขียนแผนภาพ elastic curve ของคาน
จากคาการเปลี่ยนตํ าแหนงที่หามาไดในขอที่ 3 แผนภาพ moment diagram ของคาน และการพิจารณาการยึดรั้ง

คานของจุดรองรับ เราจะเขียน elastic curve ของคานได ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 2-3d

     Ans.
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ตัวอยางที่ 2-4
จงหาคาแรงกดอัดที่เกิดขึ้นในสปริง (spring) ซึ่งรองรับคานยื่น (cantilever beam) ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 2-4a

โดยวิธี slope-deflection กํ าหนดให คาน EI ที่คงที่ และสปริงมีคา spring stiffness ในแนวแกนเทากับ k

รูปที่ Ex 2-4

จากรูปที่ Ex 2-4 คานจะมีจํ านวน degree of freedom เทากับ 2 คือ การหมุน Bθ  และการโกงตัว ∆  ที่เกิดขึ้นที่
จุดรองรับ  B

1. หาคา fixed-end moment

BAAB FEMwLFEM )(
12

)(
2

−=−=

2. แทนคาตางๆ ลงในสมการ slope-deflection
ภายใตการกระทํ าของแรง w  สมมุติใหปลาย B  ของคานเกิดการโกงตัว ∆  ดังนั้น

12
)3(2

2wL
LL

IEM BAB −
∆

−= θ

12
)32(2

2wL
LL

IEM BBA +
∆

−= θ

3. สมการความสมดุล
เนื่องจากสปริงไมมีความแกรงในการตานทานตอโมเมนตดัด ดังนั้น สมการความสมดุลของโมเมนตที่จุดรองรับ

B  คือ
0=BAM

0
12

)32(2
2

=+
∆

−
wL

LL
IE Bθ

EI
wL

LB 482
3 3

−
∆

=θ

4. แทนคากลับ
แทนคามุม Bθ  กลับลงในสมการ slope-deflection เราจะไดวา

8
3 2

2

wL
L
EIM AB −
∆

−=

5. หาแรงกดอัดที่เกิดขึ้นในสปริง SF
เนื่องจาก ∆= kFS ดังนั้น kFS /=∆  และเราจะไดวา
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8
3 2

2

wL
kL
EIFM S

AB −−=

พิจารณาแผนภาพ free-body diagram ของคานดังที่แสดงในรูปที่ Ex 2-4b เราจากสมการสมดุลของโมเมนต
รอบจุด A  เราจะไดวา

L
MwLF AB

S +=
2

แทนคา ABM  ลงในสมการของ SF  เราจะไดสมการของแรงกดอัดที่เกิดขึ้นในสปริงอยูในรูป

           


















+
=

3

31

1
8
3

kL
EI

wLFS   Ans.

จากสมการของ SF  เราจะเห็นไดวา เมื่อ 0=k  แลว SF  จะมีคาเทากับ 0 ซึ่งคานจะมีลักษณะเปนคานยื่น ดัง
ที่แสดงในรูปที่ Ex 2-4c เมื่อ α=k  แลว แลว SF  จะมีคาเทากับ 8/3wL  ซึ่งคานมีมีลักษณะเปนคานยื่นที่มี roller 
รองรับที่จุด B  ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 2-4d และเมื่อสปริงถูกแทนที่โดย elastic link ซึ่งมีพื้นที่หนาตัด A  ความยาว 1L
และมี modulus of elasticity E   แลว 1/ LAEk = ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 2-4e
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2.4 การวิเคราะห Frames ที่ไมมีการเซ (No Sidesway) โดยวิธี Slope-Deflection
วิธี slope-deflection เปนวิธีการที่เหมาะสมที่จะใชในการวิเคราะหโครงขอแข็ง ทั้งในกรณีที่โครงขอแข็งไมมีการ

เซ (no sidesway) และในกรณีที่โครงขอแข็งมีการเซ (sidesway)
โครงขอแข็งจะไมมีการเซ (sidesway) ภายใตการกระทํ าของแรง เมื่อโครงขอแข็งถูกยึดรั้งหรือรองรับอยางเหมาะ

สม ดังที่แสดงในรูปที่ 2-10 และ/หรือ เมื่อโครงขอแข็งมีรูปรางและถูกกระทํ าโดยแรงที่มีความสมมาตรรอบแกนใดแกนหนึ่ง
ในแนวดิ่ง ดังที่แสดงในรูปที่ 2-11

รูปที่ 2-10

รูปที่ 2-11

ในกรณีนี้ ถาเราไมพิจารณาการเปลี่ยนแปลงรูปรางในแนวแกนของชิ้นสวนของโครงขอแข็งแลว เทอม ψ  ในสม
การ slope-deflection จะมีคาเทากับศูนยในทุกชวงของโครงขอแข็งเนื่องจาก ∆ = 0  ดังนั้น ตัวแปรที่เราตองการหาจะมี
เฉพาะคาของการหมุนที่เกิดขึ้นที่ joint หรือ support ตางๆ ของโครงขอแข็งเทานั้น

นอกจากนั้นแลว ในกรณีที่โครงขอแข็งมีชิ้นสวนมากกวาสองชิ้นสวนมาเชื่อมตอกันที่ joint แลว สมการความสม
ดุลของ moment ที่ joint ดังกลาวจะประกอบดวยสมการของ moment ที่ปลายของชิ้นสวนตางๆ มากกวาสองคา ยกตัว
อยางเชน ที่ joint B  ของโครงขอแข็ง ดังที่แสดงในรูปที่ 2-11 จะมีแผนภาพ free-body diagram ของ joint ดังกลาว ดังที่
แสดงในรูปที่ 2-12 ซึ่งเราจะเขียนสมการความสมดุลของ moment ที่ joint B  ไดในรูป

0=++ BEBCBA MMM
ขั้นตอนอื่นๆ ที่ใชในการวิเคราะหโครงสรางนี้จะมีลักษณะเชนเดียวกับในกรณีของคาน
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รูปที่ 2-12
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ตัวอยางที่ 2-5
จงเขียนแผนภาพ shear diagram และ moment diagram ของโครงขอแข็ง ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 2-5a โดยวิธี 

slope-deflection กํ าหนดให โครงขอแข็งมีการทรุดตัวในแนวดิ่งลงที่จุดรองรับ D  เทากับ mm 10  และ moment of 
inertia  4m 0008.0=ABI  และ 4m 0006.0== BDBC II   จากนั้น จงราง elastic curve ของโครงขอแข็ง

รูปที่ Ex 2-5

เมื่อพิจารณาโครงขอแข็ง เราจะเห็นไดวา โครงขอแข็งจะไมมีการเซทางดานขางเกิดขึ้นเนื่องจากโครงขอแข็งถูก
ยึดรั้งโดยจุดรองรับ A  และจุดรองรับ C  และเนื่องจากจุดรองรับ A  และ D  เปนแบบยึดแนน (fixed support) และจุด
รองรับ C  เปนแบบหมุด (pin) ดังนั้น ถาเราใชสมการ slope-deflection สํ าหรับช้ินสวนที่มีจุดรองรับเปนหมุดในชิ้นสวน 
BC  ของโครงขอแข็งแลว โครงขอแข็งนี้จะมีจํ านวน degree of freedom เทากับ 1 เทานั้นคือ การหมุน Bθ  ที่ joint B

1. หาคา fixed-end moment
โดยใชหลักการ superposition เราจะไดวา

m-kN 5.27
8

)4(15
12

)4(15
812

)(
22

−=−−=−−=
PLwLFEM AB

m-kN 5.27)( +=BAFEM

2. แทนคาตางๆ ลงในสมการ slope-deflection

จากรูปที่ Ex 2-5b ขอใหสังเกตดวยวาการทรุดตัวในแนวดิ่งที่จุด D  ทํ าใหชิ้นสวน AB  เกิดการหมุนไปเปนมุม
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radian 
4
∆

+== BAAB ψψ

เครื่องหมายบวก เนื่องจากมีทิศทางตามเข็มนาฬิกา และชิ้นสวน BC  เกิดการหมุนไปเปนมุม

radian 
3
∆

−== CBBC ψψ

เครื่องหมายลบ เนื่องจากมีทิศทางทวนเข็มนาฬิกา นอกจากนั้นแลว จุดรองรับ C  เปน pin ดังนั้น

5.27
4
010.030

4
0008.02 −














−+= BAB EM θ

[ ] 5.270075.00004.0 −−= BAB EM θ
[ ] 5.270075.020004.0 +−= BBA EM θ

BCBCB
BC

BC
BC FEM

L
IEM )()(3 +−= ψθ

0)
3
010.0(

3
0006.03 ++= BBC EM θ

)003333.0(0006.0 += BBC EM θ

[ ] 0002
3

0006.02 −−+= BBD EM θ

BBD EM θ0008.0=

BDB EM θ0004.0=

3. สมการความสมดุล

พิจารณาแผนภาพ free-body diagram ของจุดตอ B  ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 2-5c จากสมการความสมดุลของ
โมเมนต เราจะไดวา

0=++ BDBCBA MMM

radian )10(39205.0
)10(440

5.172 3
3

−==Bθ

เครื่องหมายบวก แสดงวา Bθ  มีทิศการหมุนตามเข็มนาฬิกา

4. แทนคากลับ
แทนคามุม Bθ  กลับลงในสมการ slope-deflection เพื่อหาคาโมเมนตที่เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวนทั้งสองของ

คาน เราจะไดวา
m-kN 136.596−=ABM
m-kN 772.509−=BAM

m-kN 046.447=BCM

m-kN 726.62=BDM
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m-kN 363.31=DBM

5. เขียนแผนภาพ shear diagram และ moment diagram
ให end moments ที่หามาไดกระทํ าตอชวงตางๆ ของโครงขอแข็ง แลวใชสมการความสมดุลหาคาของแรงเฉือน

และแรงปฏิกริยาที่เกิดขึ้นที่ปลายตางๆ ของสวนของโครงขอแข็ง
จากนั้น ใช free-body diagram ของโครงขอแข็งเพื่อทํ าการเขียน shear diagram และ moment diagram ดังที่

แสดงในรูปที่ Ex 2-5d

6. ราง elastic curve ของโครงขอแข็ง
จากคาการเปลี่ยนตํ าแหนงที่หามาไดในขั้นตอนที่ 3 แผนภาพ moment diagram และการพิจารณาการยึดรั้งโครงขอแข็ง
ของจุดรองรับ เราจะราง elastic curve ของโครงขอแข็ง ไดดังที่แสดงในรูปที่ Ex 2-5b

          Ans.
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2.5 การวิเคราะห Frames ที่มีการเซ (Sidesway) โดยวิธี Slope-Deflection 
 โครงขอแข็ง (rigid frame) จะเกิดการเซ (sidesway) หรือมีการเคลื่อนที่ทางดานขางเมื่อ 

1. โครงขอแข็งไมมีการยึดรั้งที่ปองกันการเซทางดานขางอยางเพียงพอ 
2. โครงขอแข็งที่มีรูปรางสมมาตรถูกกระทําโดยแรงที่ไมมีความสมมาตร ดังตัวอยางที่แสดงในรูปที่ 2-13a 
3. โครงขอแข็งที่มีรูปรางไมสมมาตรถูกกระทําโดยแรงที่มีลักษณะใดๆ ดังตัวอยางที่แสดงในรูปที่ 2-13b ซึ่งเปน

โครงขอแข็งที่มีรูปรางไมสมมาตรถูกกระทําโดยแรงที่มีความสมมาตร 

 
รูปที่ 2-13 

 

พิจารณาโครงขอแข็งซึ่งมีรูปรางที่สมมาตรและถูกกระทําโดยแรง P  ที่ไมมีความสมมาตร ดังที่แสดงในรูปที่ 2-
13a กําหนดใหแรง P  ทําใหเกิดโมเมนต (moment) ที่ joint B  และ joint C  มีคาเทากับ MB  และ MC  ตามลําดับ 
โดยที่ในกรณีนี้ แรง P  กระทําอยูใกล joint B  มากกวา joint C  ดังนั้น M MB C>  และจากทิศทางของโมเมนต เรา
จะเห็นไดวา โมเมนต MB  จะพยายามทําให joint B  เคลื่อนที่ไปทางขวามือและโมเมนต MC  จะพยายามทําให joint 
C  เคลื่อนที่ไปทางซายมือ โดยที่การเคลื่อนที่ไปทางขวามือจะมีคามากกวาการเคลื่อนที่ไปทางซายมือ เนื่องจาก 
M MB C>  และถาเรากําหนดใหการยืดหรือหดตัวของชิ้นสวนของโครงขอแข็งในแนวแกนและการหมุนของ cord BC  
มีคานอยมากแลว joint B  และ joint C  ของโครงขอแข็งจะเกิดการเซ ∆  ที่เทากัน ไปทางขวามือ ดังที่แสดงในรูป ดังนั้น 
เมื่อเราใชวิธี slope-deflection ในการวิเคราะหโครงขอแข็งนี้ สมการ slope-deflection ของเสา AB  และ CD  จะตองมี
เทอม ψ  ปรากฏอยูดวย ซึ่งทําใหในกรณีนี้ นอกจากเราจะตองพิจารณาสมการความสมดุลของโมเมนตที่ joint เนื่องจาก
การหมุน θ  แลว เราจะตองพิจารณาสมการความสมดุลของแรงเฉือนเนื่องจากการเซ ∆  ดวย 

พิจารณาโครงขอแข็งซึ่งมีรูปรางที่ไมสมมาตรและถูกกระทําโดยน้ําหนักบรรทุกแบบกระจายสม่ําเสมอ w  ที่มี
ความสมมาตร  ดังที่แสดงในรูปที่ 2-13b เนื่องจากเสา AB  มีความแกรงมากกวาเสา CD  ดังนั้น ภายใตแรงกระทํา 
โมเมนตที่เกิดขึ้นที่ joint B  หรือ MB  จะมีคามากกวาโมเมนตที่เกิดขึ้นที่ joint C  หรือ MC  และโครงขอแข็งจะเกิดการ
เซ ∆  ไปทางขวามือ ดังที่แสดงในรูป 
 ในการวิเคราะหโครงขอแข็งที่มีการเซโดยวิธี slope-deflection นั้น เราจะตองมีความเขาใจในพฤติกรรมการเซ
ของโครงขอแข็งและทราบถึงสมมุติฐานที่วาการยืดหรือหดตัวของชิ้นสวนของโครงขอแข็งในแนวแกนและการหมุนของ 
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cord ของชิ้นสวนของโครงขอแข็งมีคานอยมาก เพื่อเปนตัวอยาง ขอใหเราพิจารณาการเปลี่ยนแปลงรูปรางของโครงขอแข็ง 
ดังที่แสดงในรูปที่ 2-14 ถึง 2-16 

พิจารณาโครงขอแข็ง ดังที่แสดงในรูปที่ 2-14a ถาเราทราบคาการเปลี่ยนตําแหนงเชิงเสนในแนวนอนที่เกิดขึ้นที่ 
joint a วามีคาเทากับ ∆  แลว จากสมมุติฐานขางตน เราจะทราบคาการเปลี่ยนตําแหนงเชิงเสนในแนวนอนที่เกิดขึ้นที่ 
joint b  joint c  joint d  และ joint e  วามีคาเทากับ ∆  ดวย ดังนั้น โครงขอแข็งดังกลาวจึงมีจํานวน degree of freedom 
ของการเซทางดานขางเทากับหนึ่ง 
 

 
รูปที่ 2-14 

 

พิจารณาโครงขอแข็ง ดังที่แสดงในรูปที่ 2-14b ซึ่งเปนโครงขอแข็งที่มีเสา bB  ทํามุม θ  กับพื้นและถูกกระทํา
โดยแรงทางดานขางที่ joint a  จากสมมุติฐานที่ไดกลาวไปแลว เมื่อ joint a  เกิดการเคลื่อนที่ในแนวนอน (ตั้งฉากกับแนว
ชิ้นสวน aA ) ไปทางขวามือเปนระยะเทากับ 1∆  (aa ′ ) แลว joint b  ก็จะเกิดการเคลื่อนที่ไปในแนวนอนทางขวามือเปน
ระยะ 1∆  (bb′ ) ดวย แตเนื่องจากความแกรงของชิ้นสวน bB  ซึ่งทํามุม θ  กับพื้น ดังนั้น joint b  จะมีการเคลื่อนที่ใน
แนว bb′′  ซึ่งตั้งฉากกับแนวชิ้นสวน  bB  เปนระยะเทากับ ∆ 3  และเราจะเขียนแผนภาพขยายของการเปลี่ยนตําแหนงที่
เกิดขึ้นที่ joint b  ได ดังที่แสดงในรูปที่ 2-14b’ จาก sine law เราจะไดความสัมพันธของการเปลี่ยนตําแหนง ∆1  ∆ 2  และ 
∆ 3  อยูในรูป 

oo 90sin)90sin(sin
321 ∆

=
−

∆
=

∆
θθ

 

จากสมการขางตน ถาเราทราบคาการเปลี่ยนตําแหนงคาหนึ่งจากจํานวนทั้งส้ินสามคาแลว เราจะสามารถหาคา
การเปลี่ยนตําแหนงที่เหลืออีกสองคาได ดังนั้น โครงขอแข็งนี้จะมีจํานวน degree of freedom ของการเซทางดานขาง
เทากับหนึ่ง 

ในลักษณะที่คลายคลึงกัน โครงขอแข็ง ดังที่แสดงในรูปที่ 2-15c จะเกิดการเปลี่ยนแปลงรูปรางดังที่แสดงโดย
เสนประ ภายใตแรงกระทําดานขาง เนื่องจากความแกรงของชิ้นสวน aA  joint a  จะมีการเคลื่อนที่ในแนว aa ′  ตั้งฉาก
กับแนวชิ้นสวน aA  เปนระยะเทากับ 1∆  และเนื่องจากความแกรงของชิ้นสวน bB  joint b  จะมีการเคลื่อนที่ในแนว 
bb′′  ตั้งฉากกับแนวชิ้นสวน bB  เปนระยะเทากับ ∆ 3  และจากรูปขยายของการเปลี่ยนตําแหนงที่เกิดขึ้นที่ joint b  ดังที่
แสดงในรูปที่ 2-15c’ เราจะไดความสัมพันธของการเปลี่ยนตําแหนง ∆1  ∆ 2  และ ∆ 3  อยูในรูป 
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และโครงขอแข็งนี้จะมีจํานวน degree of freedom ของการเซทางดานขางเทากับหนึ่ง 
 พิจารณาโครงขอแข็งรูปจั่ว (gable frame) ดังที่แสดงในรูปที่ 2-15 จากรูป เราจะเห็นไดวา โครงขอแข็งดังกลาวมี
จํานวน degree of freedom ของการเซทางดานขางเทากับสอง 
 

 
รูปที่ 2-15 

 

รูปที่ 2-15a แสดง gable frame ที่ไมมีความสมมาตรและถูกกระทําโดยแรงกระทําในแนวดิ่งลงที่ joint c  ซึ่งจะ
ทําให joint b  และ joint d  เกิดการเคลื่อนที่ในแนวนอน ∆1  ไปยังจุด ′b  และ ∆ 2  ไปยังจุด ′d  ตามลําดับ ในลักษณะ
เชนนี้ ถาเราจินตนาการใหชิ้นสวนของโครงขอแข็งที่เชื่อมตอกันที่จุด c  ถูกแยกออกจากกันแลว joint c  ของชิ้นสวน bc  ก็
จะเคลื่อนที่ไปที่จุด ′c ซึ่งมีคาเทากับคาการเคลื่อนที่ที่ joint b  โดยที่ cc bb′ = ′ = ∆1  และ joint c  ของชิ้นสวน cd  ก็
จะเคลื่อนที่ไปที่จุด ′′c  โดยที่ cc dd′′ = ′ = ∆ 2  ดังนั้น เราจะสามารถหาตําแหนงของจุด  ′′′c  ไดจากการลากเสนตรง
ซึ่งตั้งฉากกับชิ้นสวน bc  โดยมีจุดเริ่มตนที่ ′c  (กําหนดใหมีความยาวเทากับ ∆ 3 ) ใหมาตัดกับเสนตรงอีกเสนหนึ่งซึ่งตั้ง
ฉากกับชิ้นสวน cd  โดยมีจุดเริ่มตนที่ ′′c  (กําหนดใหมีความยาวเทากับ ∆ 4 ) และเราจะสามารถเขียนแผนภาพขยาย
ของการเปลี่ยนตําแหนงที่เกิดขึ้นที่ joint c  ได ดังที่แสดงในรูปที่ 2-15a จาก sine law เราจะเขียนความสัมพันธของการ
เปล่ียนตําแหนง ∆1 , ∆ 2 , ∆ 3 , และ ∆ 4  ไดในรูป 
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 จากสมการขางตน ถาเราทราบคาการเปลี่ยนตําแหนงสองคาจากจํานวนทั้งส้ินส่ีคาแลว เราจะสามารถหาคาการ
เปล่ียนตําแหนงอีกสองคาที่เหลือได ดังนั้น โครงขอแข็งนี้จึงมีจํานวน degree of freedom ของการเซทางดานขางเทากับ
สอง 
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ในลักษณะที่คลายๆ กัน เราจะเขียนแผนภาพการโกงตัว (elastic curve) ของ gable frame ดังที่แสดงในรูปที่ 2-
15b  ซึ่งถูกกระทําโดยแรงกระทําทางดานขางที่ joint b  ไดดังที่แสดงโดยเสนประ และเราจะเขียนแผนภาพขยายของการ
เปล่ียนตําแหนงที่เกิดขึ้นที่ joint c  ได ดังที่แสดงในรูปที่ 2-15b’ และจาก sine law เราจะเขียนความสัมพันธของการ
เปล่ียนตําแหนง ∆1  ∆ 2  ∆ 3  และ ∆ 4  ไดในรูป 

)90sin()90sin()sin( 1

4

2

3

21

21

φφφφ −
∆

=
−

∆
=

+
∆−∆

oo  

หรือ    

1

4

2

3

21

21

coscos)sin( φφφφ
∆

=
∆

=
+
∆−∆  

 รูปที่ 2-16a ถึง 2-16c แสดงถึงการเปลี่ยนแปลงรูปรางของโครงขอแข็งสองชั้น ซึ่งถูกกระทําโดยแรงกระทําทาง
ดานขาง เนื่องจากการจัดเรียงตัวของโครงขอแข็ง เราจะเห็นไดวา การเซที่เกิดขึ้นที่พื้นชั้นที่หนึ่งจะมีคาเปน ∆1  และการเซ
ที่เกิดขึ้นที่พื้นชั้นที่สองจะมีคาเปน ∆ 2  โดยคาการเซสัมพัทธระหวางชั้นที่หนึ่งและชั้นที่สองจะมีคาเทากับ ∆ ∆2 1−  ซึ่ง
คาดังกลาวจะถูกใชในสมการ slope-deflection ของเสาที่รองรับช้ันที่สอง 
 

 
รูปที่ 2-16 
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ตัวอยางที่ 2-6 
 จงเขียน shear diagram และ moment diagram ของโครงขอแข็ง ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 2-6a โดยวิธี slope-
deflection กําหนดใหชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอแข็งมีคา flexural stiffness EI  จากนั้น จงทําการราง elastic curve ของ
โครงขอแข็ง 

 
รูปที่ Ex 2-6 

 

สมมุติใหโครงขอแข็งมีการเปลี่ยนแปลงรูปรางดังที่แสดงโดยเสนประในรูปที่ Ex 2-6a เราจะเห็นไดวา โครงขอแข็ง
มีจํานวน degree of freedom เทากับ 3 คือ การหมุน Cθ  ที่จุดเชื่อมตอ C , การหมุน Dθ  ที่จุดเชื่อมตอ D , และการเซ
ทางดานขาง ∆  
 

1. หาคา fixed-end moment 
เนื่องจากโครงขอแข็งถูกกระทําโดยแรงบนชิ้นสวน CD  เทานั้น ดังนั้น คา fixed-end moment  บนชิ้นสวน 

AC  และ BD  จะมีคาเทากับศูนย และ 

m-kN 184.39
7

4)3(40)( 2

2

2

2

−=−=−=
L
PabFEM CD  

m-kN 388.29
7

3)4(40)( 2

2

2

2

+=−=+=
L
PbaFEM DC  

 

 2. แทนคาตางๆ ลงในสมการ slope-deflection 
สมมุติใหโครงขอแข็งเกิดการเซ (sidesway) ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 2-6a ซึ่งจะทําใหชิ้นสวน AC  และ BD  เกิด

การหมุนไปเปนมุม  

radian 
5
∆

−==== DBBDCAAC ψψψψ  

เครื่องหมายลบ เนื่องจากมีทิศทางทวนเข็มนาฬิกา เนื่องจากสมมุติฐานที่วา การยืดหรือหดตัวของชิ้นสวนของโครงขอแข็ง
ในแนวแกนและการหมุนของ cord ของคานมีคานอยมาก ดังนั้น 0== DCCD ψψ  
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[ ] 184.39]
7
2

7
4[184.392

7
2

−+=−+= DCDCCD EIEIM θθθθ  

[ ] 388.29]
7
4

7
2[388.292

7
2

++=++= DCCDDC EIEIM θθθθ  
 

 3. สมการความสมดุล 
 พิจารณาแผนภาพ free-body diagram ของ joint B และ C  ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 2-6b จากสมการความ
สมดุลของโมเมนต เราจะไดวา 

0=+ CDCA MM  

184.39
25
6

7
2

35
48

=



 ∆++ DCEI θθ     (1) 

   0=+ DCDB MM  

388.29
25
6

35
48

7
2

−=



 ∆++ DCEI θθ     (2) 

 

 
 

พิจารณาแผนภาพ free-body diagram ของโครงขอแข็ง ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 2-6c จากสมการความสมดุลของ
แรงในแนวนอน เราจะไดวา 

      0=+ BA VV      (3) 
 จากแผนภาพ free-body diagram ของชิ้นสวน AC  และ BD  ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 2-6e จากสมการความ
สมดุลของโมเมนตรอบจุด C  เราจะไดวา 

5
CAAC

A
MM

V
+

−=  

และจากสมการความสมดุลของโมเมนตรอบจุด D  เราจะไดวา 

5
DBBD

B
MMV +

−=  

แทนคา AV  และ BV  ลงในสมการที่ 3 เราจะไดวา 
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0=+++ DBBDCAAC MMMM  

       0
25
24

5
6

5
6

=



 ∆++ DCEI θθ     (4) 

จากนั้น แกสมการเชิงซอน 3 ชั้น (สมการที่ 1 ที่ 2 และที่ 4) เราจะไดวา 
212.36=CEIθ  
946.26−=DEIθ  

583.11−=∆EI  
เนื่องจากคา ∆EI  ที่ไดมีคาเปนลบแสดงวา ทิศทางการเซของโครงขอแข็งที่เกิดขึ้นจริงตรงกันขามกับไดที่สมมุติ

ไว นอกจากนั้น เนื่องจาก CEIθ  มีคาเปนบวกแสดงวา joint C  จะเกิดการหมุนตามเข็มนาฬิกา และเนื่องจาก DEIθ  มี
คาเปนลบแสดงวา joint D  จะเกิดการหมุนทวนเข็มนาฬิกา 
 

 4. แทนคากลับ 
แทนคา  CEIθ , DEIθ , และ ∆EI  กลับลงในสมการ slope-deflection เราจะหาคา end moment ที่เกิดขึ้นที่

ปลายของชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอแข็งดังนี้ 
m-kN 705.11=ACM  
m-kN 190.26=CAM  
m-kN 558.13−=BDM  
m-kN 337.24−=DBM  
m-kN 190.26−=CDM  

m-kN 337.24=DCM  
นอกจากนั้นแลว เราจะหาคาแรงเฉือนที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับ A  และ B  ไดโดยการแทนคา CEIθ  DEIθ  และ 

∆EI  ลงในสมการของ AV  และ BV  โดยที่ 

kN 579.7
5

190.26705.11
−=

+
−=AV  

kN 579.7
5

337.24558.13
=

−−
−=BV  

ซึ่งแสดงวา แรงเฉือน AV  มีทิศทางตรงกันขามกับที่สมมุติไวในรูปที่ Ex 2-6c และ BV  มีทิศทางดังที่แสดงในรูป 
 

 5.เขียนแผนภาพ shear diagram และ moment diagram 
 จากคา end moment ที่เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอแข็งที่หาได เราจะเขียนแผนภาพ free body 
diagram ของชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอแข็งได ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 2-6e และเราจะเขียนแผนภาพ shear diagram และ 
moment diagram ของโครงขอแข็งได ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 2-6f 
 

 6. รางแผนภาพ elastic curve ของโครงขอแข็ง 
 จากแผนภาพ moment diagram คาการเปลี่ยนตําแหนง CEIθ  DEIθ  และ ∆EI  ที่หาได และการพิจารณา
การยึดรั้งโครงขอแข็งของจุดรองรับ เราจะรางแผนภาพ elastic curve ของโครงขอแข็งได ดังที่แสดงในรูป Ex 2-6g 
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      Ans. 
 

                   Ans. 
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ตัวอยางที่ 2-7 
จงเขียน shear diagram และ moment diagram ของโครงขอแข็ง ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 2-7a โดยวิธี slope-

deflection กําหนดใหชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอแข็งมี modulus of elasticity ที่เทากันและมี moment of inertia ดังที่แสดง 
จากนั้น จงทําการราง elastic curve ของโครงขอแข็ง 
 

 
รูปที่ Ex 2-7 

 

สมมุติใหโครงขอแข็งเกิดการการเปลี่ยนแปลงรูปราง ดังที่แสดงโดยเสนประในรูปที่ Ex 2-7b ดังนั้น โครงขอแข็งนี้
จะมีจํานวน degree of freedom เทากับ 4 คือ การหมุน Bθ  ที่จุดเชื่อมตอ B , การหมุน CBC )(θ  ที่จุดเชื่อมตอ C  ของ
ชิ้นสวน CB , การหมุน CDC )(θ  ที่จุดเชื่อมตอ C  ของชิ้นสวน CD  และการเซทางดานขาง ∆  อยางไรก็ตาม เนื่องจาก 
joint C เปน internal hinge ดังนั้น ถาเราใชสมการ slope deflection สําหรับชิ้นสวนของโครงสรางที่มีปลายดานหนึ่งเปน 
pin แลว จํานวน degree of freedom ของโครงขอแข็งนี้จะลดลงเหลือ 2 คา คือ Bθ  และ ∆  
 

 
 

1. หาคา fixed-end moment 
เนื่องจากโครงขอแข็งถูกกระทําโดยแรง kN 6  ที่ internal hinge C  เทานั้น ดังนั้น ชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอ

แข็งจะไมถูกกระทําโดย fixed-end moment 
 

 2. แทนคาตางๆ ลงในสมการ slope-deflection 
จากรูปที่ Ex 2-7b ขอใหสังเกตดวยวา การเซ (sidesway) ทําใหชิ้นสวน AB  เกิดการหมุนไปเปนมุม  
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radian 
4
∆

+== BAAB ψψ  

เครื่องหมายบวก เนื่องจากมีทิศทางตามเข็มนาฬิกา และชิ้นสวน CD  เกิดการหมุนไปเปนมุม  

radian 
2
∆

+== DCCD ψψ  

ดังนั้น เราจะเขียนสมการ slope-deflection ของชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอแข็งไดในรูป 

]75.0[
4

30
4
22 ∆−=














 ∆−+= BBAB EIIEM θθ  

[ ]∆−= 75.02 BBA EIM θ  

BBBC EIIEM θθ 2)0(
3
23 =−=  

∆−=



 ∆
−= EIIEM DC 75.0

2
0

2
3  

 

 3. สมการความสมดุล 
 พิจารณาแผนภาพ free-body diagram ของจุดเชื่อมตอ B  ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 2-7c จากสมการความสมดุล
ของโมเมนต เราจะไดวา 

0=+ BCBA MM  

         ∆=
16
3

Bθ      (1) 
 

 
 

พิจารณาแผนภาพ free-body diagram ของโครงขอแข็ง ดังที่แสดงในรูปที่ 2-16d จากสมการความสมดุลของ
แรงในแนวนอน เราจะไดวา 

       6=+ DA VV      (2) 
 จากแผนภาพ free-body diagram ของชิ้นสวน AB  และ CD  ดังที่แสดงในรูปที่ 2-16e จากสมการความ
สมดุลของโมเมนตรอบจุด B  เราจะไดวา 

)5.13(
44

∆−−=
+

−= B
BAAB

A
EIMMV θ  

และจากสมการความสมดุลของโมเมนตรอบจุด C  เราจะไดวา 
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∆=−= EI
M

V DC
D 8

3
2

 

แทนคา AV  และ DV  ลงในสมการที่ 2 เราจะไดวา 

  6
8
3)5.13(

4
=∆+∆−− EIEI

Bθ     (3) 

จากนั้น แทนสมการที่ (1) ลงในสมการที่ (3) เราจะไดวา 

13
128

=∆EI  

13
24

13
128

16
3

==BEIθ  

เนื่องจากคา ∆EI  ที่ไดมีคาเปนบวกแสดงวาทิศทางการเซของโครงขอแข็งที่สมมุติไวในตอนตนสอดคลองกับ
ความเปนจริง นอกจากนั้น เนื่องจาก BEIθ  มีคาเปนบวกแสดงวา joint B  จะเกิดการหมุนตามเข็มนาฬิกา ภายใตการ
กระทําของแรง 
 

 4. แทนคากลับ 
แทนคา  ∆EI  และ BEIθ  กลับลงในสมการ slope-deflection เราจะไดวา 

m-kN 54.5−=ABM  
m-kN 69.3−=BAM  
m-kN 69.3=BCM  
m-kN 39.7−=DCM  

 แทนคา ∆EI  และ BEIθ   ลงในสมการของ AV  และ DV  เราจะไดวา 
kN 31.2=AV  
kN 69.3=DV  

โดยที่ end-moment และ end-shear ตางๆ ที่หามาไดมีทิศทางดังที่แสดงในรูปที่ Ex 2-7f 
 

 
 

 5.เขียนแผนภาพ shear diagram และ moment diagram 
 รูปที่ Ex 2-7g  แสดงแผนภาพ shear diagram และ moment diagram ของโครงขอแข็ง 

 

6. รางแผนภาพ elastic curve ของโครงขอแข็ง 
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 จากแผนภาพ moment diagram คา ∆EI  และ BEIθ  ที่ได และการพิจารณาการยึดรั้งโครงขอแข็งของจุด
รองรับ เราจะรางแผนภาพ elastic curve ของโครงขอแข็งได ดังที่แสดงในรูป Ex 2-7h 
 

            Ans. 
 
 

                    Ans. 
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ตัวอยางที่ 2-8 
 จงเขียนแผนภาพ shear diagram และ moment diagram ของโครงขอแข็ง 2 ชั้น ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 2-8a โดย
วิธี slope-deflection กําหนดให ชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอแข็งมี modulus of elasticity ที่เทากันและมีคา moment of 
inertia ดังที่แสดง จากนั้น จงทําการราง elastic curve ของโครงขอแข็ง 
 

 
รูปที่ Ex 2-8 

 

สมมุติใหโครงขอแข็งมีการเปลี่ยนแปลงรูปรางภายใตการกระทําของแรงทางดานขาง ดังที่แสดงโดยเสนประในรูป
ที่ Ex 2-8a เราจะเห็นไดวา โครงขอแข็งมีจํานวน degree of freedom เทากับ 6 คือ การหมุน Bθ  การหมุน Cθ  การหมุน 
Dθ  การหมุน Eθ  การเซ 1∆  และการเซ  2∆   

 

1. หาคา fixed-end moment 
เนื่องจากโครงขอแข็งถูกกระทําโดยแรงที่ joint B  และ C  เทานั้น ดังนั้น ชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอแข็งจะไมถูก

กระทําโดย fixed-end moment 
 

 2. แทนคาตางๆ ลงในสมการ slope-deflection 
จากรูปที่ Ex 2-8a การเซ (sidesway) ทําใหชิ้นสวน AB  เกิดการหมุนไปเปนมุม  

radian 
4.6
2∆+== BAAB ψψ  

ชิ้นสวน EF  เกิดการหมุนไปเปนมุม  

radian 
2.3
2∆+== EFEF ψψ  

ชิ้นสวน BC  และ ED  เกิดการหมุนไปเปนมุม  

radian 
4.6

21 ∆−∆
+==== DEEDCBBC ψψψψ  

เครื่องหมายบวก เนื่องจากมุม ψ  มีทิศทางการหมุนตามเข็มนาฬิกา และเราจะเขียนสมการ slope-deflection ไดดังนี้ 
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]29297.029297.0625.025.1[         
4.6

32
4.6

)2(2

21

21

∆+∆−+=















 ∆−∆

−+=

CB

CBBC

EI

EIM

θθ

θθ  

]29297.029297.025.1625.0[ 21 ∆+∆−+= CBCB EIM θθ  
 

]17188.125.1[
2.3

32
2.3

)2(2
2

2 ∆−=













 ∆−+= EEFFE EIEIM θθθ  

]17188.150.2[ 2∆−= EEF EIM θ  
 

]29297.029297.0625.025.1[         
4.6

32
4.6

)2(2

21

21

∆+∆−+=















 ∆−∆

−+=

DE

DEED

EI

EIM

θθ

θθ  

]29297.029297.025.1625.0[ 21 ∆+∆−+= DEDE EIM θθ  
 

[ ] ]25.150.2[2
8.4

)3(2
EBEBBE EIEIM θθθθ +=+=  

[ ] ]50.225.1[2
8.4

)3(2
EBBEEB EIEIM θθθθ +=+=  

 

[ ] ]25.150.2[2
8.4

)3(2
DCDCCD EIEIM θθθθ +=+=  

[ ] ]50.225.1[2
8.4

)3(2
DCCDDC EIEIM θθθθ +=+=  

 

 3. สมการความสมดุล 
 พิจารณาแผนภาพ free-body diagram ของจุดตอ B , C , D , และ E  ของโครงขอแข็ง ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 
2-8b จากสมการความสมดุลของโมเมนต เราจะไดวา 

0=++ BEBCBA MMM  
0]29297.029297.025.1625.025.6[ 21 =∆−∆−++ ECBEI θθθ  (1) 

0=+ CDCB MM  
0]29297.029297.0250.1750.3625.0[ 21 =∆+∆−++ DCBEI θθθ  (2) 

0=+ DEDC MM  
0]29297.029297.0625.0750.3250.1[ 21 =∆+∆−++ EDCEI θθθ  (3) 

0=++ EFEDEB MMM  
0]87891.029297.025.6625.0250.1[ 21 =∆−∆−++ EDBEI θθθ  (4) 

 พิจารณาแผนภาพ free-body diagram ของชิ้นสวน BC  ของโครงขอแข็ง ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 2-8c จาก
สมการความสมดุลของแรงในแนวนอน เราจะไดวา 
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12=+ EDBC VV  
จากแผนภาพ free-body diagram ของชิ้นสวน BC  และจากสมการความสมดุลของโมเมนตรอบจุด C  

4.6
CBBC

BC
MM

V
+

−=  

จากแผนภาพ free-body diagram ของชิ้นสวน DE  และจากสมการความสมดุลของโมเมนตรอบจุด D  

4.6
EDDE

ED
MMV +

−=  

ดังนั้น จากสมการความสมดุลของแรงในแนวนอน เราจะไดวา 
12]183106.0183106.029297.029297.029297.029297.0[ 21 =∆−∆+−−−− EDCBEI θθθθ (5) 

 

 
 

ในทํานองเดียวกัน พิจารณาแผนภาพ free-body diagram ของโครงขอแข็ง ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 2-8d จาก
สมการความสมดุลของแรงในแนวนอน เราจะไดวา 

24=−−+ EDBCFEAB VVVV  
จากแผนภาพ free-body diagram ของชิ้นสวน AB  และจากสมการความสมดุลของโมเมนตรอบจุด B  

4.6
BAAB

AB
MMV +

−=  

จากแผนภาพ free-body diagram ของชิ้นสวน EF  และจากสมการความสมดุลของโมเมนตรอบจุด E  

2.3
FEEF

EF
MMV +

−=  

ดังนั้น จากสมการความสมดุลของแรงในแนวนอน เราจะไดวา 
24]098638.1183106.087891.029297.029297.029297.0[ 21 =∆+∆−−++− EDCBEI θθθθ (6) 

ทําการแกสมการ simultaneous สมการที่ (1) ถึงสมการที่ (6) เราจะไดวา 
2m-kN 9352.7=BEIθ   
2m-kN 6130.6=CEIθ   
2m-kN 6608.4=DEIθ    
2m-kN 7440.15=EEIθ   
3

1 m-kN 0128.186=∆EI   
3

2 m-kN 5522.64=∆EI  
เนื่องจากคา degree of freedom ที่ไดมีคาเปนบวกแสดงวา ทิศทางการเปลี่ยนตําแหนงของโครงขอแข็งที่สมมุติ

ไวในตอนตนสอดคลองกับความเปนจริง  
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 4. แทนคากลับ 
แทนคา degree of freedom ที่ไดกลับลงในสมการ slope-deflection เราจะไดวา 

m-kN 90.27−=ABM  m-kN 99.17−=BAM  
m-kN 53.21−=BCM  m-kN 36.22 −=CBM  
m-kN 96.55−=FEM  m-kN 28.36−=EFM  

m-kN 28.49=EDM   m-kN 92.19=DEM  
m-kN 52.39=BEM   m-kN 28.49=EBM  
m-kN 36.22=CDM   m-kN 92.19=DCM  

 

 5.เขียนแผนภาพ shear diagram และ moment diagram 
 รูปที่ Ex 2-8e  แสดงแผนภาพ shear diagram และ moment diagram ของโครงขอแข็ง 
 

            Ans. 
 

 6. รางแผนภาพ elastic curve ของโครงขอแข็ง 
 จากแผนภาพ moment diagram คา degree of freedom ที่ได และการพิจารณาการยึดรั้งโครงขอแข็งของจุด
รองรับ เราจะรางแผนภาพ elastic curve ของโครงขอแข็งได ดังที่แสดงในรูป Ex 2-8f 

        Ans. 
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ตัวอยางที่ 2-9 
จงเขียน shear diagram และ moment diagram ของโครงขอแข็ง ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 2-9a โดยวิธี slope-

deflection กําหนดให 4in 600=I  และ ksi )10(29 3=E จากนั้น จงทําการราง elastic curve ของโครงขอแข็ง 
 

   
รูปที่ Ex 2-9 

 

เมื่อพิจารณาการเปลี่ยนแปลงรูปรางของโครงขอแข็งภายใตการกระทําของแรง ดังที่แสดงโดยเสนประในรูปที่ Ex 
2-9b และ 2-9c เราจะเห็นไดวา โครงขอแข็งมีจํานวน degree of freedom 3 คาคือ การหมุน Bθ  และการหมุน Cθ  และ
การเปลี่ยนตําแหนง ∆  

 

1. หาคา fixed-end moment 
แรง k 6  ที่กระทําที่ joint B  ไมกอใหเกิด fixed-end moment ดังนั้น เราจะไดวา 

in.-k 1600
12

)in/ft 12()20(4
12

)(
22

−=−=−=
wLFEM BC  

in.-k 1600)( +=CBFEM  
 

 2. แทนคาตางๆ ลงในสมการ slope-deflection 
 

 
 

จากรูปที่ Ex 2-9c ขอใหสังเกตดวยวา การเซ (sidesway) ทําใหชิ้นสวน AB  และ CD  เกิดการหมุนไปเปนมุม  

radian 0.04
25

∆=
∆

+===== ψψψψψ DCCDBAAB  

เครื่องหมายบวก เนื่องจากมีทิศทางตามเข็มนาฬิกา และชิ้นสวน BC  เกิดการหมุนไปเปนมุม  

radian -0.06
20
2.1

∆=
∆

−=′== ψψψ CBBC  
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เครื่องหมายลบ เนื่องจากมีทิศทางทวนเข็มนาฬิกา นอกจากนั้นแลว เราจะเห็นวา 

AB
AB

BC ψψψ 5.1
04.0

06.0 −=−=  หรือ ψψ 5.1−=′  

 ดังนั้น เราจะไดวา 

[ ] ]34800011600030
)12(25

6002 ψθψθ −=−+= BBAB EM  

ψθ 348000232000 −= BBAM  

1600652500145000290000         

1600)]5.1(32[
)12(20

6002

−++=

−−−+=

ψθθ

ψθθ

CB

CBBC EM
 

1600652500290000145000 +++= ψθθ CBCBM  

[ ] ψθψθ 348000232000302
)12(25

6002 −=−+= CCCD EM  

ψθ 348000116000 −= CDCM  
 3. สมการความสมดุล 

พิจารณาแผนภาพ free-body diagram ของจุดตอ B  และจุดตอ C  จากสมการความสมดุลของโมเมนตรอบ
จุดตอดังกลาว เราจะไดวา 

0=+ BCBA MM  
1600304500145000522000 =++ ψθθ CB    (1) 

0=+ CDCB MM  
1600304500522000145000 −=++ ψθθ CB    (2) 

 

 
 

พิจารณาแผนภาพ free-body diagram ของชิ้นสวน AB และ CD  ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 2-9c จากสมการ
ความสมดุลของโมเมนตรอบจุด B  และรอบจุด C  เราจะไดวา 

)12(25
BAAB

A
MMV +

=      (3) 

)12(25
DCCD

D
MMV +

=      (4) 

พิจารณาแผนภาพ free-body diagram ของโครงขอแข็ง ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 2-9d จากสมการความสมดุลของ
โมเมนตรอบจุด O  เราจะไดวา 

012)333.13(6)]12(667.41[)]12(667.41[ =−−−+ DADCAB VVMM  
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จากสมการ slope-deflection และสมการที่ (3) และ (4) เราจะไดวา 
976.959464.1624464116464116 −=−+ ψθθ CB    (5) 

แกสมการที่ (1) (2) และ (5) เราจะได 
radian )10(030.4 3−=Bθ  
radian )10(456.4 3−−=Cθ  

radian )10(687.4 3−=ψ  
in. 117.0=∆  

 

 
 

 4. แทนคากลับ 
แทนคา  Bθ  Cθ  และ ψ  กลับลงในสมการ slope-deflection และทําการแปลงหนวยของ end-moment ให

เปน ft-k  เราจะไดวา 
ft-k 364.25=ABM  
ft-k 321.64=BAM  
ft-k 321.64−=BCM  

ft-k 780.99=CBM  
ft-k 780.99−=CDM  
ft-k 686.56−=DCM  

 

 5.เขียนแผนภาพ shear diagram และ moment diagram 
 รูปที่ Ex 2-9e แสดงแผนภาพ shear diagram และ moment diagram ของโครงขอแข็ง 
 

6. รางแผนภาพ elastic curve ของโครงขอแข็ง 
 จากแผนภาพ moment diagram คาการเปลี่ยนตําแหนงที่หามาไดในขั้นตอนที่ 3 และการพิจารณาการยึดรั้ง
โครงขอแข็งของจุดรองรับ เราจะรางแผนภาพ elastic curve ของโครงขอแข็งได ดังที่แสดงในรูป Ex 2-9f นอกจากนั้นแลว 
เราจะสามารถหาคาการเปลี่ยนตําแหนงที่เกิดขึ้นที่จุดตางๆ บนโครงขอแข็งไดโดยใชวิธีการหาคาการโกงตัวที่ไดศึกษาผาน
ไปแลว เชน วิธี unit-load เปนตน 



Structural Analysis   2-46

 

Ans. 

     Ans. 
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แบบฝกหัดทายบทที่ 2 
2-1 จงเขียนแผนภาพ shear diagram และ moment diagram ของคานดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 2-1 ซึ่งมีคา moment of 
inertia 46 m )10(50 −=I  และ modulus of elasticity GPa 200=E  จากนั้น จงราง elastic curve ของคาน และหา
คาการโกงตัวที่จุด D  

 
รูปที่ Prob. 2-1 

 
2-2 กําหนดใหคานดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 2-2 มีคา moment of inertia 46 m )10(60 −=ABI  == CDBC II  

46 m )10(80 − และ modulus of elasticity GPa 200=E จงเขียนแผนภาพ shear diagram และ moment diagram 
และจงราง elastic curve ของคาน 

 
รูปที่ Prob. 2-2 

 
2-3 จงเขียนแผนภาพ shear diagram และ moment diagram ของคาน ซึ่งมีคา 2m-kN 10000== BCAB EIEI  
และ 2m-kN 5000=CDEI  ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 2-3 กําหนดใหคานมีการทรุดตัวในแนวดิ่งที่จุดรองรับ B  
เทากับ mm 10  

 
รูปที่ Prob. 2-3 

 
2-4 จงทําการวิเคราะหคาน ดังที่แสดงในรูปที่ รูปที่ Prob. 2-4 จากนั้น จงเขียนแผนภาพ shear diagram และ moment 
diagram ของคาน สุดทาย จงทําการราง elastic curve ของคาน กําหนดให EI  มีคาคงที่ตลอดความยาวคาน 
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รูปที่ Prob. 2-4 
2-5 กําหนดใหคานมีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 2-5 มี 2m-kN 5000=EI  ตลอดชวงความยาวของคานและมี
การทรุดตัวในแนวดิ่งที่จุดรองรับ B  เทากับ mm 10  จงเขียน shear diagram, moment diagram และราง elastic 
curve ของคาน 

 
รูปที่ Prob. 2-5 

 
2-6 กําหนดใหโครงขอแข็งมีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 2-6 มีคา EI  คงที่ จงเขียนแผนภาพ shear diagram และ 
moment diagram ของโครงขอแข็งและจงทําการราง elastic curve ของโครงขอแข็ง 
 

 
รูปที่ Prob. 2-6 

 
2-7 จงวิเคราะหโครงขอแข็ง ซึ่งมีทําดวยเหล็กและมีหนาตัดแบบ wide-flange ขนาด 22x200W  ดังที่แสดงในรูปที่ 
Prob. 2-7 กําหนดให GPa 200=E  46 mm)10(20=I  และ 2mm 2860=A  และจุดรองรับ A  เกิดการทรุด
ตัวในแนวดิ่ง mm 20 และเกิดการหมุน radian 006.0  ในทิศตามเข็มนาฬิกา 

 
รูปที่ Prob. 2-7 
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2-8 จงทําการวิเคราะหโครงขอแข็ง ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 2-8 เพื่อเขียน shear diagram และ moment diagram และ
รางแผนภาพ elastic curve ของโครงขอแข็ง 

 
รูปที่ Prob. 2-8 

 
2-9 กําหนดใหโครงขอแข็งมีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 2-9 ชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอแข็งมี modulus of elasticity ที่
เทากันและมี moment of inertia ดังที่แสดงในรูป จงเขียน shear diagram และ moment diagram ของโครงขอแข็งและ
ราง elastic curve ของโครงขอแข็ง 

 
รูปที่ Prob. 2-9 

 
2-10 จงเขียนแผนภาพ shear diagram และ moment diagram ของโครงขอแข็ง ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 2-10 
กําหนดใหชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอแข็งมี 2m-kN 4000=EI  คงที่ จากนั้น จงทําการราง elastic curve ของโครงขอ
แข็ง 

 
รูปที่ Prob. 2-10 
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บทที่ 3 
การวิเคราะหโครงสรางโดยวิธ ีMoment Distribution 

 

3.1 หลักการและนิยาม 
 วิธี moment distribution เปนวิธีการวิเคราะหโครงสรางอีกวิธีหนึ่งที่ใชในการวิเคราะหคานและโครงขอแข็งที่เปน
โครงสราง statically determinate ไดเปนอยางดี วิธีการนี้เปนการวิเคราะหโครงสรางโดยวิธี displacement method 
เชนเดียวกันกับวิธี slope-deflection ซึ่งไดถูกพัฒนาขึ้นมาโดย Professor Hardy Cross ในป 1932 วิธีการนี้มีลักษณะเปน
การแกสมการหลายชั้น (simultaneous equation) ที่ไดจากการแทนสมการของ end moments ลงในสมการความสมดุล
ในวิธี slope-deflection แบบประมาณอยางตอเนื่อง (successive approximation) ซึ่งความถูกตองแมนยําของผลการ
วิเคราะหที่ไดจะขึ้นอยูกับจํานวนครั้งที่ใชในการวิเคราะห 

โดยทั่วไปแลว ขั้นตอนในการวิเคราะหโครงสรางโดยวิธี moment distribution มีลําดับดังตอไปนี้ 
1.  สมมุติให joint ตางๆ ของโครงสรางถูกยึดแนน (fixed) โดยที่ชิ้นสวนตางๆ ของโครงสรางจะอยูในลักษณะของ

คานที่ถูกยึดแนนที่ปลายทั้งสองดาน (fixed-end beam) 
2.  ทําการปลดปลอย joint อันหนึ่งใหเปนอิสระ ซึ่งจะทําใหเกิด moment ตานทานขึ้นที่ปลายของทุกชิ้นสวนของ

โครงสรางที่เชื่อมตอกับ joint ดังกลาว (ซึ่งขนาดของ moment ที่เกิดขึ้นจะขึ้นอยูกับความแกรงตอการดัด 
(flexural stiffness) ของแตละชิ้นสวนของโครงสราง) จากนั้น moment ตานทานที่เกิดขึ้นจะถูกถายทอด
ตอไปที่ปลายดานไกลของชิ้นสวนของโครงสราง (ซึ่งขนาดของ moment ที่ถูกถายทอดจะขึ้นอยูกับ carry-
over factor ของแตละชิ้นสวนของโครงสราง) 

3.  ทําการยึด joint ในขอที่ 2 แลวทําการปลดปลอย joint ถัดไปอีก joint หนึ่ง ซึ่งจะทําใหเกิด moment ตานทาน
ทานขึ้นที่ปลายของทุกชิ้นสวนของโครงสรางที่เชื่อมตอกับ joint ดังกลาว จากนั้น moment ตานทานดังกลาว
จะถูกถายทอดไปยังปลายดานไกลของชิ้นสวนของโครงสราง  เหมือนกับที่ไดกลาวไปแลวในขอที่ 2 

4.  เมื่อเราทําการปลดปลอยและยึด joint ทีละ joint อยางตอเนื่องแลว moments ตานทานเหลานั้นก็จะถูก
กระจาย (distributed) กลับไปกลับมา จนกระทั่งอยูในสมดุลและ joint ตางๆ ของโครงสรางก็จะเกิดการหมุน
ไปยังตําแหนงสุดทายที่เราตองการหา 

จากขั้นตอนการวิเคราะหที่ไดกลาวไปแลว เราจะเห็นวา วิธี moment distribution นี้เปนวิธีการวิเคราะห
โครงสรางที่คอนขางงายและเปนการทําการวิเคราะหโครงสรางแบบซ้ําไปซ้ํามา 
Sign Convention 

 
รูปที่ 3-1 

 

 Sign convention ที่เราจะใชวิธี moment distribution จะเหมือนกับ sign convention ที่เราใชในวิธี slope-
deflection กลาวคือ moment ที่กระทําที่ปลายของชิ้นสวนของโครงสราง (end moments) ที่มีทิศทางหมุนตามเข็มนาฬิกา 
ดังที่แสดงในรูปที่ 3-1 จะมีคาเปนบวก ในทางตรงกันขาม moment ดังกลาวจะมีคาเปนลบ เมื่อมีทิศทางหมุนทวนเข็ม
นาฬิกา 
Fixed-End Moments (FEM ) 
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 ในวิธี moment distribution เราจะตองหาคา moment ที่เกิดขึ้นที่ปลายของคานซึ่งถูกยึดแนนทั้งสองขางหรือ  
fixed-end moment ซึ่ง moment นี้เปรียบเสมือนตัวแทนของแรงและน้ําหนักบรรทุกที่กระทําตอช้ินสวนของโครงสราง  
 ตารางที่ 2-1 แสดงสมการของ fixed-end moment เนื่องจากแรงกระทําแบบตางๆ รูปที่ 3-2 แสดงตัวอยางของ
การหา fixed-end moment ที่เกิดจากแรงกระทําเปนจุด (concentrated load) N 800  จาก sign convention ที่ไดกลาว
ไปแลวและจากตารางที่ 2-1 เราจะไดวา  

m-N 10008/)10(800)( −=−== ABAB MFEM  
m-N 1000)( +== BABA MFEM  

 

 
รูปที่ 3-2 

 

Member Stiffness Factor และ Carry-Over Factor 
 Member stiffness factor เปนคา moment ที่ทําใหปลายดานหนึ่งที่เปนหมุด (pin) ของชิ้นสวนของโครงสรางเกิด
การหมุนเทากับหนึ่งหนวย เมื่อปลายอีกดานหนึ่งของชิ้นสวนของโครงสรางถูกยึดแนน 

Carry-over factor เปนอัตราสวนของ moment ที่เกิดขึ้นที่ปลายดานหนึ่งของชิ้นสวนของโครงสรางที่ถูกยึดแนน
ตอ moment ที่กระทําอยูที่ปลายอีกดานหนึ่งที่เปนหมุด (pin) 

       
รูปที่ 3-3 

 

พิจารณาคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 3-3 ซึ่งมีจุดรองรับเปนหมุดที่จุด A  และเปนแบบยึดแนนที่จุด B  กําหนดให
คานมีคา flexural stiffness EI  คงที่ตลอดความยาวของคาน และให MAB  เปน moment ที่มีทิศทางตามเข็มนาฬิกาที่
กระทําที่จุดรองรับ A   ซึ่งจะทําใหเกิดการหมุนที่จุด A  เปนมุม Aθ  และทําใหเกิด moment BAM  ที่ปลายดานยึดแนน 
ดังนั้น  

1. จากนิยามของ member stiffness factor เราจะไดวา member stiffness factor ของคาน AB  มีคาเทากับ
คาของ moment ABM  ที่ทําใหเกิดการหมุน 1=Aθ   

2. จากนิยามของ carry-over factor เราจะไดวา carry-over factor ของคาน AB  มีคาเทากับอัตราสวนของ 
moment BAM  ตอ moment ABM   

จากสมการ slope-deflection เราจะไดวา 

ABAAB L
EI

L
IEM θθθ 4)2(2 =+=  

ABABA L
EI

L
IEM θθθ 2)2(2 =+=  
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เมื่อเรากําหนดให 1=Aθ หนวยแลว จากสมการของ MAB  เราจะไดวา member stiffness factor ของคาน 
AB  มีคาเทากับ 

              
L
EIK 4

=       (3-1) 

และ carry-over factor ของคาน AB  มีคาเทากับ +0.5  
ในอีกลักษณะหนึ่ง ถาเรากําหนดใหจุดรองรับของคานเปนแบบยึดแนนที่จุด A  และเปนหมุดที่จุด B  แลว เรา

จะหา carry-over factor ของคานในกรณีนี้ไดเทากับ +0.5 เชนเดียวกัน 
Joint Stiffness Factor 
 ในกรณีที่จุดเชื่อมตอ (joint) ของโครงสรางมีชิ้นสวนของโครงสรางหลายชิ้นสวนมาเชื่อมตอกัน โดยที่ปลายดาน
ไกลของชิ้นสวนเหลานั้นถูกยึดแนนแลว จาก principle of superposition เราจะไดวา stiffness factor ทั้งหมดที่ joint 
ดังกลาวมีคาเทากับผลรวมของ stiffness factor ของชิ้นสวนของโครงสรางที่ joint ดังกลาวหรือ  

K KT = ∑  
ซึ่ง KT  จะเปนคา moment ที่จะทําให joint เกิดการหมุนเทากับ 1 radian  

พิจารณาโครงขอแข็ง ดังที่แสดงในรูปที่ 3-4a เราจะเห็นวา stiffness factor ทั้งหมดที่ joint A  จะมีคาเทากับ  

m-kN 10000      
500040001000      

=
++=
++= ACABADT KKKK

 

ซึ่งแสดงวา เราตองการ moment ขนาด m-kN 10000  ในการหมุน joint A  ของโครงขอแข็งเปนมุม 1 radian  
 

 
รูปที่ 3-4 

Distribution Factor (DF ) 
 ถาเรากําหนดให moment M  ซึ่งมีทิศทางหมุนตามเข็มนาฬิกากระทําที่ joint A  ของโครงขอแข็ง ดังที่แสดงใน
รูปที่ 3-4b แลว ชิ้นสวน AD , AB , และ AC  ของโครงขอแข็งจะรวมกันตาน moment M  ดังกลาว ดังนั้น จากเงื่อนไข
ความสมดุลของ moment ที่ joint A  เราจะไดวา 

M M M MAD AB AC= + +  
โดยที่โมเมนต ADM , ABM , และ ACM  เปนโมเมนตที่เกิดขึ้นที่ปลาย A  ของชิ้นสวน AD , AB , และ AC  ของ
โครงขอแข็ง และเนื่องจาก joint A  เปนจุดเชื่อมตอแบบแกรง (rigid joint) ดังนั้น ชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอแข็งที่ joint A  
จะเกิดการหมุนในทิศทางตามเข็มนาฬิกาเปนมุม θ  เทากัน 

จากสมการ slope-deflection (สมการที่ 2-8)  เราจะไดวา 
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θADAD KM =  
θABAB KM =  
θACAC KM =  

เมื่อเราแทนสมการของ moment ดังกลาว ลงในสมการความสมดุลของ moment ที่ joint A  แลว เราจะหา
สมการของมุม θ  ไดในรูป 

θ)( ACABAD KKKM ++=  

∑
=

++
=

K
M

KKK
M

ACABAD )(
θ  

เมื่อเราแทนสมการของ θ  ลงในสมการของโมเมนต MAD , MAB , และ MAC  แลว เราจะไดวา 

MDFM
K

KM AD
AD

AD ==
∑

 

MDFM
K

KM AB
AB

AB ==
∑

 

MDFM
K

K
M AC

AC
AC ==

∑
 

โดยที่เทอม ADDF , ABDF , และ ACDF  นี้จะถูกเรียกวา distribution factor ของชิ้นสวน AD , AB , และ AC  ที่
เชื่อมตอกันที่ joint A  ซึ่งเราจะเห็นไดวา อัตราสวนที่ชิ้นสวน AD , AB , และ AC  ของโครงขอแข็งรวมกันตาน 
moment M  จะขึ้นอยูกับคา distribution factor ที่ joint A  ของชิ้นสวนนั้นๆ โดยทั่วไปแลว เราจะเขียน distribution 
factor ไดในรูป 

     
∑

=
K
KDF       (3-2) 

จากรูปที่ 3-4b เมื่อเราแทนคา stiffness factor ของชิ้นสวน AD , AB , และ AC  ของโครงขอแข็งลงใน
สมการที่ 3-2 แลว เราจะไดคา distribution factor ที่ joint A  ของชิ้นสวน AD , AB , และ AC  ของโครงขอแข็งมีคา
เทากับ 

1.010000/1000 ==ADDF  
4.010000/4000 ==ABDF  
5.010000/5000 ==ACDF  

ซึ่งเราจะเห็นไดวา ผลรวมของ DF  ที่ joint A  นี้มีคาเทากับ 1  
ถาเรากําหนดให moment M = 2000 N - m  แลว เราจะหาคาของ moment ที่เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวน 

AD , AB , และ AC  ที่อยูติดกับ joint A  ไดเทากับ 
MAD = =01 2000 200. ( )  N - m  
MAB = =0 4 2000 800. ( )  N - m  
MAC = =05 2000 1000. ( )  N - m  

Member Relative Stiffness Factor 
 โดยทั่วไปแลว ชิ้นสวนของคานและโครงขอแข็งจะทําดวยวัสดุชนิดเดียวกันตลอดความยาวของคานและโครงขอ
แข็ง ดังนั้น คา modulus of elasticity E  ของชิ้นสวนเหลานั้นจะมีคาเทากัน ซึ่งจะทําใหเทอม 4E  ในสมการที่ 3-1 มีคา
เทากันและจะตัดกันในสมการที่ 3-2 ดังนั้น ในกรณีเชนนี้ เราจะคํานวณหาคา distribution factor DF  ไดงายขึ้น ถาเรา
ใชคา relative-stiffness factor  KR  แทนคา stiffness factor K  โดยที่ 
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L
IKR =       (3-3) 

3.2 การวิเคราะหคานโดยวิธี Moment Distribution 
 หลักสําคัญของการวิเคราะหโครงสรางโดยวิธี moment distribution ขึ้นอยูกับการยึดและปลดปลอย joint ตางๆ 
ของโครงสรางอยางเปนลําดับตอเนื่องกันไปและ principle of superposition เพื่อที่จะให moment ที่เกิดขึ้นที่ joint 
เหลานั้นไดถูกกระจายออกไปที่ชิ้นสวนตางๆ ของโครงสราง จนกระทั่งอยูในความสมดุล 
 พิจารณาคานแบบ statically indeterminate ซึ่งมี degree of indeterminacy เทากับ 4 และมี degree of 
freedom เทากับ 1 ดังที่แสดงในรูปที่ 3-5a กําหนดใหคานดังกลาวทําดวยวัสดุชนิดเดียวกันและมีคา flexural stiffness 
EI  คงที่ตลอดคาน จากรูป เราจะเขียนขั้นตอนวิเคราะหคานดังกลาวโดยวิธี moment distribution ไดดังนี้ 

 

 
รูปที่ 3-5 

 

1. หาคา relative-stiffness factor KR  (สมการที่ 3-3) ของคานแตละชวง  
เนื่องจากคานดังกลาวทําดวยวัสดุชนิดเดียวกันตลอดความยาวคาน ดังนั้น 

/mm )10(10
3

)10(30)( 46
6

−
−

==ABRK  

/mm )10(15
4

)10(60)( 46
6

−
−

==BCRK  

 เนื่องจากจุด A  และ C  เปน fixed support ซึ่งมีความแกรงเปนอนันต ดังนั้น คา BARK )(  และ 
CBRK )(  จะมีคาเปนอนันต 
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2. หาคา distribution factor DF  (สมการที่ 3-2) ที่ joint ตางๆ ของคาน 

joint B    4.0
10
10

1510
10DF 6

6

=
+

= −

−

BA  

   6.0
10
10

1510
15DF 6

6

=
+

= −

−

BC  

joint A    0
)10(10

)10(10
6

6

=
+

= −

−

αABDF  

joint C    0
)10(15

)10(15
6

6

=
+

= −

−

αCBDF  
 

3. หาคา fixed-end moment FEM  ที่ปลายทั้งสองของแตละชวงของคาน 
จากรูปที่ 3-5a เราจะเห็นวา ชวงคาน AB  ไมมีแรงกระทํา ดังนั้น 

0)()( == BAAB FEMFEM  
และเนื่องจากชวงคาน BC  ถูกกระทําโดยแรงกระจายอยางสม่ําเสมอ ดังนั้น 

    m-kN 4
12

)4(3
12

)(
22

−=−=−=
wLFEM BC  

       m-kN 4
12

)4(3
12

)(
22

===
wLFEM CB  

 

4. หาการกระจายของ moment 
a. สมมุติให joint B  ถูกยึดแนนภายใตการกระทําของแรง ดังนั้น ชวง AB  และชวง BC  ของคานจะอยู

ในสภาวะของคานที่ถูกยึดแนนที่ปลายของคานทั้งสองดาน ซึ่งจะทําใหเกิด fixed-end moment ขึ้นที่
ปลายของคานทั้งสองดานของชวง BC  ดังที่แสดงในรูปที่ 3-5b โดยที่สภาวะเชนนี้จะไมแสดงถึงสภาวะ
สมดุลที่แทจริงที่จะเกิดขึ้นที่ joint B  ดังนั้น เพื่อใหเกิดความสมดุลของ moment ที่ joint B  เราจะให 
moment  ที่มีขนาดเทากับ fixed-end moment ที่ joint B  แตมีทิศทางตรงกันขามกระทําตอ joint B  
จากนั้นทําการปลดปลอย joint B  ใหเกิดการหมุนอยางอิสระ ดังที่แสดงในรูปที่ 3-5c 

b. หาคาของ moment ที่จะกระจายไปยังชวง BA  และ BC  ของคาน เนื่องจาก moment m-kN 4+  
ในทิศทางตามเข็มนาฬิกากระทําตอ joint B  ดังที่แสดงในรูปที่ 3-5c ซึ่งเราจะไดวา 

 moment ที่ joint B ในชวงคาน BC  m-kN 4.2)4(6.0 +=+=  
 moment ที่ joint B ในชวงคาน BA  m-kN 6.1)4(4.0 +=+=  
c. เนื่องจากเราปลดปลอยให joint B  เปนอิสระและมี moment เกิดขึ้นที่ปลาย B  ของชวง BA  และ 
BC  ดังที่หาไดในขอ b. ดังนั้น moment ดังกลาวจะตองถูกถายเท (carry-over) ไปที่ปลายดานไกลของ
ชวงคานนั้นๆ ดวย โดยที่ carry-over factor ในกรณีนี้มีคาเทากับ +0.5 ดังที่แสดงในรูปที่ 3-5d ดังนั้น 

 moment ที่ joint B  ในชวงคาน BC  m-kN 6.1)4.2(5.0 +=+=  
 moment ที่ joint A ในชวงคาน BA  m-kN 8.0)6.1(5.0 +=+=  
d. เนื่องจากผนังที่ A  และ C  เปน fixed support ดังนั้น ผนังดังกลาวจะรองรับ moment ที่ถายเทมาจาก 

joint B  ทั้งหมด โดยไมการกระจายโมเมนตกลับ ซึ่งจะทําใหเราสามารถหยุดการคํานวณ moment 
distribution ได 
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e. ทําการรวมคา moment ที่เกิดขึ้นในแตละ joint และผลลัพธที่ไดจะเปนคา moment ที่เกิดขึ้นจริงที่ปลาย
ของชวงคานเหลานั้น 

 โดยทั่วไปแลว เราจะทําการวิเคราะหโครงสรางโดยวิธี moment distribution ในรูปของตาราง 
ดังที่แสดงในรูปที่ 3-5e จากตาราง  

- บรรทัดที่ 1 แสดง joint ตางๆ ที่เรากําลังพิจารณา 
- บรรทัดที่ 2 แสดงชิ้นสวนของคานที่เชื่อมตอกันที่ joint ตางๆ ในบรรทัดที่ 1 
- บรรทัดที่ 3 แสดงคา distribution factor (ในขั้นตอนที่ 2) 
- บรรทัดที่ 4 แสดงคา fixed-end moment เนื่องจากแรงกระทําที่เกิดขึ้นจากการยึด joint 

B  (ขั้นตอนที่ 3) 
- บรรทัดที่ 5 DM  และ CO  แสดงคา distributed moment (ในขั้นตอนที่ 4b) และ 

carry-over moment (ในขั้นตอนที่ 4c) ที่เกิดขึ้น ตามลําดับ 
- บรรทัดที่ 6 แสดงผลรวมของคา moment ที่เกิดจากการกระจายและการถายเท (ใน

ขั้นตอนที่ 4e) 
5.  หลังจากที่เราไดคา moment ที่เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวน AB , BA , BC , และ CB  แลว เราจะใช

สมการความสมดุลหาคาแรงเฉือนที่เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวนตางๆ ของคานเหลานั้นโดยใชแผนภาพ free-
body diagram ดังที่แสดงในรูป 3-5f 

6.  ทําการเขียนแผนภาพ shear diagram และ moment diagram ของชิ้นสวนเหลานั้นและหาแรงปฏิกิริยาที่
เกิดขึ้นที่จุดรองรับ 

3.3 Stiffness-Factor Modifications 
 เมื่อชิ้นสวนของคานหรือโครงขอแข็งและแรงกระทํามีลักษณะที่แตกตางไปจากที่เราใชในการหาสมการ stiffness 
factor (สมการที่ 3-1) แลว เราจะสามารถหาสมการ stiffness factor ของกรณีตางๆ เหลานั้นไดโดยใชสมการ slope-
deflection ซึ่ง stiffness factor ที่ไดมักจะถูกเรียกวา modified-stiffness factor 

modified-stiffness factor จะชวยทําใหเราทําการวิเคราะหโครงสรางโดยวิธี moment distribution ไดสะดวกขึ้น 
เพราะเมื่อเราใชคา modified-stiffness factor ของชิ้นสวนของโครงสรางใดแลว เราไมตองทําการยึดและปลดปลอย joint 
ของชิ้นสวนของโครงสรางนั้นอีกตอไป 

โดยทั่วไปแลว modified-stiffness factor จะถูกนิยามวาเปน moment ที่จะทําใหปลายดานใกลที่เรากําลัง
พิจารณาอยู (รองรับโดยหมุด) เกิดการหมุนเทากับ 1 หนวย ขณะที่ปลายดานไกลจะมีลักษณะการรองรับแบบที่เปนอยูจริง 
ในที่นี้ เราจะพิจารณาโครงสรางและแรงกระทําที่มีลักษณะดังตอไปนี้ 

1.) ปลายดานไกลของชิ้นสวนโครงสรางถูกรองรับโดยหมุด (pin) หรือ roller 
2.) โครงสรางและแรงกระทํามีความสมมาตร 
3.) โครงสรางมีความสมมาตรแตถูกกระทําโดยแรงแบบ antisymmetric 

1.) ปลายดานไกลของชิ้นสวนโครงสรางถูกรองรับโดย pin หรือ roller (Member Pin-Supported at Far End) 
 ในหลายกรณี เราจะพบวาโครงสราง statically indeterminate จะมีปลายดานนอกรองรับโดย pin และ/หรือ 
roller รูปที่ 3-6a แสดงตัวอยางของคานตอเนื่องที่ปลายดานนอกของคานถูกรองรับโดย pin และ roller ตามลําดับ 
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รูปที่ 3-6 

 

พิจารณาชิ้นสวน AB  ของโครงสรางใดๆ ที่มีคา flexural stiffness EI  คงที่ตลอดความยาว ดังที่แสดงในรูปที่ 
3-6b กําหนดให moment MAB  ที่กระทําที่จุด A  มีทิศทางตามเข็มนาฬิกาและทําใหชิ้นสวนของโครงสรางเกิดการ
เปล่ียนแปลงรูปรางดังที่แสดงโดยเสนประและปลาย A  และปลาย B  เกิดการหมุนเปนมุม Aθ  และ Bθ  ตามลําดับ 
ดังนั้น จากสมการ slope-deflection เราจะไดวา 

)2(2 BAAB L
IEM θθ +=  

0)2(2 =+= BABA L
IEM θθ  

 จากสมการ moment BAM  เราจะไดวา 

            
2
A

B
θ

θ −=  

แทนสมการ Bθ  ลงในสมการ MAB  เราจะได 

AAB L
EIM θ3

=  

ดังนั้น stiffness factor ของชิ้นสวนของโครงสราง AB  ในกรณีนี้จะอยูในรูป 

                          
L
EIK 3

=       (3-4) 

 เมื่อทําการเปรียบเทียบคา stiffness factor ที่ไดกับคา stiffness factor ในสมการที่ (3-1) แลว เราจะเห็นไดวา 
คา stiffness factor ในกรณีนี้จะเปน 3/4 เทาของคา stiffness factor ดังกลาว 
2.) โครงสรางและแรงกระทํามีความสมมาตร (Symmetric Structure and Loading) 

 
รูปที่ 3-7 

 

ในกรณีที่โครงสรางและแรงกระทํามีความสมมาตรรอบแกนใดแกนหนึ่ง เชน คานตอเนื่องดังที่แสดงในรูปที่ 3-7 
เปนตน แผนภาพ moment diagram ของคานจะมีความสมมาตรรอบแกนดังกลาวดวยและ moment ภายในที่เกิดขึ้นที่จุด 
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B  และ C  จะมีคาเทากันแตทิศทางตรงกันขาม (− =M MBC CB ) ซึ่งจะทําใหเกิดการหมุนที่จุด B  และ C  เปนมุม 
CB θθ =−   
จากสมการ slope-deflection เราจะไดวา 

M
L
EI

L
IE

L
IEM CBBC −=−=+−=+= θθθθθ 2)2(2)2(2  

M
L
EI

L
IE

L
IEM BCCB ==−=+= θθθθθ 2)2(2)2(2  

จากสมการทั้งสอง เราจะเห็นไดวา 

θ
L
EIM 2

=  

ดังนั้น stiffness factor ของ span กลางของคานในกรณีนี้จะอยูในรูป 

                      
L
EIK 2

=       (3-5) 

 โดยการเปรียบเทียบ เราจะเห็นไดวา คา stiffness factor ในกรณีนี้มีคาเปน 1/2 เทาของคา stiffness factor ใน
สมการที่ (3-1) 
3.) โครงสรางสมมาตรถูกกระทําโดยแรงแบบ antisymmetric (Symmetric Structure with Antisymmetric Loading) 

 
รูปที่ 3-8 

 

ในกรณีที่โครงสรางมีความสมมาตรแตถูกกระทําโดยแรงแบบ antisymmetric เชน คานตอเนื่อง ดังที่แสดงในรูปที่ 
3-8 เปนตน แผนภาพ moment diagram ของคานจะมีลักษณะ antisymmetric และ moment ภายในที่เกิดขึ้นที่จุด B  
และ C  จะมีคาเทากันและมีทิศทางเดียวกัน ( M M MBC CB= = ) ซึ่งจะทําใหเกิดการหมุนที่จุด B  และ C  เปนมุม 

θθθ == CB   
จากสมการ slope-deflection เราจะไดวา 

M
L
EI

L
IE

L
IEM CBBC ==+=+= θθθθθ 6)2(2)2(2  

M
L
EI

L
IE

L
IEM BCCB ==+=+= θθθθθ 6)2(2)2(2  

จากสมการทั้งสอง เราจะไดวา 

θ
L
EIM 6

=  

ดังนั้น stiffness factor ของ span กลางของคานในกรณีนี้จะอยูในรูป 

              
L
EIK 6

=       (3-6) 

 โดยการเปรียบเทียบ เราจะเห็นไดวา คา stiffness factor ในกรณีนี้มีคาเปน 3/2 เทาของคา stiffness factor ใน
สมการที่ (3-1) 
 ตารางที่ 3-1 แสดงการเปรียบเทียบคา stiffness factor ในกรณีตางๆ กับกรณีปกติในสมการที่ (3-1) 
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ตารางที่ 3-1 
กรณีที่พิจารณา รูปชิ้นสวนของโครงสราง 

A

ABM
θ

 
Modified  

K  
ปกติ 

      
 

L
EI AB4  ABK  

รองรับอยางงาย 
(Simple 
support)  

 

L
EI AB3  3

4
KAB  

Symmetric 
 

 
L
EI AB2  1

2
KAB  

Antisymmetric 
 

 
L
EI AB6  3

2
KAB  
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ตัวอยางที่ 3-1 
 จงทําการวิเคราะหคาน ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 3-1a เมื่อ EIEI AB =)(  และ EIEI BC 2)( =  โดยวิธี 
moment distribution จากนั้น จงเขียนแผนภาพ shear diagram และ moment diagram ราง elastic curve ของคาน และ
หาคา rotation ที่จุดรองรับ B  

 

 
รูปที่ Ex 3-1 

 

 1. คํานวณหา stiffness factors 

3
4)(4 EI

L
EI

K
AB

AB
AB ==  

5
8)(4 EI

L
EI

K
BC

BC
BC ==  

 

2. คํานวณหา distribution factors 
เนื่องจากปลายของคานที่จุด A  และจุด C  เปน fixed end ดังนั้น 

0
3/4

3/4)( =
+

=
EI

EIDF AB α
 

0
5/8

5/8)( =
+

=
EI

EIDF CB α
 

4545.0
5/83/4

3/4)( =
+

=
EIEI

EIDF BA  

5455.04545.01)( =−=BCDF  
 

 3. คํานวณหา fixed-end moment 

m-kN 4444.4
3

2)1(10)( 2

2

2

2

−=−=−=
L
PabFEM AB  

m-kN 2222.2
3

2)1(10)( 2

2

2

2

+=+=+=
L
bPaFEM BA  

m-kN 1667.4
12

)5(2
12

)(
22

−==−=
wLFEM BC  

m-kN 1667.4)( +=CBFEM  
 

 4. moment distribution 
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Joint A  B  C  
Member AB  BA  BC  CB  
DF  0 0.4545 0.5455 0 

FEM  -4.4444 +2.2222 -4.1667 +4.1667 
DM   +0.8838 +1.0607  
COM  +0.4419   +0.5304 
∑M  -4.003 +3.106 -3.106 +4.697 

 
 

5. เขียนแผนภาพ shear diagram และ moment diagram 
 เมื่อนําคา end moment ที่หาไดมาเขียน free-body diagram ของแตละชิ้นสวนของคาน เราจะไดแผนภาพ free 
body diagram ดังที่แสดงในรูปที่ EX 3-1b 
 

 
 

จากนั้น ใชสมการความสมดุลหาคาแรงเฉือนที่เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวนตางๆ ของคานแลว เราจะเขียนแผนภาพ shear 
diagram และ moment diagram ไดดังที่แสดงในรูปที่ Ex 3-1c 
 

      Ans. 
 

 6. รางแผนภาพ elastic curve ของคาน 
 จากแผนภาพ moment diagram และการรองรับของคาน เราจะรางแผนภาพ elastic curve ของคานได ดังที่
แสดงในรูปที่ Ex 3-1d 
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      Ans. 
 

10. หาคา rotation ที่จุดรองรับ B  
คาการเปลี่ยนตําแหนงที่เกิดขึ้นที่จุดตางๆ บนคานจะหาไดโดยใชวิธีการหาคาการโกงตัวที่ไดศึกษาผานไปแลว 

เชน วิธี slope-deflection วิธี conjugate beam และวิธี unit-load เปนตน โดยวิธี conjugate beam หรือวิธี unit-load จะ
เหมาะสมในการหาคาการโกงตัวของคาน และวิธี slope-deflection จะเหมาะสมในการหาคา rotation ที่จุดรองรับของ
คาน 

จากสมการ slope-deflection คา rotation ที่จุดรองรับ B  จะมีคาเทากับ 

BAABAB
AB

AB
BA FEM

L
EI

M )()32(2 +−+= ψθθ  

2222.2)2(
3
2106.3 += BEI θ  

EIB
663.0

=θ  

ซึ่งมีทิศหมุนตามเข็มนาฬิกา            Ans. 
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ตัวอยางที่ 3-2 
 จงทําการวิเคราะหคาน ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 3-2a โดยวิธี moment distribution จากนั้น ใหเขียนแผนภาพ 
shear diagram และ moment diagram และรางแผนภาพ elastic curve ของคาน กําหนดให EIEIBC 2.1=  และ 

EIEICD =  
 

 
รูปที่ Ex 3-2 

 

 เนื่องจากคาน ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 3-2a มีชิ้นสวน AB  เปนปลายยื่น ซึ่งชิ้นสวน AB  นี้จะไมรองรับ moment 
ที่ถายมาจากชิ้นสวน BC  และ CD  (distribution factor ของชิ้นสวน AB  มีคาเทากับศูนย) ดังนั้น เพื่อความสะดวกใน
การทําการกระจาย moment บนคาน เราจะทําการแยกชิ้นสวน AB  ออกจากคานแลว ทําการเขียนแผนภาพ free body 
diagram ได ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 3-2b จากนั้น ใหแรงเฉือนและ moment ภายในที่เกิดขึ้นที่จุดตัดกระทําตอคานที่จุด B  
ดังที่แสดงในรูปและเราจะทําการวิเคราะหคานไดดังตอไปนี้ 
 

 1. คํานวณหา stiffness factors 

EIEI
L
EI

K
BC

BC
BC 96.0

5
)2.1(44
===  

EIEI
L
EI

K
CD

CD
CD ===

4
44  

 

2. คํานวณหา distribution factors 
 เนื่องจากชิ้นสวน AB  เปนปลายยื่น ดังนั้น 

0)( =BADF  
1)(1)( =−= BABC DFDF  

 เนื่องจากปลายของคานที่จุด D  เปน fixed end ดังนั้น 

0)( =
+

=
EI

EIDF DC α
 

4898.0
96.0

96.0)( =
+

=
EIEI

EIDF CB  

5102.0)(1)( =−= CBCD DFDF  
 

 3. คํานวณหา fixed-end moment 
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 เนื่องจากชิ้นสวน AB  เปนปลายยื่น ดังนั้น 
m-kN 40)2(20)( +==BAFEM  

m-kN 333.83
12

)5(40
12

)(
22

−=−=−=
wLFEM BC  

m-kN 333.83
12

)(
2

+=+=
wLFEM CB  

 

 4. moment distribution 

 เนื่องจากคานถูกกระทําโดยโมเมนตภายนอกขนาด m-kN 10  ที่จุดตอ C  และมีทิศทางตามเข็มนาฬิกา 
โมเมนตภายนอกนี้จะตองถูกพิจารณาใหเปน fixed-end moment ที่กระทําตอช้ินสวนสมมุติชิ้นหนึ่ง ซึ่งจะมีทิศทางทวน
เข็มนาฬิกา ดังนั้น fixed-end moment  ดังกลาวจะมีคาเปนลบ ดังที่แสดงในตารางการคํานวณ 
 

Joint B  C  D  
Member BA  BC  CB  CD   DC  
DF  0 1 0.4898 0.5102  0 

FEM  +40 -83.333 +83.333  -10  

DM   +43.333 -35.919 -37.414   
COM   -17.960 +21.667   -18.707 

DM   +17.960 -10.612 -11.055   
COM   -5.306 +8.980   -5.528 

DM   +5.306 -4.308 -4.672   
COM   -2.154 +2.653   -2.336 
DM   +2.154 -1.299 -1.354   
COM   -0.650 +1.077   -0.667 

DM   +0.650 -0.528 -0.549   
COM   -0.264 +0.325   -0.275 

DM   +0.264 -0.159 -0.166   
COM   -0.080 +0.132   -0.083 

DM   +0.080 -0.065 -0.067   
COM   -0.033 +0.040   -0.033 

DM   +0.033 -0.020 -0.020   
∑M  40 -40 +65.297 -55.297 -10 -27.639 

 
5. เขียนแผนภาพ shear diagram และ moment diagram 

 เมื่อนําคา end moment ที่หาไดมาเขียนแผนภาพ free-body diagram ของแตละชิ้นสวนของคาน จากนั้น ใช
สมการความสมดุลหาคาแรงเฉือนที่เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวนตางๆ ของคานแลว เราจะเขียนแผนภาพ shear diagram 
และ moment diagram ไดดังที่แสดงในรูปที่ Ex 3-2c 
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6. รางแผนภาพ elastic curve ของคาน 
 จากแผนภาพ moment diagram และลักษณะการยึดรั้งคาน เราจะรางแผนภาพ elastic curve ของคานได ดังที่
แสดงในรูปที่ Ex 3-2d นอกจากนั้นแลว คาการเปลี่ยนตําแหนงที่เกิดขึ้นที่จุดตางๆ บนคาน เชน คาการโกงตัวที่ปลาย A  
ของคาน เปนตน จะหาไดโดยใชวิธีการหาคาการโกงตัวที่ไดศึกษาผานไปแลว เชน วิธี conjugate beam และวิธี unit-load 
เปนตน 
 

                       Ans. 
 

           Ans. 
 

 ขอใหสังเกตดวยวา เมื่อเราทําการตัดชิ้นสวน AB  ออกจากการทํา moment distribution แลว เราจะเห็นไดวา 
จุดรองรับ B  จะเปนจุดรองรับแบบ roller ที่อยูดานนอก ดังนั้น เราสามารถใชสมการ modified stiffness factors ในการ
หาคา stiffness factors BCK  ได และ เราจะทําการวิเคราะหคานนี้ไดงายขึ้นดังตอไปนี้ 
 

 1. คํานวณหา stiffness factors 
 เนื่องจากปลายของคานที่จุด B  เปน roller ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 3-2b ดังนั้น 

EIEI
L
EI

K
BC

BC
BC 72.0

5
)2.1(33
===  

EIEI
L
EI

K
CD

CD
CD ===

4
44  

 

2. คํานวณหา distribution factors 



Structural Analysis   3-17

 เนื่องจากปลายของคานที่จุด B  เปน roller ดังนั้น 

1
72.00

72.0)( =
+

=
EI
EIDF BC  

 เนื่องจากปลายของคานที่จุด D  เปน fixed end ดังนั้น 

0)( =
+

=
EI

EIDF DC α
 

4186.0
72.0

72.0)( =
+

=
EIEI

EIDF CB  

5814.0
72.0

)( =
+

=
EIEI

EIDF CD  
 

 3. คํานวณหา fixed-end moment 
 เนื่องจากปลายของคานที่จุด B  เปน roller และเราใชสมการ modified stiffness factors ดังนั้น 

m-kN 125
8

)5(40
8

)(
22

==+=
wLFEM CB  

 

 4. moment distribution 

 เนื่องจากจุด B  ของคานถูกกระทําโดยโมเมนตขนาด m-kN 40  ซึ่งมีทิศทางทวนเข็มนาฬิกา ดังนั้น โมเมนต
ดังกลาวจะถูกพิจารณาเปนโมเมนตที่มีคาเปนลบตาม sign convention ที่เราใช และจะถูกถายเทไปเปน fixed-end 
moment ที่ปลาย C  ของชิ้นสวน BC  โดยจะมีคาเทากับ m-kN 20)40(5.0 −=−  ดังที่แสดงในตารางการคํานวณ  
(ดูรูปที่ 3-6b ประกอบจะชวยใหเขาใจ concept ไดงายขึ้น) 
 

Joint B  C  D  
Member  CB  CD   DC  
DF  1 0.4186 0.5814  0 

โมเมนตที่เกิดจาก
โมเมนตภายนอก 

 
-40 

 
 

 
 

 
 

 

  -20    

FEM   +125  -10  
DM   -39.767 -55.233   
COM      -27.616 
∑M  -40 +65.233 -55.233 -10 -27.616 
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ตัวอยางที่ 3-3 
 จงทําการวิเคราะหคาน ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 3-3 โดยวิธี moment distribution จากนั้น จงเขียนแผนภาพ shear 
diagram และ moment diagram ของคานดังกลาว กําหนดให 2m-kN 10000=EI  และจุดรองรับ B  เกิดการทรุด
ตัวในแนวดิ่ง mm 5  

 

 
รูปที่ Ex 3-3 

 

 1. คํานวณหา stiffness factors 

EIEI
L
EIK
AB

AB ===
4

44  

เนื่องจากปลายของคานที่จุด C  เปน roller ดังนั้น 

EIEI
L
EIK
BC

BC 5.0
6

33
===  

 

2. คํานวณหา distribution factors 
 เนื่องจากปลายของคานที่จุด A  เปน fixed end ดังนั้น 

0)( =ABDF  
 เนื่องจากปลายของคานที่จุด C  เปน roller ดังนั้น 

1)( =CBDF  

6667.0
5.0

)( =
+

=
EIEI

EIDF BA  

3333.06667.01)( =−=BCDF  
 

 3. คํานวณหา fixed-end moment 

m-kN 75.18
4

)005.0)(10000(6                                    

6)()(

2

2

−=−=

∆
−==
L
EIFEMFEM BAAB

 

เนื่องจากปลายของคานที่จุด C  เปน roller ดังนั้น การทรุดตัวของจุดรองรับ B  จะทําใหเกิด fixed-end 
moment ที่มีทิศทางตามเข็มนาฬิกาที่ปลาย B  ของสวน BC  ของคาน 

m-kN 1667.4
6

)005.0)(10000(33)( 22 ==
∆

+=
L
EIFEM BC  
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 4. moment distribution 
 

Joint A  B  C  
Member AB  BA  BC  CB  
DF  1 0.6667 0.3333 1 

FEM  -18.75 -18.75 +4.1667 0 

DM   +9.7227 +4.8606  
COM  +4.8614    
∑M  -13.889 -9.027 +9.027 0 

 
5. เขียนแผนภาพ shear diagram และ moment diagram 

 เมื่อนําคา end moment ที่หาไดมาเขียน free-body diagram ของแตละชิ้นสวนของคาน จากนั้น ใชสมการความ
สมดุลหาคาแรงเฉือนที่เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวนตางๆ ของคานแลว เราจะเขียนแผนภาพ shear diagram และ moment 
diagram ไดดังที่แสดงในรูปที่ Ex 3-3b 
 

         Ans. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Structural Analysis   3-20

ตัวอยางที่ 3-4 
 จงทําการวิเคราะหคาน ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 3-4a โดยวิธี moment distribution จากนั้น จงเขียนแผนภาพ 
shear diagram และ moment diagram ของคาน สุดทาย จงทําการราง elastic curve ของคาน กําหนดให EI  มีคาคงที่ 
 

 
รูปที่ Ex 3-4 

 

 เมื่อพิจารณาการแอนตัวของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 3-4b เราจะเห็นไดวา คานมีการแอนตัวที่สมมาตรรอบจุด
กึ่งกลาง span ของชวง BC  ของคาน 
 

1. คํานวณหา stiffness factors 
เนื่องจากปลายของคานที่จุด A  เปน roller ดังนั้น 

EIEI
L
EIK
AB

AB 5.1
2

33
===  

 เนื่องจากความสมมาตรของคาน 

3
2

3
22 EIEI

L
EIK
BC

BC ===  
 

2. คํานวณหา distribution factors 
 เนื่องจากปลายของคานที่จุด A  เปน roller  ดังนั้น 1)( =ABDF  

6923.0
3/25.1

5.1)( =
+

=
EIEI
EIDF BA  

3077.06923.01)( =−=BCDF  
 

 3. คํานวณหา fixed-end moment 

m-kN 75.3
16

2)10(3
16

3)( =+=+=
PLFEM BA  

 

 4. moment distribution 
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Joint A  B  
Member AB  BA  BC  
DF  1 0.6923 0.3077 

FEM  0 3.75  
DM   -2.596 -1.154 
∑M  0 -1.154 -1.154 

 
5. เขียนแผนภาพ shear diagram และ moment diagram 

 เมื่อนําคา end moment ที่หาไดมาเขียนแผนภาพ free-body diagram ของแตละชิ้นสวนของคาน จากนั้น ใช
สมการความสมดุลหาคาแรงเฉือนที่เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวนตางๆ ของคานแลว เราจะเขียนแผนภาพ shear diagram 
และ moment diagram ไดดังที่แสดงในรูปที่ Ex 3-4c 
 

           Ans. 
 

6. รางแผนภาพ elastic curve ของคาน 
 จากแผนภาพ moment diagram และลักษณะการยึดรั้งของจุดรองรับของคาน เราจะรางแผนภาพ elastic curve 
ของคานได ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 3-4d 
 

       Ans. 
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ตัวอยางที่ 3-5 
 จงทําการวิเคราะหคาน ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 3-5a โดยวิธี moment distribution จากนั้น จงเขียนแผนภาพ 
shear diagram และ moment diagram ของคาน สุดทาย จงทําการราง elastic curve ของคาน กําหนดให EI  มีคาคงที่ 
 

 
รูปที่ Ex 3-5 

 

 เมื่อพิจารณาการแอนตัวของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 3-5b เราจะเห็นไดวา คานมีการแอนตัวแบบ 
antisymmetric รอบจุดกึ่งกลาง span ของชวง BC  ของคาน 
 

1. คํานวณหา stiffness factors 
เนื่องจากปลายของคานที่จุด A  เปน roller ดังนั้น 

EIEI
L
EIK
AB

AB 5.1
2

33
===  

 เนื่องจากความสมมาตรของคาน 

EIEI
L
EIK
BC

BC 2
3

66
===  

 

2. คํานวณหา distribution factors 
 เนื่องจากปลายของคานที่จุด A  เปน roller  ดังนั้น 1)( =ABDF  

4286.0
25.1

5.1)( =
+

=
EIEI

EIDF BA  

5714.04286.01)( =−=BCDF  
 

 3. คํานวณหา fixed-end moment 

m-kN 5.2
8
)2(5

8
)(

22

=+=+=
wLFEM BA  

 

 4. moment distribution 
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Joint A  B  
Member AB  BA  BC  
DF  1 0.4286 0.5714 

FEM  0 2.5  
DM   -1.072 -1.425 
∑M  0 -1.425 -1.425 

 
5. เขียนแผนภาพ shear diagram และ moment diagram 

 เมื่อนําคา end moment ที่หาไดมาเขียนแผนภาพ free-body diagram ของแตละชิ้นสวนของคาน จากนั้น ใช
สมการความสมดุลหาคาแรงเฉือนที่เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวนตางๆ ของคานแลว เราจะเขียนแผนภาพ shear diagram 
และ moment diagram ไดดังที่แสดงในรูปที่ Ex 3-5c 
 

              Ans. 
 

6. รางแผนภาพ elastic curve ของคาน 
 จากแผนภาพ moment diagram และลักษณะการยึดรั้งของจุดรองรับของคาน เราจะรางแผนภาพ elastic curve 
ของคานได ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 3-5d 
 

               Ans. 
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3.4 การวิเคราะห Frames ที่ไมมีการเซ (No Sidesway) โดยวิธี Moment Distribution 
 ขั้นตอนในการวิเคราะห frames ที่ไมมีการเซ (no sideway) มีลักษณะเชนเดียวกับขั้นตอนในการวิเคราะหคานที่
ไดกลาวถึงใน section ที่ 3-2 
ตัวอยางที่ 3-6 
 จงทําการวิเคราะหโครงขอแข็ง ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 3-6 โดยวิธี moment distribution พรอมทั้งเขียนแผนภาพ  
moment diagram และรางแผนภาพ elastic curve ของโครงขอแข็ง 
 

 
รูปที่ Ex 3-6 

 

 เนื่องจากโครงขอแข็ง ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 3-6a มีชิ้นสวน AB  เปนปลายยื่น ซึ่งจะไมมีการถาย moment จาก
ชิ้นสวน BC  และ BD  มายังชิ้นสวนนี้ของโครงขอแข็ง (distribution factor ของชิ้นสวน AB  มีคาเทากับศูนย) ดังนั้น 
เพื่อความสะดวกในการทําการกระจาย moment เราจะทําการแยกชิ้นสวน AB  ออกจากโครงขอแข็ง จากนั้น ใหแรงเฉือน
และ moment ภายในที่เกิดขึ้นที่จุดตัดกระทําตอจุดเชื่อมตอ B  และเราจะทําการวิเคราะหโครงขอแข็งไดดังตอไปนี้ 
 

 1. คํานวณหา stiffness factors 

5
8)(4 EI

L
EI

K
BC

BC
BC ==  

5
4)(4 EI

L
EIK
BD

BD
BD ==  

 

2. คํานวณหา distribution factors 
เนื่องจากชิ้นสวน AB  เปนปลายยื่น ดังนั้น 

0)( =BADF  
เนื่องจากปลายของคานที่จุด C  และจุด D  เปน fixed end ดังนั้น 

0
5/8

5/8)( =
+

=
EI

EIDF CB α
 

0
5/4

5/4)( =
+

=
EI

EIDF DB α
 

6667.0
12
8

5/85/4
5/8)( ==

+
=

EIEI
EIDF BC  
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3333.06667.01)( =−=BDDF  
 

 3. คํานวณหา fixed-end moment 
 เนื่องจากชิ้นสวน AB  เปนปลายยื่น ดังนั้น 

m-kN 54)5.1(36)( +=+=BAFEM  

m-kN 135
12

)5(8.64
12

)(
22

−=−=−=
wLFEM BC  

m-kN 135)( +=CBFEM  
 

 4. moment distribution 
 

Joint B  C  D  
Member BA  BC  BD  CB  DB  
DF  0 0.6667 0.3333 0 0 

FEM  +54 -135 0 +135 0 
DM   +54 +27   
COM     +27 +13.5 
∑M  +54 -81 +27 +162 +13.5 

 
5. เขียนแผนภาพ moment diagram 

 เมื่อนําคา end moment ที่หาไดมาเขียนแผนภาพ free-body diagram และใชสมการความสมดุลหาคาแรงตางๆ 
เราจะไดแผนภาพ free-body diagram ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 3-6b จากนั้น เราจะเขียนแผนภาพ moment diagram ได
ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 3-6c 
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                 Ans. 
 

6. รางแผนภาพ elastic curve ของคาน 
 จากแผนภาพ  moment diagram และลักษณะการยึดรั้งโครงขอแข็ง เราจะรางแผนภาพ elastic curve ของคาน
ได ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 3-6d 
 

                 Ans. 
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ตัวอยางที่ 3-7 
 จงทําการวิเคราะหโครงขอแข็ง ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 3-7a โดยวิธี moment distribution จากนั้น จงเขียน
แผนภาพ shear diagram และ moment diagram ของโครงขอแข็ง  สุดทาย จงทําการราง elastic curve ของโครงขอแข็ง 
กําหนดให EI  มีคาคงที่ 
 

 
รูปที่ Ex 3-7 

 

 เมื่อพิจารณารูปรางการโกงตัวของโครงขอแข็ง ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 3-7b เราจะเห็นไดวา โครงขอแข็งมีลักษณะ
ที่สมมาตร ดังนั้น เราจะพิจารณาโครงขอแข็งเพียงแคครึ่งเดียว 
 

1. คํานวณหา stiffness factors 

EIEI
L
EIK
AB

AB ===
4

44  

 เนื่องจากความสมมาตรของโครงขอแข็ง 

EIEI
L
EIK
BC

BC 5.0
4

22
===  

 

2. คํานวณหา distribution factors 
 เนื่องจากปลายของคานที่จุด A  เปน fixed end ดังนั้น 0)( =ABDF  

6667.0
5.0

)( =
+

=
EIEI

EIDF BA  

3333.06667.01)( =−=BCDF  
 

 3. คํานวณหา fixed-end moment 

m-kN 667.2
12

)4(2
12

)(
22

−=−=−=
wLFEM BC  

 

 4. moment distribution 
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Joint A  B  
Member AB  BA  BC  
DF  1 0.6667 0.3333 

FEM    -2.667 
DM   1.778 0.889 
∑M  0 1.778 -1.778 

 
5. เขียนแผนภาพ shear diagram และ moment diagram 

 เมื่อนําคา end moment ที่หาไดมาเขียนแผนภาพ free-body diagram ของแตละชิ้นสวนของคาน จากนั้น ใช
สมการความสมดุลหาคาแรงเฉือนที่เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวนตางๆ ของคานแลว เราจะเขียนแผนภาพ shear diagram 
และ moment diagram ไดดังที่แสดงในรูปที่ Ex 3-7c 
 

        Ans. 
 

6. รางแผนภาพ elastic curve ของคาน 
 จากแผนภาพ moment diagram และลักษณะการยึดรั้งโครงขอแข็ง เราจะรางแผนภาพ elastic curve ของคาน
ได ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 3-7d 
 

            Ans. 
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3.5 การวิเคราะห Frames ที่มีการเซ (Sidesway) โดยวิธี Moment Distribution 
 เมื่อโครงสรางมีรูปรางที่ไมสมมาตร และ/หรือ ถูกกระทําโดยแรงภายนอกที่ไมสมมาตรแลว โครงสรางจะเกิดการ
เซ (sidesway) ขึ้น ดังเชนโครงขอแข็งที่แสดงในรูปที่ 3-9a จากรูปเราจะเห็นไดวา ภายใตแรง P  moment ที่เกิดขึ้นที่ joint 
B  และ C  จะมีคาไมเทากัน โดยที่ M MB C>  ซึ่งผลตางของ moment ทั้งสองจะทําใหโครงขอแข็งนั้นเกิดการเซไป
ทางขวามือ ในการที่จะหา moment ภายในที่เกิดขึ้นที่ joint ตางๆ (สมมุติใหเปน M ) และระยะการเซโดยวิธี moment 
distribution นั้น เราจะตองใช principle of superposition เขามาชวย ซึ่งในกรณีนี้ โครงขอแข็ง ดังที่แสดงในรูปที่ 3-9a จะ
ถูกแยกออกเปนโครงขอแข็ง ดังที่แสดงในรูปที่ 3-9b บวกกับ โครงขอแข็ง ดังที่แสดงในรูปที่ 3-9c และเราจะรางขั้นตอน
การวิเคราะหอยางคราวๆ ไดดังนี้ 
 

 

 
รูปที่ 3-9 

 

1.  ภายใตการกระทําของแรง P  เราจะปองกันไมใหโครงขอแข็งเกิดการเซโดยการใสที่รองรับแบบหมุดที่ joint 
C  ดังที่แสดงในรูปที่ 3-9b จากนั้น ใชวิธี moment distribution หา moment ภายในที่เกิดขึ้นที่ joint ตางๆ 
(สมมุติใหเปน M o ) และใชสมการความสมดุลหาคาแรงปฏิกิริยา R  ที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับแบบหมุดที่ joint 

C  
2.  ใหแรงที่มีขนาดเทากับแรงปฏิกิริยา R  แตมีทิศทางตรงกันขามกระทําที่ joint C  ดังที่แสดงในรูปที่ 3-9c 

จากนั้น ทําการหา moment ภายในที่เกิดขึ้นที่ joint ตางๆ อยางไรก็ตาม เนื่องจากโครงขอแข็ง ดังที่แสดงใน
รูปที่ 3-9c จะเกิดการเซขึ้นภายใตการกระทําของแรง R  ซึ่งทําใหเราไมสามารถวิเคราะหโครงขอแข็งดังกลาว
ไดโดยตรง ดังนั้น เราจะตองทําการวิเคราะหหา moment ภายในโดยทางออม ซึ่งมีขั้นตอนดังตอไปนี้ 
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2.1 สมมุติใหโครงขอแข็งเกิดการเซเปนระยะ ∆′  ซึ่งเราจะสมมุติคาขึ้นมาคาหนึ่ง เนื่องจากแรง ′R  ซึ่ง
เราไมทราบคา ดังที่แสดงในรูปที่ 3-9d โดยที่ joint ตางๆ ของโครงขอแข็งจะถูกยึดไมใหมีการหมุน
เกิดขึ้น ดังนั้น เราจะไดวา 

0==== DCBA θθθθ  
2.2 หาคา fixed-end moment ที่เกิดขึ้นบนชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอแข็ง 

2

632)()(
ABABAB

BAAB L
EI

LL
IEFEMFEM ∆′

−=






 ∆′
−==  

0)()( == CBBC FEMFEM  

2

632)()(
CDCDCD

DCCD L
EI

LL
IEFEMFEM ∆′

−=






 ∆′
−==  

จากนั้น ใชวิธี moment distribution หาคาของ moment ภายในที่เกิดขึ้นที่ joint ตางๆ เนื่องจากการเซ
ของโครงขอแข็งในขอที่ 2.1 สมมุติใหมีคาเปน ′M  

2.3 หลังจากที่เราไดคา moment ′M  แลว เราจะใชสมการความสมดุลหาคาของแรงที่ไมทราบคา ′R  ที่
เกิดขึ้นที่ joint C  

2.4 เนื่องจากคาแรง ′R  ไดมาจากการสมมุติคาการเซ ∆′  และเนื่องจากโครงสรางมีพฤติกรรมแบบ linear 
elastic จาก principle of superposition และรูปที่ 3-9b และ 3-9d เราจะไดวา แรง R′  ที่หามาไดจะ
เปนสัดสวนกับแรงปฏิกิริยา R  โดยที่ 

0=′′− RCR  

R
RC
′

=′  

2.5 ทําการหาคาของ moment ที่เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอแข็ง M  จากสมการ 
M M C Mo= + ′ ′  
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ตัวอยางที่ 3-8 
 จงทําการวิเคราะหโครงขอแข็ง ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 3-8a โดยวิธี moment distribution เพื่อหาคา end moment 
ที่เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอแข็ง พรอมทั้งเขียน shear diagram และ moment diagram และราง
แผนภาพ elastic curve ของโครงขอแข็ง 

 

 
รูปที่ Ex 3-8 

 

 เนื่องจากโครงขอแข็งมีการเซเกิดขึ้น จาก principle of superposition เราจะแยกโครงขอแข็งดังกลาวออกเปน
โครงขอแข็ง 2 โครง ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 3-8b และ Ex 3-8c 
 

1. คํานวณหา stiffness factors 

EIEI
L
EIK
AB

AB
AB ===

4
4)(4  

 เนื่องจากจุดรองรับที่ C  เปน roller ดังนั้น 

EIEI
L
EI

K
BC

BC
BC 2

3
)2(3)(3
===  

 

2. คํานวณหา distribution factors 
เนื่องจากปลายของคานที่จุด A  เปน fixed end ดังนั้น  

0)( =ABDF  
 เนื่องจากปลายของคานที่จุด C  เปน roller ดังนั้น  

1)( =CBDF  

333.0
2

)( =
+

=
EIEI

EIDF BA  

667.0333.01)( =−=BCDF  
 

Case 1. หาคาแรงปฏิกิริยา R  ที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับแบบหมุดที่ joint B  (รูปที่ Ex 3-8b) 
 3. คํานวณหา fixed-end moment 

m-kN 44.4
2

)1(2)2(1
3
10

2
)(

2
2

2

2
2

2 −=







+−=








+−=

baab
L
PFEM BC  
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 นอกจากนั้นแลว  เราจะพิจารณาโมเมนตภายนอกขนาด m-kN 10  ที่มีทิศทางตามเข็มนาฬิกาและกระทําที่
จุดตอ B  ใหอยูในรูปของ fixed-end moment ที่กระทําที่ชิ้นสวนสมมุติ ซึ่งอยูในรูปของ overhang ได โดยที่จะมีคาเทากับ 

m-kN 10−  เนื่องจากมีทิศทางทวนเข็มนาฬิกา 
 

 4. moment distribution 
Joint A  B  C  

Member AB  BA  BC   CB  
DF  0 0.333 0.667  1 

FEM    -4.44 -10  

DM   +4.81 +9.63   
COM  +2.41     
∑= MM o  +2.41 +4.81 +5.19  0 

 
 

 5. หาคาแรงปฏิกิริยา R  ที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับแบบหมุดที่ joint B  
 

 
 

 พิจารณาแผนภาพ free-body diagram ของสวน AB  ของโครงขอแข็ง ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 3-8d เราจะไดวา 

 ∑ = ;0BM     kN 805.1
4

81.441.2
=

+
=AV  

ดังนั้น จากแผนภาพ free-body diagram ของโครงขอแข็ง ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 3-8e และสมการความสมดุลของแรงใน
แนวนอน เราจะไดวา 

∑ =←
+

;0xF      kN 805.1=R  
 

Case 2. หาคาแรงปฏิกิริยา R′  ที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับแบบหมุดที่ joint B  (รูปที่ Ex 3-8c) 
 6. สมมุติใหโครงขอแข็งเกิดการเซเปนระยะ ∆  ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 3-8c และทําใหเกิด fixed-end moment บน
สวน AB  ของโครงขอแข็งเทากับ  

m-kN 100)()( −== BAAB FEMFEM  
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 7. moment distribution 
 

Joint A  B  C  
Member AB  BA  BC  CB  
DF  0 0.333 0.667 1 

FEM  -100 -100   

DM   +33.3 +66.7  
COM  +16.65    
∑=′ MM  -83.35 -66.7 +66.7 0 

 
 

 8. หาคาแรงปฏิกิริยา R′  ที่กระทําที่ joint B และทําใหโครงขอแข็งเกิดการเซเปนระยะ ∆  
 

 
 

พิจารณาแผนภาพ free-body diagram ของสวน AB  ของโครงขอแข็ง ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 3-8f เราจะไดวา 

∑ = ;0BM     kN 51.37
4

35.837.66
=

+
=V  

ดังนั้น จากแผนภาพ free-body diagram ของโครงขอแข็ง ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 3-8g เราจะไดวา 

∑ =→
+

;0xF      kN 51.37=′R  
และมีทิศทางดังที่แสดงในรูป 
 

  9. หาคาสัมประสิทธิ์ C ′  
จาก principle of superposition และรูปที่ Ex 3-8b และ Ex 3-8c เราจะไดวา แรง R′  ที่หามาไดจะเปนสัดสวน

กับแรงปฏิกิริยา R  โดยที่ 0=′′− RCR  ดังนั้น 

0481.0
51.37

805.1
==

′
=′
R
RC  

 

10. หาคา moment ที่เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอแข็ง M  จากสมการ M M C Mo= + ′ ′  
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Joint A  B  C  
Member AB  BA  BC  CB  

oM  +2.41 +4.81 +5.19 0 

M ′  -83.35 -66.7 +66.7 0 
MC ′′  -4.01 -3.21 +3.21 0 

M M C Mo= + ′ ′  -1.60 +1.60 +8.40 0 
 
 

 11. เขียนแผนภาพ shear diagram และ moment diagram 
 เมื่อนําคา end moment ที่หาไดมาเขียน free-body diagram ของแตละชิ้นสวนของโครงขอแข็ง จากนั้น ใช
สมการความสมดุลหาคาแรงเฉือนที่เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอแข็งแลว เราจะเขียนแผนภาพ shear 
diagram และ moment diagram ไดดังที่แสดงในรูปที่ Ex 3-8h 
 

 12. รางแผนภาพ elastic curve ของโครงขอแข็ง 
 จากแผนภาพ moment diagram และลักษณะการยึดรั้งของจุดรองรับของโครงขอแข็ง เราจะรางแผนภาพ 
elastic curve ของโครงขอแข็งได ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 3-8i และคาการเปลี่ยนตําแหนงที่เกิดขึ้นที่จุดตางๆ บนโครงขอแข็ง
จะหาไดโดยใชวิธีการหาคาการโกงตัวที่ไดศึกษาผานไปแลว เชน วิธี unit-load เปนตน 
 

               Ans. 
 

 

                               Ans. 
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ตัวอยางที่ 3-9 
 จงทําการวิเคราะหโครงขอแข็ง ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 3-9a โดยวิธี moment distribution พรอมทั้งเขียนแผนภาพ 
moment diagram และรางแผนภาพ elastic curve ของคาน 
 

 
รูปที่ Ex 3-9 

 

เนื่องจากโครงขอแข็งมีการเซเกิดขึ้น จาก principle of superposition เราจะแยกพิจารณาโครงขอแข็งดังกลาว
ออกเปน 2 กรณี ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 3-9b และ Ex 3-9c 
 

 
 

1. คํานวณหา stiffness factors 

EIEI
L
EIK
AB

AB
AB 8.0

5
4)(4

===  

 เนื่องจากจุดรองรับที่ C  เปน roller ดังนั้น 

EIEI
L
EI

K
BC

BC
BC 2.1

5
6)(3

===  
 

2. คํานวณหา distribution factors 
เนื่องจากปลายของคานที่จุด A  เปน fixed end ดังนั้น 0)( =ABDF  

 เนื่องจากปลายของคานที่จุด C  เปน roller ดังนั้น 1)( =CBDF  

4.0
2.18.0

8.0)( =
+

=
EIEI

EIDF BA  

6.04.01)( =−=BCDF  
 

Case 1. หาคาแรงปฏิกิริยา R  ที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับแบบหมุดที่ joint B  (รูปที่ Ex 3-9b) 
 3. คํานวณหา fixed-end moment 
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m-kN 6.9
2

)3(2)2(3
5
10

2
)(

2
2

2

2
2

2 −=







+−=








+−=

baab
L
PFEM BC  

 

 4. moment distribution 
 

Joint A  B  C  
Member AB  BA  BC  CB  
DF  0 0.4 0.6 1 

FEM    -9.6  

DM   +3.84 +5.76  
COM  +1.92    
∑= MM o  +1.92 +3.84 -3.84 0 

 
 5. หาคาแรงปฏิกิริยา R  ที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับแบบหมุดที่ joint B  
 

 
 

 พิจารณาแผนภาพ free-body diagram ของสวน BC  ของโครงขอแข็ง ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 3-9e เราจะไดวา 

∑ = ;0CM     kN 768.6
5

84.3)3(10
=

+
=BRV  

จากแผนภาพ free-body diagram ของจุดตอ B  ของโครงขอแข็งและสมการความสมดุลของแรงในแนวดิ่ง เรา
จะไดวา แรงเฉือน BRV  ดังกลาวจะกระทําที่ปลายดาน  B  ของสวน AB  ของโครงขอแข็งดวย  

พิจารณาแผนภาพ free-body diagram ของสวน AB  ของโครงขอแข็ง เราจะไดวา 

 ∑ = ;0AM    kN 516.6
4

)3(768.684.392.1
=

++
=BLV  

สุดทาย จากแผนภาพ free-body diagram ของจุดตอ B  ของโครงขอแข็ง เราจะไดวา 

∑ =→
+

;0xF      kN 516.6=R  
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Case 2. หาคาแรงปฏิกิริยา R′  ที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับแบบหมุดที่ joint B  (รูปที่ Ex 3-9c) 
 6. สมมุติใหโครงขอแข็งเกิดการเซเปนระยะ ∆  ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 3-9c และทําใหเกิด fixed-end moment บน
สวน AB  ของโครงขอแข็งเทากับ m-kN 100  ดังนั้น 

m-kN 10024.0)(6)()( 2 −=∆−=
∆

−== EI
L
EIFEMFEM

AB

AB
BAAB  

และ fixed-end moment บนสวน BC  ของโครงขอแข็ง ซึ่งมีปลายดานหนึ่งเปน roller และมีคาการโกงตัว 5/3∆  ดังที่
แสดงในรูปที่ Ex 3-9e จะมีคาเทากับ  

∆=
∆

=
∆

= EIEI
L
EI

FEM
BC

BC
BC 144.0

5
)5/3)(2(3)(3

)( 22  

ดังนั้น เราจะไดวา  

m-kN 60
24.0

)100(144.0)( ==BCFEM  
 

 7. moment distribution 
 

Joint A  B  C  
Member AB  BA  BC  CB  
DF  0 0.4 0.6 1 

FEM  -100 -100 +60  

DM   +16 +24  
COM  +8    
∑=′ MM  -92 -84 +84 0 

 
 8. หาคาของแรงปฏิกิริยา R′  ที่กระทําที่ joint B และทําใหโครงขอแข็งเกิดการเซเปนระยะ ∆  
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พิจารณาแผนภาพ free-body diagram ของสวน BC  ของโครงขอแข็ง ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 3-9f จากสมการ
ความสมดุลของโมเมนตรอบจุด C  เราจะไดวา 

∑ = ;0CM     kN 8.16
5

84
==BRV  

จากแผนภาพ free-body diagram ของจุดตอ B  ของโครงขอแข็งและสมการความสมดุลของแรงในแนวดิ่ง เรา
จะไดวา แรงเฉือน BRV  ดังกลาวจะกระทําที่ปลายดาน  B  ของสวน AB  ของโครงขอแข็งดวย  

พิจารณาแผนภาพ free-body diagram ของสวน AB  ของโครงขอแข็ง เราจะไดวา 

 ∑ = ;0AM    kN 6.56
4

)3(8.168492
=

++
=BLV  

สุดทาย จากแผนภาพ free-body diagram ของจุดตอ B  ของโครงขอแข็ง เราจะไดวา 

∑ =←
+

;0xF      kN 6.56=′R  
 

 9. หาคาสัมประสิทธิ์ C ′  
จาก principle of superposition และรูปที่ Ex 3-9b และ Ex 3-9c เราจะไดวา แรง R′  ที่หามาไดจะเปนสัดสวน

กับแรงปฏิกิริยา R  โดยที่ 0=′′− RCR  ดังนั้น 

115.0
6.56

516.6
==

′
=′
R
RC  

 

10. หาคาของ moment ที่เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอแข็ง M  จาก M M C Mo= + ′ ′  
 

Joint A  B  C  
Member AB  BA  BC  CB  

oM  +1.92 +3.84 -3.84 0 

M ′  -92 -84 +84 0 
MC ′′  -10.58 -9.66 +9.66 0 

M M C Mo= + ′ ′  -8.66 -5.82 +5.82 0 
 

11.  เขียนแผนภาพ moment diagram 
 เมื่อนําคา end moment ที่หาไดมาเขียนแผนภาพ free-body diagram และใชสมการความสมดุลหาคาแรงตางๆ 
เราจะไดแผนภาพ moment diagram ไดดังที่แสดงในรูปที่ Ex 3-9g 
 

                  Ans. 



Structural Analysis   3-39

12. รางแผนภาพ elastic curve ของคาน 
 จากแผนภาพ moment diagram และลักษณะการยึดรั้งของจุดรองรับของโครงขอแข็ง เราจะรางแผนภาพ 
elastic curve ของโครงขอแข็งได ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 3-9h 

                 Ans. 
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3.6 การวิเคราะห Multistory Frames โดยวิธี Moment Distribution 
 โดยทั่วไปแลว โครงสรางมักจะมีจํานวนชั้นมากกวาหนึ่งชั้น ซึ่งทําใหการเซ (sidesway) ของโครงสรางมีจํานวน
มากกวาหนึ่งคา อยางไรก็ตาม โดยหลักการแลว การวิเคราะหโครงสรางในกรณีนี้ก็ไมไดแตกตางจากที่เราไดศึกษาไปแลว
ใน section ที่ 3.5 

 
รูปที่ 3-10 

  

พิจารณาโครงขอแข็งสองชั้น ดังที่แสดงในรูปที่ 3-10a ซึ่งถูกกระทําโดยแรงตางๆ และมีการเปลี่ยนรูปรางดังที่
แสดงโดยเสนประ ในกรณีนี้ ระยะการเซ ∆1  ที่เกิดขึ้นที่พื้นชั้นที่หนึ่งจะเปนอิสระกับระยะการเซ ∆ 2  ที่เกิดขึ้นที่พื้นชั้นที่
สอง โดยใช principle of superposition เราจะทําการวิเคราะหโครงขอแข็งสองชั้นนี้โดยใชวิธี moment distribution โดย
การแยกพิจารณาโครงขอแข็งออกเปนสามกรณี ดังที่แสดงในรูปที่ 3-10b ถึง 3-10d และเราจะรางขั้นตอนการวิเคราะห
อยางคราวๆ ไดวา 

1.  ทําการยึดโครงขอแข็งไมใหเกิดการเซ โดยใสหมุดไวในตําแหนงดังที่แสดงในรูปที่ 3-10b จากนั้น ทําการหาคา
ของ moment ที่ปลายของชิ้นสวนตางๆ ของโครงสราง ( M o ) และคาของแรงปฏิกิริยา R1  และ R2  ที่
เกิดขึ้นที่หมุดทั้งสอง โดยใชวิธี moment distribution และสมการความสมดุล ตามลําดับ 

2.  เอาหมุดที่พื้นชั้นแรกออกและทําการยึด joint ตางๆ ของโครงขอแข็งทั้งหมดไมใหมีการหมุนเกิดขึ้น จากนั้น 
ใหพื้นชั้นแรกเกิดการเซเปนระยะ ′∆  ซึ่งเราจะสมมุติคาขึ้นมาคาหนึ่ง เนื่องจากแรง ′R1  ซึ่งเราไมทราบ
คา ดังที่แสดงในรูปที่ 3-10c การเซที่สมมุติขึ้นมานี้จะทําใหเกิด fixed-end moment ขึ้นที่ปลายของชิ้นสวน
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ตางๆ ของโครงสราง จากนั้น ใชวิธี moment distribution และสมการความสมดุลหาคาของ moment ที่ปลาย
ของชิ้นสวนตางๆ ของโครงสราง ′M  และแรงปฏิกิริยา ′R1  และ ′R2  ตามลําดับ 

3.  ในลักษณะเดียวกันกับขอที่ 2 เอาหมุดที่พื้นชั้นที่สองออกและยึด joint ตางๆ บนโครงสรางทั้งหมดไมใหมีการ
หมุนเกิดขึ้น จากนั้น ใหพื้นชั้นที่สองเกิดการเซเปนระยะ ′′∆  ซึ่งเราจะสมมุติคาขึ้นมาคาหนึ่ง เนื่องจาก
แรง ′′R2  ซึ่งเราไมทราบคา ดังที่แสดงในรูปที่ 3-10d การเซที่สมมุติขึ้นนี้จะทําใหเกิด fixed-end moment ที่
ปลายของชิ้นสวนตางๆ ของโครงสราง จากนั้น ใชวิธี moment distribution และสมการความสมดุลหาคาของ 
moment ที่ปลายของชิ้นสวนตางๆ ของโครงสราง ′′M  และแรงปฏิกิริยา ′′R1  และ ′′R2  ได ตามลําดับ 

4.  เนื่องจากแรงปฏิกิริยา ′R1  และ ′R2  จากขอที่ 2 และแรงปฏิกิริยา ′′R1  และ ′′R2  จากขอที่ 3 ไดมาจากการ
สมมุติคาการเซของโครงสราง ดังนั้น เราจะตองหาคา factor ′C  และ ′′C  ที่จะตองใชในการปรับคาของ 
moment ที่หามาไดในขอที่ 2 และ 3 ใหสอดคลองกับที่เกิดจริง และเนื่องจากโครงสรางมีพฤติกรรมแบบ 
linear elastic เราจะไดวา 

− − ′ ′ + ′′ ′′ =R C R C R2 2 2 0  
− + ′ ′ − ′′ ′′=R C R C R1 1 1 0  

จากนั้น ทําการแกสมการสองชั้นหาคาของ ′C  และ ′′C  
5.  ทําการหาคาของ moment ที่เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอแข็ง M  จากสมการ 

M M C M C Mo= + ′ ′ + ′′ ′′  
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ตัวอยางที่ 3-10 
 จงเขียนแผนภาพ shear diagram และ moment diagram ของโครงขอแข็ง 2 ชั้น ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 3-10a 
โดยวิธี moment-distribution กําหนดให ชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอแข็งมี modulus of elasticity ที่เทากันและมีคา 
moment of inertia ดังที่แสดง จากนั้น จงทําการราง elastic curve ของโครงขอแข็ง 
 

 
รูปที่ Ex 3-10 

 

เนื่องจากโครงขอแข็งมีการเซเกิดขึ้น จาก principle of superposition เราจะแยกพิจารณาโครงขอแข็งดังกลาว
ออกเปน 3 กรณี ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 3-10b ถึง Ex 3-10d 
 

1. หาคา stiffness factor 

EIEIKK CDAB 5.2
8.4

)3(4
===  

EIEIKK BDAC 25.1
4.6

)2(4
===  

EIEIKCE 5.2
4.6

)4(4
==  

EIEIKDF 5.2
2.3

)2(4
==  

 

2. คํานวณหา distribution factors 
เนื่องจากจุดรองรับที่ E  และ F  เปน fixed end ดังนั้น 0)()( == FDEC DFDF  
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6667.0
5.15.2

5.2)( =
+

=
EIEI

EIDF AB  

3333.0
5.15.2

5.1)( =
+

=
EIEI

EIDF CA  

6667.0)( =BADF  
3333.06667.01)( =−=BDDF  

2000.0
5.25.225.1

25.1)( =
++

=
EIEIEI

EIDF CA  

4000.0
5.25.225.1

5.2)( =
++

=
EIEIEI

EIDF CD  

4000.04000.02000.01)( =−−=CEDF  
2000.0)( =DBDF  
4000.0)( =DCDF  
4000.0)( =DFDF  

 
Case 1. หาคาของแรงปฏิกิริยา 1R  และ 2R  ที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับแบบหมุดที่ joint B  และ D  (รูปที่ Ex 3-
10b) 
 3. เนื่องจากโครงสรางถูกรองรับโดยหมุดที่ joint B  และที่ joint D  ดังนั้น แรงในแนวนอน kN 12  และ 

kN 24  ที่กระทําที่จุด A  และ C  จะถูกตานโดยตรงจากจุดรองรับดังกลาว ตามลําดับ และแรงภายในที่เกิดขึ้นใน
ชิ้นสวนของโครงสรางจึงมีเฉพาะแรงกดอัดในแนวแกนของชิ้นสวน AB  และ CD  เทานั้น ซึ่งจะทําใหแรงปฏิกิริยา 1R  
และ 2R  ที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับแบบหมุดที่ joint B  และที่ joint D  มีคาเทากับ kN 12  และ kN 24  ตามลําดับ 
 
Case 2. หาคาของแรงปฏิกิริยา 1R′  และ 2R′  ที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับแบบหมุดที่ joint B  และ D  (รูปที่ Ex 3-
10c) 
 4. เอาจุดรองรับที่จุด E  ออก แตยังคงจุดรองรับไวที่จุด D  ไวและสมมุติใหโครงขอแข็งเกิดการเซเปนระยะ ∆′  
ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 3-10c และ m-kN 100=∆′EI  ซึ่งจะทําใหเกิด fixed-end moment บนชิ้นสวนสวนของโครงขอ
แข็งเทากับ 

m-kN 30.292930.0                                                                          
4.6

)2(6)()()()( 2

−=∆′−=

∆′
−====

EI

IEFEMFEMFEMFEM DBBDCAAC  

 

 5. moment distribution 
 ทําการวิเคราะหโครงสรางโดยวิธี moment-distribution ดังที่แสดงในตารางที่ Ex 3-10a 
 
 6. หาคาของแรงปฏิกิริยา 1R′  และ 2R′  ที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับแบบหมุดที่ joint B  และที่ joint D  
 นําคา end moment ที่หาไดในตารางที่ Ex 3-10a มาเขียนแผนภาพ free-body diagram ของชิ้นสวนตางๆ ของ
โครงสราง จากนั้น เราจะทําการเขียนแผนภาพ free-body diagram ของชิ้นสวน AB  และ CD  ไดดังที่แสดงในรูปที่ Ex 
3-10e สุดทาย ใชสมการความสมดุลของแรงในแนวนอน เราจะได 

kN 437.921 =′R  
kN 170.192 =′R  
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Case 3. หาคาของแรงปฏิกิริยา 1R ′′  และ 2R ′′  ที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับแบบหมุดที่ joint B  และ D  (รูปที่ Ex 3-
10d) 
 7. เอาจุดรองรับที่จุด D  ออก แตยังคงจุดรองรับไวที่จุด E  ไวและสมมุติใหโครงขอแข็งเกิดการเซเปนระยะ ∆ ′′  
ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 3-10d และ m-kN 100=∆ ′′EI  ซึ่งจะทําใหเกิด fixed-end moment บนชิ้นสวนสวนของโครงขอ
แข็งเทากับ 

m-kN 30.292930.0                                                                          
4.6

)2(6)()()()( 2

=∆ ′′=

∆ ′′
====

EI

IEFEMFEMFEMFEM DBBDCAAC  

m-kN 60.585860.0
4.6

)4(6)()( 2 −=∆ ′′−=
∆ ′′

−== EIIEFEMFEM ECCE  

m-kN 20.1171720.1
2.3

)2(6)()( 2 −=∆ ′′−=
∆ ′′

−== EIIEFEMFEM FDDF  
 

 8. moment distribution 
 ทําการวิเคราะหโครงสรางโดยวิธี moment-distribution ดังที่แสดงในตารางที่ Ex 3-10b 
 
 9. หาคาของแรงปฏิกิริยา 1R ′′  และ 2R ′′  ที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับแบบหมุดที่ joint B  และที่ joint D  
 นําคา end moment ที่หาไดในตารางที่ Ex 3-10b มาเขียนแผนภาพ free-body diagram ของชิ้นสวนตางๆ ของ
โครงสราง จากนั้น เราจะทําการเขียนแผนภาพ free-body diagram ของชิ้นสวน AB  และ CD  ไดดังที่แสดงในรูปที่ Ex 
3-10f สุดทาย ใชสมการความสมดุลของแรงในแนวนอน เราจะได 

kN 195.191 =′′R  
kN 116.132 =′′R  
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ตารางที่ Ex 3-10a 
Joint A  B  C  D  E  F  

Member AB  AC  BA  BD  CA  CD  CE  DB  DC  DF  EC  FD  
DF  0.6667 0.3333 0.6667 0.3333 0.2000 0.4000 0.4000 0.2000 0.4000 0.4000 0 0 

FEM  
DM  

0.00 
+19.53 

-29.30 
+9.77 

0.00 
+19.53 

-29.30 
+9.77 

-29.30 
+5.86 

0.00 
+11.72 

0.00 
+11.72 

-29.30 
+5.86 

0.00 
+11.72 

0.00 
+11.72 

0.00 
0.00 

0.00 
0.00 

COM  
DM  

+9.76 
-8.46 

+2.93 
-4.23 

+9.76 
-8.46 

+2.93 
-4.23 

+4.88 
-2.15 

+5.86 
-4.30 

0.00 
-4.29 

+4.88 
-2.15 

+5.86 
-4.30 

0.00 
-4.29 

+5.86 
0.00 

+5.86 
0.00 

COM  
DM  

-4.23 
+3.54 

-1.08 
+1.77 

-4.23 
+3.54 

-1.08 
+1.77 

-2.12 
+0.85 

-2.15 
+1.71 

0.00 
+1.71 

-2.12 
+0.85 

-2.15 
+1.71 

0.00 
+1.71 

-2.14 
0.00 

-2.14 
0.00 

COM  
DM  

+1.77 
-1.46 

+0.42 
-0.73 

+1.77 
-1.46 

+0.42 
-0.73 

+0.88 
-0.35 

+0.86 
-0.69 

0.00 
-0.70 

+0.88 
-0.35 

+0.86 
-0.69 

0.00 
-0.70 

+0.86 
0.00 

+0.86 
0.00 

COM  
DM  

-0.73 
+0.61 

-0.18 
+0.30 

-0.73 
+0.61 

-0.18 
+0.30 

-0.36 
+0.14 

-0.34 
+0.28 

0.00 
+0.28 

-0.36 
+0.14 

-0.34 
+0.28 

0.00 
+0.28 

-0.35 
0.00 

-0.35 
0.00 

COM  
DM  

+0.30 
-0.25 

+0.07 
-0.12 

+0.30 
-0.25 

+0.07 
-0.12 

+0.15 
-0.06 

+0.14 
-0.12 

0.00 
-0.11 

+0.15 
-0.06 

+0.14 
-0.12 

0.00 
-0.11 

+0.14 
0.00 

+0.14 
0.00 

COM  
DM  

-0.12 
+0.10 

-0.03 
+0.05 

-0.12 
+0.10 

-0.03 
+0.05 

-0.06 
+0.02 

-0.06 
+0.05 

0.00 
+0.05 

-0.06 
+0.02 

-0.06 
+0.05 

0.00 
+0.05 

-0.06 
0.00 

-0.06 
0.00 

COM  
DM  

+0.05 
-0.04 

+0.01 
-0.02 

+0.05 
-0.04 

+0.01 
-0.02 

+0.02 
0.00 

+0.02 
-0.02 

0.00 
-0.02 

+0.02 
0.00 

+0.02 
-0.02 

0.00 
-0.02 

+0.02 
0.00 

+0.02 
0.00 

COM  
DM  

-0.02 
+0.01 

0.00 
+0.01 

-0.02 
+0.01 

0.00 
+0.01 

-0.01 
0.00 

-0.01 
+0.01 

0.00 
+0.01 

-0.01 
0.00 

-0.01 
+0.01 

0.00 
+0.01 

-0.01 
0.00 

-0.01 
0.00 

M ′  +20.36 -20.36 +20.36 -20.36 -21.61 +12.96 +8.65 -21.61 +12.96 +8.65 +4.32 +4.32 
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ตารางที่ Ex 3-10b 
Joint A  B  C  D  E  F  

Member AB  AC  BA  BD  CA  CD  CE  DB  DC  DF  EC  FD  
DF  0.6667 0.3333 0.6667 0.3333 0.2000 0.4000 0.4000 0.2000 0.4000 0.4000 0 0 

FEM  
DM  

0.00 
-19.53 

+29.30 
-9.77 

0.00 
-19.53 

+29.30 
-9.77 

+29.30 
+5.86 

0.00 
+11.72 

-58.60 
+11.72 

+29.30 
+17.58 

0.00 
+35.16 

-117.20 
+35.16 

-58.60 
0.00 

-117.20 
0.00 

COM  
DM  

-9.76 
+4.55 

+2.93 
+2.28 

-9.76 
+0.65 

+8.79 
+0.32 

+4.88 
-2.54 

+17.58 
-5.08 

0.00 
-5.08 

-4.88 
-0.20 

+5.86 
-0.39 

0.00 
-0.39 

+5.86 
0.00 

+17.58 
0.00 

COM  
DM  

+0.32 
+0.63 

-1.27 
+0.32 

+2.28 
-1.45 

-0.10 
-0.73 

+1.14 
-0.19 

-0.20 
-0.38 

0.00 
-0.37 

+0.16 
+0.48 

-2.54 
+0.95 

0.00 
+0.95 

-2.54 
0.00 

-0.20 
0.00 

COM  
DM  

-0.72 
+0.55 

-0.10 
+0.27 

+0.32 
-0.37 

+0.24 
-0.19 

+0.16 
-0.13 

+0.48 
-0.25 

0.00 
-0.26 

-0.35 
+0.11 

-0.19 
+0.22 

0.00 
+0.22 

-0.18 
0.00 

+0.48 
0.00 

COM  
DM  

-0.18 
+0.18 

-0.06 
+0.06 

+0.28 
-0.23 

+0.06 
-0.11 

+0.14 
-0.05 

+0.11 
-0.10 

0.00 
-0.10 

-0.10 
+0.04 

-0.12 
+0.09 

0.00 
+0.09 

-0.13 
0.00 

+0.11 
0.00 

COM  
DM  

-0.12 
+0.09 

-0.02 
+0.05 

+0.09 
-0.07 

+0.02 
-0.04 

+0.03 
-0.01 

+0.04 
-0.03 

0.00 
-0.03 

-0.06 
+0.02 

-0.05 
+0.05 

0.00 
+0.04 

-0.05 
0.00 

+0.04 
0.00 

COM  
DM  

-0.04 
+0.03 

0.00 
+0.01 

+0.04 
-0.03 

+0.01 
-0.02 

+0.02 
-0.01 

+0.02 
-0.02 

0.00 
-0.01 

-0.02 
+0.01 

-0.02 
+0.01 

0.00 
+0.02 

-0.02 
0.00 

+0.02 
0.00 

COM  
DM  

-0.02 
+0.01 

0.00 
+0.01 

+0.02 
-0.01 

0.00 
-0.01 

0.00 
0.00 

0.00 
0.00 

0.00 
0.00 

-0.01 
0.00 

-0.01 
+0.01 

0.00 
+0.01 

0.00 
0.00 

+0.01 
0.00 

M ′′  -24.01 +24.01 -27.77 +27.77 +28.84 +23.89 -52.73 +42.07 +39.03 -81.10 -55.66 -99.16 
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9. หาคาสัมประสิทธิ์ C ′  และ C ′′  
จาก principle of superposition และรูปที่ Ex 3-10b ถึง Ex 3-10d เมื่อกําหนดใหแรงปฎิกริยาที่มีทิศพุงไปทาง

ขวามือเปนบวก เราจะไดวา 
0116.13170.1912 =′′+′−− CC  
0195.19437.9224 =′′−′+− CC  

 เมื่อทําการแกสมการสองชั้นเราจะได 
6455.0=′C  
8584.1=′′C  

ซึ่งจะทําใหเราไดคาการเซของโครงสรางที่เกิดขึ้นจริงบนชิ้นสวน CD  และชิ้นสวน AB  อยูในรูป 

EI
C 55.64

1 =∆′′=∆  

EI
C 84.185

2 =∆ ′′′′=∆  
 

10. หาคาของ moment ที่เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอแข็งหาไดจากสมการ 
M M C M C Mo= + ′ ′ + ′′ ′′  

ซึ่งเราจะได 
m-kN 34.22+=ABM  m-kN 34.22−=ACM  
m-kN 92.19+=BAM   m-kN 92.19 −=BDM  
m-kN 54.21−=CAM   m-kN 50.39+=CDM   
m-kN 96.17−=CEM  m-kN 00.13−=DBM   
m-49.27kN+=DCM   m-kN 27.36−=DFM  
m-kN 90.27−=ECM  m-kN 98.55−=FDM  

 
 

 11.เขียนแผนภาพ shear diagram และ moment diagram และรางแผนภาพ elastic curve ของโครงขอแข็ง 
 แผนภาพ shear diagram และ moment diagram ของโครงขอแข็ง และแผนภาพ elastic curve จะมีลักษณะ
ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 2-8e และ Ex 2-8f ตามลําดับ        Ans. 
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แบบฝกหัดทายบทที่ 3 
3-1 จงวิเคราะหและเขียนแผนภาพ shear diagram และ moment diagram ของคานดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 3-1 โดยใช
วิธี moment distribution กําหนดใหคานมีคา moment of inertia 46 m )10(50 −=I  และ modulus of elasticity 

GPa 200=E  จากนั้น จงราง elastic curve ของคาน 

 
รูปที่ Prob. 3-1 

 

3.2 กําหนดใหคานดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 3-2 มีคา moment of inertia 46 m )10(60 −=ABI  == CDBC II  
46 m )10(80 − และ modulus of elasticity GPa 200=E จงวิเคราะหคานโดยใชวิธี moment distribution เพื่อเขียน

แผนภาพ shear diagram และ moment diagram จากนั้น จงราง elastic curve ของคานและหาคาการโกงตัวที่จุด
กึ่งกลาง span BC  

 
รูปที่ Prob. 3-2 

 

3-3 จงวิเคราะหคานโดยใชวิธี moment distribution เพื่อเขียนแผนภาพ shear diagram และ moment diagram ของคาน 
ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 3-3 กําหนดให 2m-kN 10000== BCAB EIEI  และ 2m-kN 5000=CDEI  ดังที่
แสดงในรูปที่ Prob. 3-3 กําหนดใหคานมีการทรุดตัวในแนวดิ่งที่จุดรองรับ B  เทากับ mm 10  

 
รูปที่ Prob. 3-3 

 

3-4 กําหนดใหคาน ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 3-4 มีคา EI  คงที่ตลอดความยาวคาน จงวิเคราะหคานโดยใชวิธี moment 
distribution จากนั้น จงเขียนแผนภาพ shear diagram และ moment diagram และราง elastic curve 

 
รูปที่ Prob. 3-4 
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3-5 กําหนดใหคาน ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 3-5 มีคา 2m-kN 5000=EI  ตลอดชวงความยาวของคาน จงวิเคราะห
คานโดยใชวิธี moment distribution จากนั้น จงเขียน shear diagram, moment diagram และราง elastic curve ของ
คาน พรอมทั้งหาคาการโกงตัวที่จุดกึ่งกลาง span AB  

 
รูปที่ Prob. 3-5 

 
3-6 จงวิเคราะหโครงขอแข็ง ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 3-6 ซึ่งชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอแข็งมีคา 2m-kN 2000=EI
โดยใชวิธี moment distribution จากนั้น จงทําการเขียน shear diagram, moment diagram, และราง elastic curve 

 
รูปที่ Prob. 3-6 

 
3-7 จงวิเคราะหโครงขอแข็งโดยใชวิธี moment distribution เพื่อเขียนแผนภาพ shear diagram และ bending moment 
diagram ของโครงขอแข็ง ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 3-7 กําหนดให GPa 20=E  และชิ้นสวนของโครงขอแข็งมี 

46 mm)10(350=I  
 

 
รูปที่ Prob. 3-7 
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3-8 จงวิเคราะหโครงขอแข็งโดยใชวิธี moment distribution เพื่อเขียน shear diagram และ moment diagram ของโครง
ขอแข็ง ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 3-8 กําหนดใหชิ้นสวนของโครงขอแข็งมีคา flexural stiffness ดังที่แสดง จากนั้น จงทําการ
ราง elastic curve ของโครงขอแข็ง 

 
รูปที่ Prob. 3-8 

 

3-9 จงวิเคราะหโครงขอแข็งโดยใชวิธี moment distribution เพื่อเขียน shear diagram และ moment diagram ของโครง
ขอแข็ง ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 3-9 กําหนดใหชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอแข็งมี modulus of elasticity ที่เทากัน 

GPa 200=E  และมี moment of inertia 46 mm)10(20== CDAB II  และ 46 mm)10(40=BCI จากนั้น จง
ทําการราง elastic curve ของโครงขอแข็ง 

 
รูปที่ Prob. 3-9 

 

3-10 จงวิเคราะหโครงขอแข็งโดยใชวิธี moment distribution เพื่อเขียนแผนภาพ shear diagram และ moment diagram 
ของโครงขอแข็ง ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 3-10 กําหนดใหชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอแข็งมี EI  คงที่ จากนั้น จงทําการราง 
elastic curve ของโครงขอแข็ง 

 
รูปที่ Prob. 3-10 
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บทที่ 4 
Influence lines ของโครงสราง Statically Indeterminate 

 

4.1 บทนํา 
 จากวิชาทฤษฎีโครงสราง (Theory of structures) เราทราบมาแลววา แผนภาพอินฟลูเอ็นซไลน (influence line 
diagram) เปนแผนภาพที่แสดงการเปลี่ยนแปลงคาของฟงกชัน (function) ใดฟงกชันหนึ่ง เชน ฟงกชันของแรงปฏิกิริยา 
(reaction) ฟงกชันของแรงเฉือน (shear force) และฟงกชันของโมเมนตดัด (bending moment) เปนตน ที่จุดใดจุดหนึ่ง
บนโครงสราง เมื่อแรงกระทําขนาด 1 หนวยเคลื่อนที่ไปตามความยาวของโครงสราง 

แผนภาพ Influence line มีประโยชนในการหาตําแหนงและรูปแบบของกลุมน้ําหนักบรรทุกจร (live loads) ที่จะ
ทําใหเกิดแรงปฏิกิริยา แรงเฉือน และ bending moment ที่มีคาสูงสุด ที่จุดที่เรากําลังพิจารณาอยู 

พิจารณารูปที่ 4-1 ซึ่งแสดงตัวอยางการหาตําแหนงและรูปแบบของน้ําหนักบรรทุกที่ควรจะวางอยูบนคาน 
เพื่อที่จะทําใหเกิดคา moment สูงสุดที่จุด C  ของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 4-1a เนื่องจากน้ําหนักของคาน 1000 N/m
น้ําหนักบรรทุกจรแบบกระจายสม่ําเสมอ (uniform moving load) ขนาด 3000 N/m  และน้ําหนักบรรทุกจรแบบเปนจุด 
(concentrated moving load) ขนาด 8000 N  
 

 
รูปที่ 4-1 

 

โดยใชหลักการของ Muller - Breslau&& เราจะเขียนแผนภาพ influence line ของ moment ที่จุด C  ของคาน
ไดดังที่แสดงในรูปที่ 4-1b จากรูป เราจะเห็นไดวา 

1. เนื่องจากน้ําหนักของคานขนาด 1000 N/m เปนน้ําหนักบรรทุกคงที่ (dead load) ซึ่งมีการกระจายอยาง
สมํ่าเสมอตลอดความยาวของคาน ดังนั้น เราจะตองวางน้ําหนักของคานตลอดความยาวของคาน ดังที่แสดง
ในรูปที่ 4-1c 

2. เนื่องจากพื้นที่ใตแผนภาพ influence line ที่มีคาเปนบวก (จากจุด A  ถึงจุด B ) มีคามากกวาพื้นที่ใต
แผนภาพ influence line ที่มีคาเปนลบ (จากจุด B  ถึงปลายอิสระ) ดังนั้น เราจะตองวางน้ําหนักบรรทุกจร
แบบกระจายสม่ําเสมอขนาด 3000 N/m ที่ระยะจากจุด A  ถึงจุด B ) ดังที่แสดงในรูปที่ 4-1c 
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3. เนื่องจากคาพิกัดของ influence line ของ moment มีคาสูงสุดที่จุด C  ดังนั้น เราจะตองวางน้ําหนักบรรทุก
จรแบบเปนจุดขนาด 8000 N  ที่จุด C  ดังที่แสดงในรูปที่ 4-1c 

จากรูปแบบของน้ําหนักบรรทุกดังที่แสดงในรูปที่ 4-1c คา moment สูงสุดที่จุด C  จะหาไดจากผลคูณของพื้นที่
ใตแผนภาพ influence line ที่ระยะจากจุด A  ถึงจุด B  กับคาน้ําหนักบรรทุกแบบกระจายสม่ําเสมอขนาด 4000 N/m  
บวกกับผลคูณของคาพิกัดของ influence line ที่จุด C กับคาน้ําหนักบรรทุกแบบเปนจุด และลบดวยผลคูณของพื้นที่ใต
แผนภาพ influence line ที่ระยะจากจุด B  ถึงปลายอิสระกับคาน้ําหนักบรรทุกแบบกระจายสม่ําเสมอขนาด 1000 N/m
หรือ 

m-N 44000)1000(2)4(
2
1)8000(2)4000(2)8(

2
1)( max =−+=CM  

ซึ่งเราสามารถตรวจสอบความถูกตองของคาของ moment สูงสุดที่เกิดขึ้นจุดดังกลาวเนื่องจากน้ําหนักบรรทุกไดโดยใชวิธี
สถิตยศาสตร (statics) 
4.2 กฎผกผันของ Maxwell (Maxwell’s Theorem of Reciprocal Displacements) 

กฎผกผันของ Maxwell แสดงความสัมพันธที่นาสนใจมากของการเปลี่ยนตําแหนงที่เกิดขึ้นบนจุดสองจุดบน
โครงสราง โดยที่กฎผกผันของ Maxwell กลาววา 

คาการเปลี่ยนตําแหนง (displacement) ที่เกิดขึ้นที่จุด B  บนโครงสราง เนื่องจากแรงขนาด 1 หนวย 
(unit load)กระทําที่จุด A  ( BAf ) จะมีคาเทากับคาการเปล่ียนตําแหนงที่เกิดขึ้นที่จุด A  เนื่องจากแรงขนาด 1 
หนวยกระทําที่จุด B  ( ABf ) หรือ f BA = f AB   ดังที่แสดงในรูปที่ 4-2 
 

 
รูปที่ 4-2 

 

เราสามารถพิสูจนกฎผกผันของ Maxwell ไดโดยใชวิธี virtual work หรือวิธี unit load พิจารณาคาน ดังที่แสดงใน
รูปที่ 4-2 ระยะโกงตัวที่จุด B  เนื่องจากแรงขนาด 1 หนวยกระทําที่จุด A  ( f BA ) จะหาไดโดย 

1. หาคาโมเมนตภายในคานเนื่องจากแรง 1 หนวย ดังที่แสดงในรูปที่ 4-2a โดยใชสมการความสมดุล สมมุติวา
มีคาเปน mA  

2. เอาแรง 1 หนวยออก แลวให virtual force ขนาด 1 หนวยกระทําที่จุด B  ดังที่แสดงในรูปที่ 4-2b จากนั้น 
หาคาโมเมนตที่เกิดขึ้นภายในคานโดยใชสมการความสมดุล สมมุติวามีคาเปน  mB   

3. หาระยะโกงตัวที่จุด B  ( f BA ) เนื่องจากแรง 1 หนวยกระทําที่จุด A  จากสมการ ∫=∆
L

dx
EI
mM

0

  เมื่อ 

AmM =  และ Bmm =  ดังนั้น 

     f BA  = m m
EI

dxB A∫  
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ในลักษณะที่คลายคลึงกัน โดยวิธี virtual work ระยะโกงตัวที่จุด A  เนื่องจากแรง 1 หนวยกระทําที่จุด B  
( f AB ) ดังที่แสดงในรูปที่ 4-2b จะหามาไดจากสมการ 

     f AB  = m m
EI

dxA B∫  
เมื่อ BmM =  ซึ่งเปนโมเมนตภายในเนื่องจากแรง 1 หนวยกระทําที่จุด B  และ Amm =  ซึ่งเปนโมเมนตภายใน
เนื่องจาก virtual force ขนาด 1 หนวยกระทําที่จุด A  ดังที่แสดงในรูปที่ 4-2a  

เราจะเห็นไดวา จากสมการการโกงตัวทั้งสองขางตนวา ABBA ff =  

 ในกรณีของแรงคูควบ (couple) กฎผกผันของ Maxwell กลาววา  
คามุมลาดเอียงที่เกิดขึ้นที่จุด B  บนโครงสราง เนื่องจากโมเมนตขนาด 1 หนวย (unit moment) กระทํา

ที่จุด A  ( BAθ ) จะมีคาเทากับคามุมลาดเอียงที่เกิดขึ้นที่จุด A  เนื่องจากโมเมนตขนาด 1 หนวยกระทําที่จุด B  
( ABθ ) หรือ BAθ = ABθ   ดังที่แสดงในรูปที่ 4-3 

 
รูปที่ 4-3 

 

ในกรณีของการโกงตัวและมุมลาดเอียง กฎผกผันของ Maxwell กลาววา  
คามุมลาดเอียงที่มีหนวยเปนเรเดียน (radian) ที่เกิดขึ้นที่จุด B  บนโครงสราง เนื่องจากแรงขนาด 1 

หนวยกระทําที่จุด A  จะมีคาเทากับระยะโกงตัวที่เกิดขึ้นที่จุด A  เนื่องจากโมเมนตขนาด 1 หนวยกระทําที่จุด 
B  หรือ BAθ = f AB  ดังที่แสดงในรูปที่ 4-4 

 
รูปที่ 4-4 

 

 กฎผกผันของ Maxwell นี้ใชไดเมื่อวัสดุของโครงสรางยังคงมีพฤติกรรมอยูในชวงยืดหยุนเชิงเสน (linear elastic) 
และเปนไปตามกฏของฮุค (Hooke’s law) ภายใตการกระทําของน้ําหนักบรรทุก 

กฎผกผันของ Maxwell จะชวยลดการคํานวณหาคาการเปลี่ยนตําแหนงบนโครงสราง โดยเฉพาะในการเขียน
สมการความสอดคลอง (compatibility equations) ในการวิเคราะหโครงสรางที่มี degree of indeterminacy สูงๆ โดยวิธี
เปล่ียนรูปรางตอเนื่อง (consistent deformation) ซึ่งจะทําใหวิธีการวิเคราะหโครงสรางดังกลาวมีความยุงยากนอยลง 
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เมื่อกฎผกผันของ Maxwell ถูกเขียนใหอยูในรูปแบบทั่วไปแลว กฎนี้จะถูกเรียกวา Betti’s Law ซึ่งจะกลาวอยาง
ส้ันๆ ไดวา virtual work U AB  ที่เกิดจากแรงชุด PB∑ เมื่อโครงสรางมีการเปลี่ยนตําแหนงเนื่องจากแรงชุด 
PA∑ จะมีคาเทากับ virtual work UBA  ที่เกิดจากแรงชุด PA∑ เมื่อโครงสรางมีการเปล่ียนตําแหนง

เนื่องจากแรงชุด PB∑ หรือ U AB = UBA  
4.3 อินฟลูเอ็นไลนของคาน Statically Indeterminate 

ในวิชาทฤษฎีโครงสราง เราไดใชหลักการ Muller - Breslau&&  ในการเขียนแผนภาพ influence line ของแรง
ปฏิกิริยา แรงเฉือน และ bending moment  ที่จุดๆ หนึ่งของคาน statically determinate ไปแลว ใน section นี้ เราจะได
ศึกษาถึงการใชหลักการดังกลาวในการเขียนแผนภาพ influence line บนคาน statically indeterminate 

Breslau-lleruM &&  principle 
 หลักการ Muller - Breslau&& ชวยทําใหเรารางแผนภาพ influence line ไดเร็วขึ้น โดยหลักการนี้กลาววา 

“รูปรางของแผนภาพ influence line ของฟงกชันใดๆ (แรงปฏิกิริยา หรือแรงเฉือน หรือ bending moment) ที่จุด
ใดจุดหนึ่งในโครงสรางจะมีรูปรางเหมือนกับรูปการโกงตัว (elastic curve) ของโครงสรางนั้น เมื่อโครงสรางนั้นถูกกระทํา
โดยฟงกชันที่จุดดังกลาว และหนาตัดที่จุดดังกลาวไมมีความตานทานตอฟงกชันที่กระทํา” 

พิจารณารูปที่ 4-5 จากหลักการของ Muller - Breslau&& เราจะไดวา 

 
(a) Influence line ของแรงปฏิกิริยาที่จุด A  

 

 
(b) Influence line ของแรงเฉือนที่จุด C  

 

(
c) Influence line ของ moment ที่จุด C  

รูปที่ 4-5 
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1. เมื่อเราตองการรางแผนภาพ influence line ของแรงปฏิกิริยาในแนวดิ่งที่จุด A  ( yA ) ของคาน ดังที่แสดง
ในรูปที่ 4-5a เราจะเอาความตานทานตอแรงปฏิกิริยา yA  ออก (ซึ่งจะทําใหจุดรองรับแบบหมุด (pin) 
เปล่ียนเปน roller guide) จากนั้น ใหแรงปฏิกิริยา yA  กระทําตอคาน ซึ่งจะทําใหคานเกิดการเปลี่ยนแปลง
รูปรางดังที่แสดงโดยเสนประ รูปรางดังกลาวจะเปนภาพรางของแผนภาพ influence line ของแรงปฏิกิริยา 
yA  

2. เมื่อเราตองการรางแผนภาพ influence line ของแรงเฉือนที่จุด C  ( CV )  ของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 4-5b 
เราจะเอาความตานทานตอแรงเฉือน CV  ออก (ซึ่งจะทําใหจุด C  เปล่ียนเปน roller guide) จากนั้น ใหแรง
เฉือน CV  ซึ่งมีคาเปนบวกกระทําตอคาน ซึ่งจะทําใหคานเกิดการเปลี่ยนแปลงรูปรางดังที่แสดงโดยเสนประ 
รูปรางดังกลาวจะเปนภาพรางของแผนภาพ influence line ของแรงเฉือนที่จุด C  

3. เมื่อเราตองการรางแผนภาพ influence line ของ moment ที่จุด C  ( CM )  ของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 4-
5c เราจะเอาความตานทานตอ moment CM  ออก (ซึ่งจะทําใหจุด C  เปล่ียนเปน internal hinge) 
จากนั้น ให moment CM  ซึ่งมีคาเปนบวกกระทําตอคาน ซึ่งจะทําใหคานเกิดการเปลี่ยนแปลงรูปรางดังที่
แสดงโดยเสนประ รูปรางดังกลาวจะเปนภาพรางของแผนภาพ influence line ของ moment ที่จุด C  

การพิสูจนวาหลักการ Muller - Breslau&&  สามารถใชในการรางแผนภาพ influence line ของคาน statically 
indeterminate ทําไดดังนี้ 
อินฟลูเอ็นไลนของแรงปฏิกิริยาที่จุด A  หรือ yA  

 
รูปที่ 4-6 
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 ในการเขียนแผนภาพอินฟลูเอ็นไลนของแรงปฏิกิริยาที่จุด A  ( yA ) ของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 4-6a ซึ่งเปนคาน
ที่มี degree of indeterminacy เทากับ 1 นั้น เราจะใหแรงขนาด 1 หนวยกระทําที่จุดตางๆ บนคาน แลวคํานวณหาคาของ
แรงปฏิกิริยา yA  เนื่องจากแรง 1 หนวยที่ตําแหนงเหลานั้น จากนั้น เมื่อเรานําคาแรงปฏิกิริยา yA  ที่ไดมา plot เทียบกับ
ตําแหนงของแรง 1 หนวย เราก็จะไดแผนภาพอินฟลูเอ็นไลนของแรงปฏิกิริยา yA  นอกจากนั้นแลว เราจะสามารถหา
สมการของพิกัดของแรงปฏิกิริยา yA  ไดโดยการพิจารณาคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 4-6 ดังตอไปนี้ 

1. กําหนดใหแรง 1 หนวยกระทําที่จุด D  ของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 4-6a 
2. โดยวิธีเปล่ียนรูปรางตอเนื่อง เราจะใหแรงปฏิกิริยา yA  เปนแรงเกินจําเปน (redundant)  
3. จาก principle of superposition เราจะแยกพิจารณาคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 4-6a  ออกไดเปน 2 กรณีคือ 

คานซึ่งถูกกระทําโดยแรง 1 หนวยและมีการเปลี่ยนแปลงรูปราง ดังที่แสดงในรูปที่ 4-6b และคานซึ่งถูก
กระทําโดยแรงปฏิกิริยา yA  และมีการเปลี่ยนแปลงรูปราง ดังที่แสดงในรูปที่ 4-6c  

4. กําหนดใหแรงปฏิกิริยา yA  ดังที่แสดงในรูปที่ 4-6c มีขนาดเทากับ 1 หนวย เราจะไดการเปลี่ยนแปลงรูปราง
ของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 4-6d 

5. จากเงื่อนไขความสอดคลองของการเปลี่ยนตําแหนงที่จุดรองรับ A  และการเปลี่ยนแปลงรูปราง ดังที่แสดง
ในรูปที่ 4-6a ถึง 4-6c เราจะเขียนสมการความสอดคลอง (compatibility equation) ไดในรูป 

0 = +f A fAD y AA   

ดังนั้น      A
f

fy
AA

AD= −
1

( )   

6. จากรูปที่ 4-6b และ 4-6d และจากกฎผกผันของ Maxwell เราจะไดวา f fAD DA= −  (เครื่องหมาย
แตกตางกันเนื่องจาก ADf  มีทิศทางพุงขึ้น แต DAf  มีทิศทางพุงลง) ดังนั้น เราจะเขียนสมการของ Ay  
ใหมไดในรูป 

A
f

fy
AA

DA=
1

( )  

จากสมการขางตนและจากรูปที่ 4-6d เราจะสรุปไดวา แผนภาพอินฟลูเอ็นไลนของแรงปฏิกิริยา Ay  จะมีรูปราง
เชนเดียวกับลักษณะการโกงตัวของคาน เมื่อเราเอาความตานทานตอแรงปฏิกิริยา yA  ออก จากนั้น ใหแรงปฏิกิริยา 
Ay = 1  กระทําตอคาน และพิกัดของแผนภาพอินฟลูเอ็นไลนดังกลาวจะมีคาเทากับคาการแอนตัวของคานที่จุด D  ใดๆ 
เนื่องจากแรง 1 หนวยกระทําที่จุด A  ( )f DA  หารดวยคาการแอนตัวของคานที่จุด A  เนื่องจากแรง 1 หนวยกระทําที่จุด 
A  ( )f AA ซึ่งขอสรุปนี้สอดคลองกับหลักการ Muller - Breslau&&  

อินฟลูเอ็นไลนของแรงเฉือนที่จุด E  
ในการเขียนแผนภาพอินฟลูเอ็นไลนของแรงเฉือนที่จุด E  ( EV ) ของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 4-7a เราจะใหแรง

ขนาด 1 หนวยกระทําที่จุดตางๆ บนคาน แลวคํานวณหาคาของแรงเฉือน EV  เนื่องจากแรง 1 หนวยที่ตําแหนงเหลานั้น 
จากนั้น เมื่อเรานําคาแรงเฉือน EV  ที่ได มา plot เทียบกับตําแหนงของแรง 1 หนวย เราก็จะไดแผนภาพอินฟลูเอ็นไลนของ
แรงเฉือน EV  นอกจากนั้นแลว เราจะสามารถหาสมการของพิกัดของแรงเฉือน EV  ไดโดยการพิจารณาคาน ดังที่แสดงใน
รูปที่ 4-7 ดังตอไปนี้ 

1. กําหนดใหแรง 1 หนวยกระทําที่จุด D  ดังที่แสดงในรูปที่ 4-7a 
2. โดยวิธีเปล่ียนรูปรางตอเนื่อง เราจะกําหนดใหแรงเฉือน EV  เปนแรงเกินจําเปน (redundant)  
3. จาก principle of superposition เราจะแยกพิจารณาคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 4-7a  ออกไดเปน 2 กรณีคือ 

คาน ดังที่แสดงในรูปที่ 4-7b และคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 4-7c (ในที่นี้ให EV  มีคาเทากับบวก 1 หนวย) โดย



Structural Analysis   4-7

คานทั้งสองจะถูกตัดที่จุด E  ออกเปน 2 สวนคือ AE  และ EDC  และรอยตัดดังกลาวจะถูกเชื่อมตอกัน
โดย roller guide ที่ไมรับแรงเฉือน แตรับโมเมนตดัดและแรงในแนวแกนได 

4. จากรูปรางการโกงตัวของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 4-7b และ 4-7c และจากเงื่อนไขความสอดคลองของการ
เปล่ียนตําแหนงที่จุด E  ซึ่งจะตองมีการเปลี่ยนตําแหนงสัมพัทธเทากับศูนย เราจะเขียนสมการความ
สอดคลอง (compatibility equation) ไดในรูป 

EEEED fVf +=0   
ดังนั้น      )(1

ED
EE

E f
f

V −=  

5. จากรูปที่ 4-7b และ 4-7c และจากกฎผกผันของ Maxwell เราจะไดวา DEED ff −=  (เครื่องหมาย
แตกตางกันเนื่องจาก EDf  มีการเปลี่ยนตําแหนงสัมพัทธที่จุด E  ของสวน AE  และสวน EDC  ใน
ทิศทางพุงขึ้น แต DEf  มีทิศทางพุงลง) ดังนั้น เราจะเขียนสมการของแรงเฉือนที่จุด E  ใหมไดในรูป 

V
f

fE
EE

DE=
1  

รูปที่ 4-7 
 

จากสมการขางตนและและจากรูปที่ 4-7c เราจะสรุปไดวา แผนภาพอินฟลูเอ็นไลนของแรงเฉือนที่จุด E  จะมี
รูปรางเชนเดียวกับลักษณะการโกงตัวของคาน เมื่อเราเอาความตานทานตอแรงเฉือนที่จุด E  ออก จากนั้น ใหแรงเฉือนที่
มีคาบวก 1 หนวยกระทําที่จุด E  และพิกัดของแผนภาพอินฟลูเอ็นไลนดังกลาวจะมีคาเทากับคาการโกงตัวของคานที่จุด 
D  ใดๆ เนื่องจากแรงเฉือนบวก 1 หนวยกระทําที่จุด E  ( )f DE  หารดวยคาการโกงตัวของคานที่จุด E  เนื่องจากแรง
เฉือนบวก 1 หนวยกระทําที่จุด E  ( )f EE  ซึ่งขอสรุปนี้สอดคลองกับหลักการ Muller - Breslau&&  
อินฟลูเอ็นไลนของโมเมนตที่จุด E  
 ในการเขียนแผนภาพอินฟลูเอ็นไลนของโมเมนตที่จุด E  ( EM ) ของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 4-8a เราจะใหแรง
ขนาด 1 หนวยกระทําที่จุดตางๆ บนคาน แลวคํานวณหาคาของโมเมนต EM  เนื่องจากแรง 1 หนวยที่ตําแหนงเหลานั้น 
จากนั้น เมื่อเรานําคาโมเมนต EM  ที่ได มา plot เทียบกับตําแหนงของแรง 1 หนวย เราก็จะไดแผนภาพอินฟลูเอ็นไลน
ของโมเมนต EM  นอกจากนั้นแลว เราจะสามารถหาสมการของพิกัดของโมเมนต EM  ไดโดยการพิจารณาคาน ดังที่
แสดงในรูปที่ 4-8 ดังตอไปนี้ 

1. กําหนดใหแรง 1 หนวยกระทําที่จุด D   ดังที่แสดงในรูปที่ 4-8a 
2. โดยวิธีเปล่ียนรูปรางตอเนื่อง เราจะใหโมเมนต EM  เปนแรงเกินจําเปน (redundant) 
3. จาก principle of superposition เราจะแยกพิจารณาคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 4-8a  ออกไดเปน 2 กรณีคือ 

คาน ดังที่แสดงในรูปที่ 4-8b และคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 4-8c (ในที่นี้ให EM  มีคาเทากับบวก 1 หนวย) 
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โดยคานทั้งสองจะถูกตัดที่จุด E  ออกเปน 2 สวนคือ AE  และ EDC  และรอยตัดดังกลาวจะถูกเชื่อมตอ
กันโดยหมุดภายใน (internal hinge) ที่ไมรับโมเมนตดัด แตรับแรงเฉือนและแรงในแนวแกนได 

4. จากรูปรางการโกงตัวของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 4-8b และ 4-8c และจากเงื่อนไขความสอดคลองของการ
เปล่ียนตําแหนงที่จุด E  ซึ่งจะตองมีการเปลี่ยนหมุนสัมพัทธเทากับศูนย เราจะเขียนสมการความสอดคลอง 
(compatibility equation) ไดวา 

EEEED M αα +=0   
ดังนั้น      )(1

ED
EE

EM α
α

−=  

5. จากรูปที่ 4-8b และ 4-8c และจากกฎผกผันของ Maxwell เราจะไดวา )( DEED f−=α  ( DEf  มีคาเปน
ลบเพราะมีทิศทางพุงลง) ดังนั้น เราจะเขียนสมการของ moment ที่จุด E  ใหมไดเปน 

DE
EE

E fM
α

1
=  

 
รูปที่ 4-8 

 

จากสมการขางตนและและจากรูปที่ 4-8c เราจะสรุปไดวา แผนภาพอินฟลูเอ็นไลนของโมเมนตที่จุด E  จะมี
รูปรางเชนเดียวกับลักษณะการโกงตัวของคาน เมื่อเราเอาความตานทานตอโมเมนตที่จุด E  ออกและใหโมเมนตที่มีคา
บวก 1 หนวยกระทําตอคานที่จุดดังกลาว โดยที่คาพิกัดของแผนภาพอินฟลูเอ็นไลนดังกลาวจะมีคาเทากับระยะโกงตัวของ
คานที่จุด D  ใดๆ เนื่องจากโมเมนตที่มีคาบวก 1 หนวยกระทําที่จุด E  ( )f DE  หารดวยคามุมลาดเอียงของคานที่จุด 
E  เนื่องจากโมเมนตที่มีคาบวก 1 หนวยกระทําที่จุด E  )( EEα  ซึ่งขอสรุปนี้สอดคลองกับหลักการ Muller - Breslau&&  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Structural Analysis   4-9

ตัวอยางที่ 4-1 
 จงตอบคําถามตอไปนี้ 
 1. กําหนดใหคาน statically indeterminate มีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ Ex 4-1 จงรางแผนภาพ influence line 
ของแรงปฏิกิริยา แรงเฉือน และโมเมนตดัด (bending moments) ตอไปนี้ AR , ER , CM , CLV , CRV , HM , และ 
HV  พรอมทั้งเขียนสมการที่จะใชในการหาพิกัดของ influence line ดังกลาว 

 จากหลักการของ Muller - Breslau&&  เราจะรางแผนภาพ influence line ของ AR , ER , CM , CLV , CRV , 
HM , และ HV  ไดดังที่แสดงในรูปที่ Ex 4-1 โดยที่เราจะเขียนสมการที่ใชหาพิกัดของ influence line ของแรงปฏิกิริยา 

แรงเฉือน และโมเมนตดัดไดในรูป AR = 
AA

xA

f
f , ER = 

EE

xE

f
f , CM = 

CC

xCf
α

, CLV  = 
CCL

xCL

f
f , CRV = 

CCR

xCR

f
f , HM = 

HH

xHf
α

, และ HV = 
HH

xH

f
f  ตามลําดับ 

 

                                    Ans. 

       Ans. 
รูปที่ Ex 4-1 

 

 2. จงทําการวางน้ําหนักบรรทุกจรที่มีการกระจายคงที่ (uniformly distributed live load) ที่ทําใหเกิดคาสูงสุดของ
แรงปฏิกิริยา ER  และโมเมนตดัด CM , และ HM  
 จากการสังเกตลักษณะของแผนภาพ influence line ของ ER  และ CM , และ HM  เราจะทําการวางน้ําหนัก
บรรทุกจรบนสวนของคานที่ทําใหเกิดคาสูงสุด ER  และ CM , และ HM  ไดดังที่แสดงในรูปที่ Ex 4-1 
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ตัวอยางที่ 4-2 
 จงตอบคําถามตอไปนี้ 

a.) จงหาสมการของพิกัดและเขียนแผนภาพ influence line ของแรงปฏิกิริยา BR  ของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 
Ex 4-2a เมื่อคานมีคา EI  ที่คงที่ 

b.) กําหนดใหแรง kN 10=P  กระทําที่จุด D  ของคาน จงเขียนแผนภาพ moment diagram ของคาน โดย
ใชพิกัดของ influence line ของแรงปฏิกิริยา BR  ที่หาไดในขอ a.) 

c.) จากสมการของพิกัดของแผนภาพ influence line ของแรงปฏิกิริยา BR  จงหาสมการของพิกัดและเขียน
แผนภาพ influence line ของแรงปฏิกิริยา AR  

d.) จากสมการของพิกัดของแผนภาพ influence line ของแรงปฏิกิริยา AR  ที่หาไดในขอ c.) จงหาแรงปฏิกิริยา
ที่จุดรองรับ A  เมื่อคานถูกกระทําโดยน้ําหนักบรรทุกแบบมีการกระจายสม่ําเสมอ (uniformly distributed 
load) ขนาด kN/m 2  จากจุด A  ถึงจุด B  และจงเขียนแผนภาพ moment diagram ของคาน 

e.) จากสมการของพิกัดของแผนภาพ influence line ของแรงปฏิกิริยา AR  และ BR  จงหาสมการของพิกัด
และเขียนแผนภาพ influence line ของแรงปฏิกิริยา CR  

f.) จากสมการของพิกัดของแผนภาพ influence line ของแรงปฏิกิริยา จงหาสมการของพิกัดและเขียนแผนภาพ 
influence line ของแรงเฉือนที่จุดทางดานซายมือจากจุด B  ไปเล็กนอย ( BLV ) 

g.) จากสมการของพิกัดของแผนภาพ influence line ของแรงปฏิกิริยา จงหาสมการของพิกัดและเขียนแผนภาพ 
influence line ของ moment ที่จุด B  ( BM ) 

 

a.) หาสมการของพิกัด และเขียนแผนภาพ influence line ของแรงปฏิกิริยา BR  

 
รูปที่ Ex 4-2 
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 จากหลักการของ Muller - Breslau&&  เราจะเอาจุดรองรับ B  ออกจากคาน จากนั้น ใหแรง 1 หนวยกระทําที่จุด
ดังกลาว ซึ่งรูปรางการโกงตัวของคานที่ไดจะเปนภาพรางของแผนภาพ influence line ของแรงปฏิกิริยา BR  ดังที่แสดงใน
รูปที่ Ex 4-2b และเราจะหาสมการของพิกัดของ influence line ของแรงปฏิกิริยา BR  ที่จุด x  ของคานไดจาก 

BB

xB
B f

f
RLI = ..  

เมื่อ xBf  และ BBf  เปนสมการการโกงตัวของคานที่จุด x   และจุด B  เมื่อแรง 1 หนวยกระทําที่จุด B  ตามลําดับ 
แผนภาพ moment diagram ของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 4-2b จะมีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ Ex 4-2c โดยใช

วิธี conjugate beam เราจะเขียน conjugate beam ของคานได ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 4-2d และจาก free-body diagram 
ของสวนของ conjugate beam ที่ระยะ x  จากจุดรองรับ A  เราจะหาสมการของโมเมนตดัดหรือสมการของการโกงตัว
ของคาน ที่ระยะ x เมื่อ แรง 1 หนวยกระทําที่จุด B  หรือ xBf ไดจากสมการความสมดุลของโมเมนตโดยที่ 

EI
xxLxx

EI
xx

EI
LMf xxB 12

3
3224

322 −
=






−==  

และเราจะหาสมการการโกงตัวของคาน BBf   ไดจากการแทน Lx =  ลงในสมการ xBf  ซึ่งเราจะไดวา 

EI
LfBB

3

6
1

=  

ดังนั้น สมการของพิกัดของ influence line ของแรงปฏิกิริยา BR  ที่จุด x  ของคานจะอยูในรูป 

3

32

2
3 ..

L
xxLRLI B

−
=  

ซึ่งใชไดจากจุด A  จนถึงจุด B  หรือ Lx ≤≤0  
 เนื่องจากคาน ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 4-2a มีความสมมาตรรอบจุด B  ดังนั้น ถาเรากําหนดใหพิกัด 1x  มี
จุดเริ่มตนที่จุดรองรับ C  และพุงไปทางจุด B  แลว เราจะไดวา สมการของพิกัดของ influence line ของแรงปฏิกิริยา 
BR  ที่จุด 1x  ของคานอยูในรูป 

3

3
11

2

2
3 ..

L
xxLRLI B

−
=  

ซึ่งใชไดจากจุด C  จนถึงจุด B  หรือ Lx ≤≤ 10         Ans. 
 

b.) เขียนแผนภาพ moment diagram ของคาน โดยใชพิกัดของ influence line ของแรงปฏิกิริยา BR  
พิกัดของ influence line ของแรงปฏิกิริยา BR  ที่จุด D  ของคานจะหาไดโดยการแทน 2/Lx =  ลงในสมการ

ของพิกัดของ influence line ของแรงปฏิกิริยา BR  ซึ่งเราจะไดวา 

16
11 .. =BRLI  

 แรงปฏิกิริยา BR  เนื่องจากแรง kN 10=P  กระทําที่จุด D  จะมีคาเทากับคาของแรงกระทําคูณกับคาพิกัด
ของ influence line ของแรงปฏิกิริยา BR  ดังกลาว ซึ่งเราจะไดวา 

kN
16
110

16
11kN 10 =






=BR  

จากนั้น เราจะเขียนแผนภาพ moment diagram ของคานได ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 4-2f    Ans. 
  

c.) หาสมการของพิกัดและเขียนแผนภาพ influence line ของแรงปฏิกิริยา AR  
พิจารณาแผนภาพ free body diagram ของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 4-2g เมื่อแรง 1 หนวยอยูในชวงจากจุด 

A  ถึงจุด B  โดยมีพิกัดเปน x  เราจะไดวา 
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∑ = ;0CM  
)2(1)()2( xLLRLR BA −=+  

3

323

4
54
L

xxLLRA
+−

=  

ซึ่งใชไดจากจุด A  จนถึงจุด B  หรือ Lx ≤≤0  
 

 
 

 พิจารณาแผนภาพ free body diagram ของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 4-2h เมื่อแรง 1 หนวยอยูในชวงจากจุด 
A  ถึงจุด B  โดยมีพิกัดเปน 1x  เราจะไดวา 
∑ = ;0CM  

)(1)()2( 1xLRLR BA =+  

3

3
11

2

4L
xxLRA

+−
=  

ซึ่งใชไดจากจุด C  จนถึงจุด B  หรือ Lx ≤≤ 10  และจากสมการของพิกัดของ influence line ของแรงปฏิกิริยา AR  
เราจะเขียนแผนภาพ influence line ของแรงปฏิกิริยา AR ของคานได ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 4-2i    Ans. 

 

d.) หาแรงปฏิกิริยาที่จุดรองรับ A  
พิจารณาคาน ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 4-2j ซึ่งถูกกระทําโดยน้ําหนักบรรทุกแบบมีการกระจายสม่ําเสมอ (uniformly 

distributed load) ขนาด kN/m 2  จากจุด A  ถึงจุด B  ในกรณีที่เราตองการหาคาแรงปฏิกิริยา AR  เนื่องจากแรง
กระทําดังกลาวจากแผนภาพ influence line ของ AR  เราจะทําไดโดยการหาพื้นที่ใต influence line ในชวงที่น้ําหนัก
บรรทุกกระทํา จากนั้น คูณพื้นที่ดังกลาวดวยคาของน้ําหนักบรรทุก 
 พื้นที่ใต influence line แรงปฏิกิริยา AR  ในชวงจากจุด A  ถึงจุด B  มีคาเทากับ 

Ldx
L

xxLLL

16
7

4
54

0
3

323

=
+−

∫  
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ดังนั้น       kN/m 
8
7)kN/m 2(

16
7 LLRA ==   

 ถากําหนดให m 10=L  เราจะไดวา kN 75.8=AR  จากนั้น ถาเราใชแผนภาพ free body diagram ของ
คานและสมการความสมดุล เราจะไดวา kN 5.12=BR  และ kN 25.1−=CR  สุดทาย เราจะเขียนแผนภาพ 
moment diagram ของคานได ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 4-2k       Ans. 

 

 
 

 
 

e.) หาสมการของพิกัดและเขียนแผนภาพ influence line ของแรงปฏิกิริยา CR  
ในลักษณะเชนเดียวกับการหาสมการของพิกัดของ influence line ของแรงปฏิกิริยา AR  เราจะหาสมการของ

พิกัดของ influence line ของแรงปฏิกิริยา CR  ไดจากการพิจารณาแผนภาพ free body diagram ของคาน ดังที่แสดงใน
รูปที่ Ex 4-2g และ Ex 4-2h 

พิจารณาแผนภาพ free body diagram ของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 4-2g และ ∑ = ;0AM  
)(1)()2( xLRLR BC =+  

3

32

4L
xxLRC

+−
=  

ซึ่งใชไดจากจุด A  จนถึงจุด B  หรือ Lx ≤≤0  
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 พิจารณาแผนภาพ free body diagram ของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 4-2h  และ ∑ = ;0AM  
)2(1)()2( 1xLLRLR BC −=+  

3

3
11

23

4
54
L

xxLLRC
+−

=  

ซึ่งใชไดจากจุด C  จนถึงจุด B  หรือ Lx ≤≤ 10  และจากสมการของพิกัดของ influence line ของแรงปฏิกิริยา CR  
เราจะเขียนแผนภาพ influence line ของแรงปฏิกิริยา CR ของคานได ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 4-2l    Ans. 

 
 

ขอใหสังเกตดวยวา เนื่องจากความสมมาตรของคานแผนภาพ influence line ของแรงปฏิกิริยา CR  ในกรณีนี้มี
ลักษณะกลับดานกับแผนภาพ influence line ของแรงปฏิกิริยา AR  
 

f.) หาสมการของพิกัดและเขียนแผนภาพ influence line ของแรงเฉือน BLV  
สมการของพิกัดของ influence line ของแรงเฉือนที่จุดทางดานซายมือจากจุด B  ไปเล็กนอย ( BLV ) จะหาได

จากการใชแผนภาพ free body diagram ของสวน AB  ของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 4-2m และ Ex 4-2n โดยที่รูปที่ Ex 
4-2m เปนแผนภาพ free body diagram เมื่อแรงขนาด 1 หนวยกระทําอยูในชวง AB  และรูปที่ Ex 4-2n เปนแผนภาพ 
free body diagram เมื่อแรงขนาด 1 หนวยกระทําอยูในชวง CB  
 

 
 

พิจารณาแผนภาพ free body diagram ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 4-2m และ ∑ = 0yF  
1−= ABL RV  

3

32

4
5
L
xxLVBL

+−
=  

ซึ่งใชไดจากจุด A  จนถึงจุด B  หรือ Lx ≤≤0  
พิจารณาแผนภาพ free body diagram ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 4-2n และ ∑ = 0yF  

ABL RV =  

3

3
11

2

4L
xxLVBL

+−
=  
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ซึ่งใชไดจากจุด C  จนถึงจุด B  หรือ Lx ≤≤ 10  และจากสมการของพิกัดของ influence line ของแรงเฉือน BLV  เรา
จะเขียนแผนภาพ influence line ของแรงเฉือน BLV  ของคานได ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 4-2o    Ans. 

 

g.) หาสมการของพิกัดและเขียนแผนภาพ influence line ของ moment ที่จุด B  ( BM ) 
จากสมการของพิกัดของแผนภาพ influence line ของแรงปฏิกิริยา เราจะหาสมการของพิกัดและเขียนแผนภาพ 

influence line ของ moment ที่จุด B  ( BM ) ไดดังนี้ 
พิจารณาแผนภาพ free body diagram ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 4-2m และ ∑ = 0BLM  

)(1)( xLLRM AB −−=  

2

23

4L
xLxM B

−
=  

ซึ่งใชไดจากจุด A  จนถึงจุด B  หรือ Lx ≤≤0  
พิจารณาแผนภาพ free body diagram ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 4-2n และ ∑ = 0BLM  

)(LRM AB =  

2

3
11

2

4L
xxLM B

+−
=  

ซึ่งใชไดจากจุด C  จนถึงจุด B  หรือ Lx ≤≤ 10  และจากสมการของพิกัดของ influence line ของ moment BM  เรา
จะเขียนแผนภาพ influence line ของ moment BM  ของคานได ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 4-2p    Ans. 
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ตัวอยางที่ 4-3 
 จงหาพิกัดของแผนภาพ influence line ของแรงเฉือนที่จุด D  ของคานดังที่แสดงในรูปที่ Ex 4-3a ทุกๆ ระยะ 3 
m  เมื่อคานมีคา EI  ที่คงที่ 

 

 
รูปที่ Ex 4-3 

 

 จากหลักการของ Muller - Breslau&&  เราจะเอาความตานทานตอแรงเฉือนที่จุด D  ออกโดยยังคงใหจุด
ดังกลาวมีความตานทานตอโมเมนตดัดและแรงในแนวแกนอยู ซึ่งจะทําไดโดยการใส roller ที่จุดดังกลาว ดังที่แสดงในรูป
ที่ Ex 4-3b จากนั้น ใหแรงเฉือนที่มีทิศทางบวกขนาด 1 kN  กระทําที่ roller ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 4-3c ซึ่งการ
เปล่ียนแปลงรูปรางของคานที่เกิดขึ้นจะเปนรูปรางของ influence line ของแรงเฉือนที่จุด D  และเราจะหาพิกัดของ 
influence line ของแรงเฉือนดังกลาวไดโดยใชสมการ 

DD

xD
D f

f
VLI = ..  
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เมื่อ xDf  และ DDf  เปนคาการโกงตัวของคานที่จุด x  ใดๆ ที่ระยะทุกๆ 3 m  และคาการโกงตัวของคานที่จุด D  เมื่อ
แรงเฉือน 1 kN กระทําที่จุด D  ตามลําดับ 
 ทําการหาคาแรงปฎิกริยาที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับตางๆ ของคาน จากนั้น เขียน moment diagram ของคานและทํา
การหาคาการโกงตัวของคานที่จุด x  ใดๆ ที่ระยะทุกๆ 3 m และที่จุด D  โดยใชวิธี conjugate beam 
 รูปที่ Ex 4-3d แสดง conjugate beam ที่สอดคลองกับคานจริงดังที่แสดงในรูปที่ Ex 4-3b จากรูป จุด D′  
จะตองถูกกระทําโดย moment DM ′  เพื่อใหสอดคลองกับการโกงตัวที่เกิดขึ้นที่จุด D  บนคานจริง 
 ทําการหาคาแรงปฎิกริยาที่จุดรองรับ A′ , B′ , C ′  และ moment DM ′  ที่เกิดขึ้นบน conjugate beam ดังที่
แสดงในรูปที่ Ex 4-3e โดยใช free-body diagram ของสวน CB ′′  และ BDA ′′′  ตามลําดับ ซึ่งเราจะได moment 

DM ′  อยูในรูป 

EI
Mf DDD

144
== ′  

 

 
 

 เนื่องจากความไมตอเนื่องของโมเมนตที่จุด D′  เราจะตองหาคาโมเมนตที่จุดที่อยูทางซายมือและทางขวามือ
ของจุด D′  โดยใช free-body diagram ของสวนของ conjugate beam ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 4-3f และ Ex 4-3g 
ตามลําดับ ซึ่งเราจะได 
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∑ =′ ;0
LD

M  

EIEIEI
Mf

LL DDD
5.85)3(30)1(5.4

−=−== ′  

∑ =′ ;0
RD

M  

EIEIEIEI
Mf

RR DDD
5.58144)3(30)1(5.4

=+−== ′  

 จาก free-body diagram ของ conjugate beam ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 4-3e เราจะไดวา 
0== ′AAD Mf  
0== ′BBD Mf  
0== ′CCD Mf  

 คาการโกงตัวที่จุด E  จะหาไดจาก free-body diagram ของ conjugate beam ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 4-3h 
∑ =′ ;0EM  

EIEIEI
Mf EED

5.13)3(6)1(5.4
−=−== ′  

 คาพิกัดของ influence line ของแรงเฉือนที่จุด D  ของคานจะหาไดโดยการหารคาการโกงตัวที่จุดตางๆ ดวยคา
การโกงตัวที่จุด D  และมีคาดังที่แสดง 
 

x  พิกัดของ influence line  DV  

A  0/144 = 0 

LD  -85.5/144 = -0.594 

RD  58.5/144 = 0.406 
B  0/144 = 0 

E  -13.5/144 = -0.0938 
C  0/144 = 0 

 
 สุดทาย เมื่อนําคาพิกัดของ influence line ของแรงเฉือนที่จุด D  มา plot เราจะไดแผนภาพ influence line ดังที่
แสดงในรูปที่ Ex 4-3I           Ans. 
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ตัวอยางที่ 4-4 
 จงหาพิกัดของแผนภาพ influence line ของ bending moment ที่จุด D  ของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 4-4a 
ทุกๆ ระยะ 3 m  เมื่อคานมีคา EI  ที่คงที่ 
 

 
รูปที่ Ex 4-4 

 

 จากหลักการของ Muller - Breslau&&  เราจะเอาความตานทานตอ bending moment ที่จุด D  ออกโดยยังคง
ใหจุดดังกลาวมีความตานทานตอแรงเฉือนและแรงในแนวแกนอยู ซึ่งจะทําไดโดยการใส hinge ที่จุดดังกลาว ดังที่แสดงใน
รูปที่ Ex 4-4b จากนั้น ให moment ที่มีทิศทางบวกขนาด 1 m-kN  กระทําที่ hinge ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 4-4c ซึ่งการ
เปล่ียนแปลงรูปรางของคานที่เกิดขึ้นจะเปนรูปรางของ influence line ของ bending moment ที่จุด D  และเราจะหา
พิกัดของ influence line ของ bending moment ดังกลาวไดโดยใชสมการ 

DD

xD
D

f
MLI

α
= ..  

เมื่อ xDf  และ DDα  เปนคาการโกงตัวของคานที่จุด x  ใดๆ ที่ระยะทุกๆ 3 m  และคา rotation ของคานที่จุด D  เมื่อ 
bending moment 1 m-kN กระทําที่จุด D  ตามลําดับ 
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 ทําการหาคาแรงปฎิกริยาที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับตางๆ ของคาน จากนั้น เขียน moment diagram ของคานและทํา
การหาคาการโกงตัวของคานที่จุด x  ใดๆ ที่ระยะทุกๆ 3 m และคา rotation ที่จุด D  โดยใชวิธี conjugate beam 
 รูปที่ Ex 4-4d แสดง conjugate beam ที่สอดคลองกับคานจริง จากนั้น ทําการหาคาแรงปฎิกริยาที่จุดรองรับ 
A′ , C ′ , และ D′  ที่เกิดขึ้นบน conjugate beam ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 4-3d โดยใช free-body diagram ของสวน 
CB ′′  และ BDA ′′′  ตามลําดับ ซึ่งเราจะได หาคาแรงปฎิกริยาที่จุดรองรับดังกลาว ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 4-3d และเรา

จะได moment DM ′  อยูในรูป 

EI
RDDD

16
== ′α  

โดยใช free-body diagram ของสวนของ conjugate beam ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 4-3e และ Ex 4-3f ตามลําดับ 
เราหาคาการโกงตัวที่จุด D  และจุด E  ไดดังนี้ 
∑ =′ ;0DM  

EIEIEI
Mf DDD

5.19)3(6)1(5.1
=+== ′  

∑ =′ ;0EM  

EIEIEI
Mf EED

5.4)3(2)1(5.1
−=−== ′  

  

 
 

 จาก free-body diagram ของ conjugate beam ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 4-4d เราจะไดวา 
0== ′AAD Mf  
0== ′BBD Mf  
0== ′CCD Mf  

 คาพิกัดของ influence line ของ bending moment ที่จุด D  ของคานจะหาไดโดยการหารคาการโกงตัวที่จุด
ตางๆ ดวยคา rotation ที่จุด D  และมีคาดังที่แสดง 
 

x  พิกัดของ influence line  DV  

A  0/16 = 0 

D  19.5/16 = 1.219 

B  0/16 = 0 

E  -4.5/16 = -0.281 
C  0/16 = 0 
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 สุดทาย เมื่อนําคาพิกัดของ influence line ของ bending moment ที่จุด D  มา plot เราจะไดแผนภาพ 
influence line ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 4-4g         Ans. 
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4.4 การใชอินฟลูเอ็นไลนเพ่ือหาการจัดวางน้ําหนักบรรทุกจรบนคาน Statically Indeterminate 
 ตามที่ไดกลาวไปแลวในตอนตน หลักการของ Muller - Breslau&&  จะชวยใหเรารางแผนภาพอินฟลูเอ็นไลนของ
คานไดอยางรวดเร็ว หลักจากที่เราไดแผนภาพอินฟลูเอ็นไลนแลว เราจะสามารถหาตําแหนงและรูปแบบของน้ําหนัก
บรรทุกจรที่จะทําใหเกิดคาสูงสุดของแรงปฏิกิริยา แรงเฉือน และโมเมนตดัด ที่จุดที่เราสนใจบนคานได ซึ่งคาสูงสุดตางๆ 
ดังกลาวจะถูกใชในการออกแบบหาขนาดหนาตัดและปริมาณเหล็กเสริมในคานคอนกรีตเสริมเหล็กหรือออกแบบหาขนาด
หนาตัดของคานเหล็กตอไป 

ถาเราตองการหาคาโมเมนตบวกสูงสุดที่จุด B  บนคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 4-9a แลว จากแผนภาพอินฟลูเอ็นไลน
ของโมเมนตบวกของคานที่จุด B  เราจะตองวางน้ําหนักบรรทุกแผกระจาย ดังที่แสดงในรูปที่ 4-9b เพื่อทําใหเกิดคา
โมเมนตบวกสูงสุด ซึ่งการวางน้ําหนักบรรทุกในลักษณะนี้มักถูกเรียกวา การวางน้ําหนักแบบ span เวน span หรือ 
alternate span loading   

ในลักษณะเดียวกัน ถาเราตองการหาคาโมเมนตลบสูงสุดที่จุด C  แลว จากแผนภาพอินฟลูเอ็นไลนของโมเมนต
ลบที่จุด C  ดังที่แสดงในรูปที่ 4-9c เราจะวางน้ําหนักบรรทุกที่จะทําใหเกิดคาโมเมนตลบสูงสุด ดังที่แสดงในรูปที่ 4-9d ซึ่ง
จะถูกเรียกวา การวางน้ําหนักแบบ span ติดกัน หรือ  adjacent span loading 

 

 
รูปที่ 4-9 

 

รูปที่ 4-10a แสดงแผนภาพอินฟลูเอ็นไลนของแรงเฉือนของคานที่จุด A  การวางน้ําหนักบรรทุกที่จะทําใหเกิด
คาแรงเฉือนบวกสูงสุดที่จุด A  จะมีรูปแบบดังที่แสดงในรูปที่ 4-10b และรูปที่ 4-10c แสดงแผนภาพอินฟลูเอ็นไลนของ
แรงเฉือนของคานที่จุด C  และการวางน้ําหนักบรรทุกที่จะทําใหเกิดคาแรงเฉือนบวกสูงสุดจะมีรูปแบบดังที่แสดงในรูปที่ 
4-10d 
4.5 การรางอินฟลูเอ็นไลนของ Statically Indeterminate Frames  
(Qualitative Influence lines for Statically Indeterminate Frames) 

 เชนเดียวกับกรณีของคาน หลักการของ Muller - Breslau&&  จะชวยใหเรารางแผนภาพอินฟลูเอ็นไลนของโครง
ขอแข็งไดอยางรวดเร็ว หลังจากที่เราไดแผนภาพอินฟลูเอ็นไลนแลว เราจะสามารถหาตําแหนงและรูปแบบของน้ําหนัก
บรรทุกจรที่จะทําใหเกิดคาสูงสุดของแรงปฏิกิริยา แรงเฉือน และโมเมนตดัด ที่จุดที่เราสนใจบนโครงสรางได ยกตัวอยาง
เชน ถาเราตองการหาคาโมเมนตบวกสูงสุดที่จุด I  บนคาน FG  ของโครงอาคารดังที่แสดงในรูปที่ 4-11 แลว เราจะใช
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หลักการของ Muller - Breslau&&   เขียนแผนภาพอินฟลูเอ็นไลนของโมเมนตบวกที่จุดดังกลาวไดดังที่แสดงโดยเสนประใน
รูปที่ 4-11a ในกรณีนี้ คาสูงสุดของโมเมนตบวกที่จุด I  บนคาน FG  จะเกิดขึ้นเมื่อเราจะวางน้ําหนักบรรทุกจรแผ
กระจายบน girder AB  CD  และ FG  ดังที่แสดงในรูปที่ 4-11b 
 

 
รูปที่ 4-10 

 

 
รูปที่ 4-11 
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แบบฝกหัดทายบทที่ 4 
4-1 กําหนดใหคาน ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 4-1 มีคา EI  คงที่ จงตอบคําถามตอไปนี้ 

h.) จงหาเขียนแผนภาพ influence line ของแรงปฏิกิริยา BR  ของคานโดยหาพิกัดทุกๆ ชวง 1 เมตร 
i.) จงเขียนแผนภาพ moment diagram ของคาน เมื่อคานถูกกระทําโดยน้ําหนักบรรทุก ดังที่แสดงในรูปที่ 

Prob. 4-1 โดยใชพิกัดของ influence line ของแรงปฏิกิริยา BR  ที่หาไดในขอ a.) 
j.) จากแผนภาพ influence line ของแรงปฏิกิริยา BR  จงเขียนแผนภาพ influence line ของแรงปฏิกิริยา AR  

โดยหาพิกัดทุกๆ ชวง 1 เมตร 
k.) จากแผนภาพ influence line ของแรงปฏิกิริยา AR  ที่หาไดในขอ c.) จงหาแรงปฏิกิริยาที่จุดรองรับ A  เมื่อ

คานถูกกระทําโดยน้ําหนักบรรทุก ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 4-1 และจงเขียนแผนภาพ moment diagram 
ของคาน 

l.) จากแผนภาพ influence line ของแรงปฏิกิริยา AR  และ BR  จงหาเขียนแผนภาพ influence line ของแรง
ปฏิกิริยา CR  โดยหาพิกัดทุกๆ ชวง 1 เมตร 

m.) จากแผนภาพ influence line ของแรงปฏิกิริยา จงเขียนแผนภาพ influence line ของแรงเฉือนที่จุดทางดาน
ซายมือจากจุด B  ไปเล็กนอย ( BLV ) 

n.) จากแผนภาพ influence line ของแรงปฏิกิริยา จงหาเขียนแผนภาพ influence line ของ moment ที่จุด B  
( BM ) 

 
รูปที่ Prob. 4-1 

 
4-2 กําหนดใหคานมีคา EI  ที่คงที่และมีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 4-2 จงเขียนแผนภาพ influence line ของแรง
ปฏิกิริยาที่จุดรองรับ A  แรงเฉือนที่จุด B  และmoment ที่จุด B  โดยหาพิกัดทุกๆ ชวง 1 เมตร 

 
รูปที่ Prob. 4-2 

 
4-3 กําหนดใหคานมีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 4-3 จงเขียนแผนภาพ influence line ของแรงเฉือนที่จุดทางดาน
ซายมือจากจุด B  ไปเล็กนอย ( BLV ) และแผนภาพ influence line ของ moment ที่จุด B  ( BM ) โดยหาพิกัดทุกๆ ชวง 
1 เมตร เมื่อคานมีคา EI  ที่คงที่ 
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รูปที่ Prob. 4-3 

 
4-4 กําหนดใหคานมีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 4-4 จงตอบคําถามตอไปนี้ 
 a.) จงรางแผนภาพ influence line ของแรงปฏิกิริยา แรงเฉือน และโมเมนตดัดตอไปนี้ AR , CM , EM , CLV , 
และ CRV  
 b.) จงทําการวางน้ําหนักบรรทุกจรที่มีการกระจายคงที่ kN/m 5  ที่ทําใหเกิดคาสูงสุดของแรงปฏิกิริยา AR  แรง
เฉือน CLV  และโมเมนตดัด CM   

c.) จงเขียน shear diagram, moment diagram ของคานซึ่งถูกกระทําโดยน้ําหนักบรรทุกจรที่ทําใหโมเมนตดัด 
CM  สูงสุดโดยวิธี slope-deflection หรือ moment distribution 

 

 
รูปที่ Prob. 4-4 

 
4-5 กําหนดใหโครงขอแข็งมีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 4-5 จงรางแผนภาพ influence line ของแรงเฉือนและโมเมนต
ดัดตอไปนี้ ALV , ARV , AM , BM , และ CM  และจงทําการวางน้ําหนักบรรทุกจรที่มีการกระจายคงที่ที่ทําใหเกิด
คาสูงสุดของแรงเฉือนและโมเมนตดัดดังกลาว 
 

 
รูปที่ Prob. 4-5 
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บทที่ 5
Approximate Analysis ของโครงสราง Statically Indeterminate

5.1 บทนํ า
จากบทตางๆ ที่ผานมา เราจะเห็นไดวา ในการวิเคราะหโครงสราง statically indeterminate นั้น เราจะตองทราบ

ขนาดขององคอาคารของโครงสรางกอน ดังนั้น ในวิเคราะหโครงสรางดังกลาว เราจะตองทํ าการสมมุติขนาดขององค
อาคารขึ้นมาเพื่อหาแรงภายในที่เกิดขึ้น จากนั้น นํ าคาแรงภายในที่ไดไปทํ าการออกแบบเพื่อหาขนาดขององคอาคารที่ใกล
เคียงกับความเปนจริงมากขึ้น จากนั้น ทํ าการวิเคราะหและออกแบบซํ้ าอีก จนกระทั่ง แรงภายในมีคาเปลี่ยนไปนอยมาก
จากครั้งกอนหนานั้น เราจึงจะไดขนาดขององคอาคารที่เหมาะสมที่สุด ซึ่งเราจะเห็นไดวา ถาเราสมมุติขนาดขององคอาคาร
ในโครงสรางอยางไมมีหลักเกณฑแลว เราอาจจะตองทํ าการวิเคราะหและออกแบบโครงสรางหลายครั้งมากจึงจะไดขนาด
ขององคอาคารที่เหมาะสม ดังนั้น วิศวกรโครงสรางจึงไดคิดคนวิธีการสมมุติขนาดของโครงสรางที่มีหลักเกณฑและเหตุผล
ขึ้นมา ซึ่งเราจะทํ าการศึกษาในบทนี้

เราควรที่จะทราบไวดวยวา วิธีการวิเคราะหโครงสรางตางๆ ที่เราไดศึกษาผานไปแลวนั้นเปนการวิเคราะหโครง
สรางที่มีความไมแนนอนอยูระดับหนึ่ง เนื่องจากสมมุติฐานตางๆ ที่เราใชในการวิเคราะหโครงสราง เชน พฤติกรรมของวัสดุ
ที่ใชทํ าโครงสรางภายใตแรงกระทํ า อาจจะไมเปนแบบยืดหยุนเชิงเสน (linear elastic) และความตานทานที่เกิดขึ้นจริงที่จุด
เชื่อมตอและ supports อาจจะไมเปนแบบหมุด (pin) หรือแบบยึดแนน (fixed) เปนตน นอกจากนั้นแลว เรายังไมทราบ
ขนาดและตํ าแหนงที่แทจริงของแรงที่กระทํ ากับโครงสราง เนื่องจากแรงกระทํ ามักมีขนาดและตํ าแหนงที่เปล่ียนแปลงไปมา
ตลอดอายุของโครงสราง อยางไรก็ตาม เราจะเรียกวิธีการวิเคราะหโครงสรางดังกลาววา การวิเคราะหแบบละเอียด “exact 
analysis” และวิธีการวิเคราะหโครงสรางที่จะกลาวถึงในบทนี้วา การวิเคราะหแบบประมาณ “approximate analysis” 
เนื่องจากวิธีการวิเคราะหโครงสรางที่จะกลาวถึงตอไปนี้ใชขอสมมุติฐานในการวิเคราะหที่มากกวาวิธีการวิเคราะหโครง
สรางแบบ exact analysis

การวิเคราะหโครงสรางแบบ approximate analysis นั้น นอกจากจะชวยทํ าใหการออกแบบโครงสรางมีความ
งายขึ้นแลว การวิเคราะหโครงสรางแบบดังกลาวยังกอใหเกิดความเขาใจในพฤติกรรมของโครงสราง statically 
indeterminate มากขึ้นดวย
5.2 Approximate Analysis ของโครงอาคารที่ถูกกระทํ าโดยแรงกระทํ าในแนวดิ่ง

เรามักจะออกแบบโครงอาคาร (building frames) เชน โครงสรางคอนกรีตเสริมเหล็ก เปนตน ใหมีจุดเชื่อมตอของ
คานและเสาแบบแกรง (rigid) เพื่อทํ าใหโครงสรางมีความสามารถในการรับนํ้ าหนักบรรทุกในแนวดิ่ง (vertical loads) และ
รับแรงกระทํ าดานขาง (lateral forces) เนื่องจากแรงลมไดดีขึ้น โครงสรางที่มีลักษณะดังกลาวมักจะถูกเรียกวา building 
bent ดังที่แสดงในรูปที่ 5-1 และมักจะเปนโครงสรางที่มีจํ านวน degree of indeterminacy สูงมาก

รูปที่ 5-1
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การวิเคราะห building bent แบบ approximation analysis นั้น มีแนวคิดมาจากการพิจารณาการเปลี่ยนแปลง
รูปราง (deformation) ของโครงสรางภายใตแรงกระทํ า เพื่อลดจํ านวน degree of indeterminacy ของโครงสรางดังกลาว
ลงใหเปนโครงสรางแบบ statically determinate ซึ่งจะทํ าใหเราสามารถวิเคราะหโครงสรางดังกลาวไดโดยการใชสมการ
ความสมดุลเพียงลํ าพัง
สมมุติฐานที่ใชในการวิเคราะหโครงสรางแบบ Approximate Analysis

รูปที่ 5-2

พิจารณาคานของโครงสราง ซึ่งถูกกระทํ าโดยนํ้ าหนักบรรทุกแบบกระจายสมํ่ าเสมอ (uniformly distributed
load) ดังที่แสดงในรูปที่ 5-2a ถาจุดเชื่อมตอที่จุด A  และ B  เปนแบบยึดแนนแลว แรงปฏิกริยาที่เกิดขึ้นที่จุดเชื่อมตอจะมี
จํ านวนทั้งหมด 6 คา ดังนั้น คานดังกลาวจะเปนองคอาคารแบบ statically indeterminate ที่มีจํ านวน degree of 
indeterminacy เทากับ 3 และในการที่จะทํ าใหคานนี้เปนองคอาคารแบบ statically determinate นั้น เราจะตองสราง
สมมุติฐานที่เกี่ยวของกับการเปลี่ยนแปลงรูปรางของคานภายใตการกระทํ าของแรงดังกลาวขึ้นมา 3 สมมุติฐาน ซึ่งมีหลัก
การพิจารณาดังตอไปนี้

ถาเสามีความแกรงมากจนไมมี rotation เกิดขึ้นที่จุดเชื่อมตอ A  และ B  แลว คานจะมีลักษณะการโกงตัว ดังที่
แสดงในรูปที่ 5-2b โดยการวิเคราะหคานแบบ exact analysis  เราจะไดวา จุดดัดกลับ (inflection point) ของคานจะเกิด
ขึ้นที่ระยะ 0.21 L  จากจุดรองรับทั้งสองดาน

ในทางกลับกัน ถาเสาไมมีความแกรงเลย คานดังกลาวจะมีลักษณะเปนแบบคานรองรับอยางงาย (simply 
supported beam) ซึ่งจะมีจุดที่มี moment เทากับศูนยหรือจุดดัดกลับอยูที่จุดรองรับ ดังที่แสดงในรูปที่ 5-2c
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แตในความเปนจริงแลว เสาจะมีความแกรงอยูบางขึ้นอยูกับรูปรางและขนาดของเสาเทียบกับคาน (ถาเสาและ
คานทํ าจากวัสดุชนิดเดียวกัน) ดังนั้น เราจะสมมุติใหจุดที่มี moment เทากับศูนยเกิดที่ระยะ (0.21 L + 0)/2 ≈  0.1 L
จากจุดรองรับทั้งสองของคาน ดังที่แสดงรูปที่ 5-2d นอกจากนั้นแลว จากการวิเคราะหแบบ exact analysis เราจะพบวา 
แรงที่เกิดขึ้นในแนวแกนของคานมักจะมีคานอยมาก ซึ่งเราจะสมมุติใหแรงนี้มีคาเปนศูนย ดังนั้น จากการพิจารณาดังกลาว 
เราจะสามารถวิเคราะหหาคาแรงในองคอาคารของโครงสราง ซึ่งถูกกระทํ าโดยนํ้ าหนักบรรทุกแบบกระจายสมํ่ าเสมอได 
โดยการ model ใหคาน ซึ่งมีความยาว L  ดังที่แสดงรูปที่ 5-2a ใหเปนคานแบบ simply supported beam ที่มีความยาว 
0.8 L และวางอยูบนคานยื่น cantilevered beams ที่มีความยาว 0.1 L  ดังที่แสดงในรูปที่ 5-2e
5.3 Approximate Analysis ของ Portal Frames และ Portal Trusses
Portal frames

Portal frames มักจะถูกใชเปนองคอาคารหลักของโครงสรางเพื่อถายแรงกระทํ าทางดานขางของโครงสราง (ซึ่ง
เกิดจากลมหรือแผนดินไหว) ลงมาสูฐานรากของโครงสราง Portal frames มักจะถูกยึดติดกับฐานราก 3 แบบคือ แบบหมุด 
(pined support) แบบยึดแนน (fixed support) และแบบกึ่งหมุดกึ่งยึดแนน
Portal Frames ที่ถูกรองรับโดยหมุด

รูปที่ 5-3

รูปที่ 5-3a แสดง portal frame ที่ถูกยึดติดกับฐานรากโดยหมุด (pin-supported portal frame) ที่มีเสาที่มีขนาด
และความยาวเทากัน 2 ตนและเชื่อมตอกันดวยคานที่ดานบนของเสาอยางแกรง (rigid) ดังนั้น โครงขอแข็งนี้จะมีแรงปฏิ
กริยาที่ไมทราบคา 4 แรง แตเนื่องจากเรามีสมการความสมดุลของโครงสรางเพียงแค 3 สมการ ดังนั้น portal frame นี้จึง
เปนโครงสราง statically indeterminate ที่มี degree of indeterminacy เทากับ 1 และในการวิเคราะหโครงขอแข็งนี้แบบ 
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approximate analysis เราจะตองตั้งขอสมมุติฐานขึ้นมา 1 ขอ เพื่อทํ าใหโครงขอแข็งนี้เปนโครงสรางแบบ statically 
determinate

จากการพิจารณารูปรางการโกงตัว (elastic curve) ของโครงขอแข็ง ดังที่แสดงในรูปที่ 5-3b เราจะเห็นไดวา ภาย
ใตแรงกระทํ า P  โครงขอแข็งมีจุดดัดกลับ (inflection point) เกิดขึ้นที่บริเวณจุดกึ่งกลางของคาน และเนื่องจาก moment 
ที่จุดดัดกลับมีคาเทากับศูนย ดังนั้น เราจะสมมุติใหจุดนี้เปนจุดหมุน (hinge)

จากขอสมมุติฐานดังกลาว เราจะหาแรงปฏิกริยาที่จุดรองรับของโครงขอแข็ง และที่ hinge ได ดังที่แสดงในรูปที่ 
5-3c จากรูป เราจะสังเกตเห็นไดวา แรงปฏิกริยาที่จุดรองรับในแนวนอนมีคาเทากันและกระทํ าอยูในทิศทางเดียวกัน และ
สุดทาย เราจะเขียน moment diagram ไดดังที่แสดงในรูปที่ 5-3d
Portal Frames ที่ถูกรองรับแบบยึดแนน

รูปที่ 5-4

รูปที่ 5-4a แสดง portal frame ที่ถูกยึดติดกับฐานรากแบบยึดแนน (fixed-supported portal frame) ซึ่งเปนโครง
สราง statically indeterminate ที่มี degree of indeterminacy เทากับ 3 ดังนั้น ในการวิเคราะหโครงขอแข็งนี้แบบ 
approximate analysis เราจะตองตั้งขอสมมุติฐานขึ้นมา 3 ขอ เพื่อทํ าใหโครงขอแข็งดังกลาวเปนโครงสรางแบบ statically 
determinate
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ถาเสาทั้งสองตนในโครงขอแข็งนี้มีขนาดและความยาวเทากันแลว ภายใตการกระทํ าของแรง P  โครงขอแข็งนี้
จะเกิดการโกงตัว ดังที่แสดงในรูปที่ 5-4b และมีจุดดัดกลับเกิดขึ้นที่บริเวณจุดกึ่งกลางของคานและเสา ดังนั้น เราจะสมมุติ
ใหจุดเหลานี้เปนจุดหมุน (hinge) และเราจะหาคาแรงปฏิกริยาที่จุดรองรับและที่ hinges ได ดังที่แสดงในรูปที่ 5-4c จากรูป 
เราจะสังเกตเห็นไดวา แรงปฏิกริยาที่จุดรองรับในแนวนอนมีคาเทากันและกระทํ าอยูในทิศทางเดียวกัน สุดทาย เราจะเขียน 
moment diagram ของโครงขอแข็งได ดังที่แสดงในรูปที่ 5-4d
Portal Frames ที่ถูกรองรับระหวางแบบหมุดและแบบยึดแนน

โดยทั่วไปแลว จุดรองรับของ portal frame จะไมเปนจุดรองรับแบบยึดแนนหรือเปนจุดรองรับแบบหมุดดังที่เราได
พิจารณาไปแลว ในความเปนจริง portal frame มักจะมีจุดรองรับแบบระหวางแบบหมุดและแบบยึดแนน ดังที่แสดงในรูปที่ 
5-5a ซึ่งจุดรองรับแบบนี้จะมีการหมุนเกิดขึ้นไดเล็กนอย ดังนั้น จุดดัดกลับที่เกิดขึ้นเนื่องจากแรง P  จะอยูระหวางจุดดัด
กลับที่เกิดใน portal frame ดังที่แสดงในรูปที่ 5-4 (ที่ระยะ h / 2  จากจุดรองรับ) และที่เกิดใน portal frame ดังที่แสดงใน
รูปที่ 5-3 (ที่ระยะ h = 0 จากจุดรองรับ) โดยทั่วไปแลว เราจะสมมุติใหจุดดัดกลับที่เกิดขึ้นในเสาอยูที่ระยะ h / 3  จากจุด
รองรับ ดังที่แสดงในรูปที่ 5-5b และจุดดัดกลับที่เกิดในคานอยูที่จุดกึ่งกลางของคาน

รูปที่ 5-5
Portal Trusses

เมื่อ span ของ portal frame มีความยาวมากๆ แลว คานของ portal frame มักจะถูกเปล่ียนใหอยูในรูปของโครง
ขอหมุน (truss) ซึ่งจะทํ าใหโครงสรางดังกลาวมีราคาตํ่ าลง และจะถูกเรียกวา portal truss ดังที่แสดงในรูปที่ 5-6a

ในการวิเคราะห portal truss นี้ เราจะสมมุติใหโครงขอหมุนเชื่อมติดกับเสาโดยใชหมุด (pin connections) และ
สวนของเสาที่เชื่อมติดกับโครงขอหมุนจะยังคงเปนเสนตรงหลังจากที่ portal truss ถูกกระทํ าโดยแรง P  ดังนั้น เราจะทํ า
การวิเคราะห portal truss ไดโดยใชขอสมมุติฐานเดียวกับที่ใชในการวิเคราะห portal frame ดังนี้

a. ในกรณีของ portal trusses ที่ถูกยึดรั้งโดยหมุด (pin-supported portal trusses) เราจะสมมุติใหแรงปฏิ
กริยาที่ในแนวนอนที่จุดรองรับมีคาเทากัน ดังที่แสดงตามรูปที่ 5-3c

b. ในกรณีของ portal trusses ที่ถูกยึดรั้งแบบยึดแนน (fixed-supported portal trusses) เราจะสมมุติใหแรงป
ฏิกริยาที่ในแนวนอนที่จุดรองรับมีคาเทากัน ดังที่แสดงตามรูปที่ 5-4c และใหจุดดัดกลับเกิดขึ้นที่ระยะ 
h / 2  จากจุดรองรับ ดังที่แสดงตามรูปที่ 5-6b
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รูปที่ 5-6

5.4 Approximate Analysis ของโครงอาคารที่ถูกกระทํ าโดยแรงกระทํ าทางดานขาง: Portal Method
การวิเคราะหโครงสรางของอาคาร (building frame) ที่ถูกกระทํ าโดยแรงกระทํ าทางดานขาง (lateral loads) 

แบบ approximate โดยวิธี portal นี้จะมีพื้นฐานมาจากการวิเคราะหโครงสรางแบบ approximate ของ portal frame
portal frame ที่ถูกยึดติดกับฐานรากแบบยึดแนน (fixed-supported portal frame) ที่ไดกลาวถึงไปแลว

พิจารณาโครงสรางของอาคาร ซึ่งมีระยะระหวางเสาที่เทากันและถูกกระทํ าโดย lateral force P  ภายใตแรง P
โครงสรางของอาคารจะเกิดการเปลี่ยนแปลงรูปราง ดังที่แสดงในรูปที่ 5-7a ซึ่งมีลักษณะคลายกับการเปลี่ยนแปลงรูปรางที่
เกิดใน portal frame ที่ถูกยึดติดกับฐานรากแบบยึดแนน ดังนั้น

1. เราจะสมมุติใหจุดดัดกลับ (inflection point) เกิดขึ้นที่กึ่งกลางของคานและเสา ดังที่แสดงในรูป
2. ถาเราใหแตละชวงระหวางเสา (bay) ของโครงสรางประกอบไปดวย portal frame ดังที่แสดงในรูปที่ 5-7b 

แลว เราจะตั้งขอสมมุติฐานขึ้นมาอีกขอหนึ่งไดคือ เสาที่อยูดานในของอาคาร (ซึ่งจะถูกแทนดวยเสาสองตน
ของ portal bents ที่อยูติดกัน) จะรับแรงเฉือน V  ที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับเปนสองเทาของเสาที่อยูรอบนอกและ
เสาที่อยูภายในอาคารจะไมมีแรงในแนวแกนเกิดขึ้น

ขอสมมุติฐานทั้งสองขอดังกลาวจะทํ าใหโครงสรางของอาคาร ดังที่แสดงในรูปที่ 5-7a เปล่ียนเปนโครงสรางแบบ 
statically determinate

รูปที่ 5-7
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ในกรณีที่โครงสรางของอาคารมีระยะระหวางเสาที่ไมเทากันแลว เราจะไมสามารถใชสมมุติฐานที่เกี่ยวกับแรง
เฉือน V  ที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับของโครงสรางได ในกรณีเชนนี้ เราจะใชสมมุติฐานที่วา เสาที่อยูภายในอาคารจะไมมีแรงใน
แนวแกนเกิดขึ้น หรืออีกนัยหนึ่ง แรงกระทํ าทางดานขางดังกลาวจะถูกตานทานโดยแรงดึงในแนวแกนของเสาตนนอกของ
อาคารในดานที่ถูกกระทํ าโดยแรงกระทํ าทางดานขางและโดยแรงกดอัดในแนวแกนของเสาตนนอกของอาคารในดานตรง
กันขาม โดยใหแรงทั้งสองมีคาเทากัน ซึ่งจะทํ าใหแรงเฉือนที่เกิดขึ้นในคานที่อยูในชั้นเดียวกันของโครงสรางมีคาเทากัน ดัง
ที่แสดงในตัวอยางที่ 5-1

เมื่อเปรียบเทียบผลที่ไดจากการวิเคราะหโครงสรางโดยวิธี portal กับผลที่ไดจากการวิเคราะหโครงสรางแบบ 
exact analysis แลว เราจะพบวา การวิเคราะหโครงสรางโดยวิธี portal มีความเหมาะสมที่จะใชกับอาคารที่มีความสูง
นอยๆ  (low-rise buildings) และมีระยะระหวางเสาของโครงสรางที่คอนขางสมํ่ าเสมอเทานั้น เพราะวาโครงสรางของ
อาคารที่มีความสูงมากๆ จะตานทานตอแรงกระทํ าทางดานขางในลักษณะของคานยื่น (cantilevered beam)  และจาก
วิชากลศาสตรวัสดุ (mechanics of materials) เราไดทราบมาแลววา แรงเฉือนจะมีความสํ าคัญในการออกแบบคานยื่นที่
ส้ันเทานั้น เมื่อคานยื่นมีขนาดยาวมากขึ้นแลว โมเมนตดัดจะมีความสํ าคัญในการออกแบบคานมากกวาแรงเฉือน
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ตัวอยางที่ 5-1
จงใชวิธี portal method วิเคราะหหาแรงเฉือนและโมเมนตที่เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวนตางๆ ของโครงสรางของ

อาคาร ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 5-1a

                                  
รูปที่ Ex 5-1

1. หาแรงในแนวแกนที่เกิดขึ้นในเสาที่อยูดานนอกของอาคาร

   
จากแผนภาพ free body diagram ที่ตัดผานจุดกึ่งกลางความสูงของเสาชั้นที่ 2 ของโครงสราง ดังที่แสดงในรูปที่ 

Ex 5-1b แรงในแนวแกนที่เกิดขึ้นในเสาที่อยูในแนว D  จะหาไดจาก
∑ = ;0AM

)8.1(16)0.62.78.4(2 =++DR

kN 6.1
18

8.28
2 ==DR

และแรงในแนวแกนที่เกิดขึ้นในเสาที่อยูในแนว A  จะหาไดจาก
∑ = ;0yF

kN 6.122 == DA RR

จากแผนภาพ free body diagram ที่ตัดผานจุดกึ่งกลางความสูงของเสาของชั้นที่ 1 ของโครงสราง ดังที่แสดงใน
รูปที่ Ex 5-1c แรงในแนวแกนที่เกิดขึ้นในเสาที่อยูในแนว D  จะหาไดจาก
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∑ = ;0AM

)7.2(40)7.26.3(16)18(1 ++=DR

kN 60.11
18

8.208
1 ==DR

และแรงในแนวแกนที่เกิดขึ้นในเสาที่อยูในแนว A  จะหาไดจาก
∑ = ;0yF

kN 60.1111 == DA RR

2. หาคาแรงเฉือนและโมเมนตในคาน
จากแผนภาพ free body diagram ของสวนของเสาในแนว A  ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 5-1b คาแรงเฉือนตลอด

แนวคานหมายเลข 2 จะหาไดจาก
∑ = ;0yF

022 =+ AA RV
kN 6.12 −=AV

จากแผนภาพ free body diagram ของสวนของเสา AB  ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 5-1c คาแรงเฉือนตลอดแนวคาน
หมายเลข 1 จะหาไดจาก
∑ = ;0yF

0211 =−+ AAA RRV
kN 0.106.116.11 −=−=AV

รูปที่ Ex 5-1d แสดงแผนภาพ shear diagram และ moment diagram ของคานในแนวหมายเลข 1 และ 2 จาก
วิชา Theory of structures เราทราบมาแลววา ความสัมพันธของแรงเฉือนและโมเมนตจะอยูในรูป VdxdM =/  ซึ่งเมื่อ
เราทํ าการอินทิเกรทสมการดังกลาวจากจุด A  ถึงจุด B  เราจะไดวา

∫=−
B

A
AB VdxMM

หรือการเปลี่ยนแปลงคาของโมเมนตจากจุด A  ถึงจุด B  มีคาเทากับพื้นที่ใตแผนภาพ shear diagram ระหวางจุดดัง
กลาว

ถากํ าหนดให จุด A  เปนปลายของคานทางดานซายมือและจุด B เปนจุดกึ่งกลางคานและเนื่องจากคาโมเมนต
ที่จุดกึ่งกลางคานมีคาเทากับศูนยแลว เราจะไดวา โมเมนตที่ปลายของคานทางดานซายมือจะหาไดจากสมการ

∫−=
B

A
A VdxM

ซึ่งเปนผลคูณของคาแรงเฉือน (คาลบ) กับระยะกึ่งกลางชวง span ของคาน และจะมีคาเปนบวก ในทํ านองเดียวกัน เราจะ
ไดวา โมเมนตทางดานขวามือของคานเทากับผลคูณของคาแรงเฉือน (คาลบ) กับระยะกึ่งกลางชวง span ของคานแตจะมี
คาเปนลบ ดังนั้น คาโมเมนตที่เกิดขึ้นในชวงของคาน AB , BC , และ CD  ในแนวคานหมายเลข 2 จะมีคาเทากับ

m-kN 84.3
2
8.460.1

2
60.1 1 =






=






 L

m-kN 76.5
2
2.760.1

2
60.1 2 =






=






 L
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m-kN 80.4
2
0.660.1

2
60.1 3 =






=






 L

และคาโมเมนตที่เกิดขึ้นในชวงของคาน AB , BC , และ CD  ในแนวคานหมายเลข 1 จะมีคาเทากับ

m-kN 24
2
8.40.10

2
0.10 1 =






=






 L

m-kN 36
2
2.70.10

2
0.10 2 =






=






 L

m-kN 30
2
0.60.10

2
0.10 3 =






=






 L

และเราจะเขียนแผนภาพ moment diagram ของคานในแนวหมายเลข 1 และ 2 ไดดังที่แสดงในรูปที่ Ex 5-1d

3. หาคาแรงเฉือนและโมเมนตที่เกิดขึ้นที่ปลายของเสา
รูปที่ Ex 5-1e แสดงคาแรงเฉือนและโมเมนตที่เกิดขึ้นที่ปลายของคานและเสา

คาของโมเมนตที่เกิดขึ้นที่ปลายของเสาของโครงสรางจะหาไดโดยใชแผนภาพ free body diagram และเงื่อนไข
ของความสมดุลของโมเมนตที่จุดตอของเสาและคาน ยกตัวอยางเชน จากแผนภาพ free body diagram ของจุดตอ 

2−B  ดังที่แสดงในรูป และจากสมการสมดุลของโมเมนต
+ ∑ = ;02BM
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05.76-3.84-2 =BM
m-kN 9.602 =BM

ดังนั้น จากกฏขอที่ 3 ของนิวตัน เราจะได คาโมเมนตที่เกิดขึ้นที่ปลายของเสา 2−B  มีคาเทากับ m-kN 9.60  และมี
ทิศทวนเข็มนาฬิกา ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 5-1e

จากแผนภาพ free body diagram ของจุดตอ  1−B ดังที่แสดงในรูป  และจากสมการสมดุลของโมเมนต คา
โมเมนตที่ทํ าใหจุดตอ 1−B  อยูในสมดุลมีคาเทากับ
+ ∑ = ;01BM

036-24-9.601 =+BM
m-kN 50.401 =BM

ดังนั้น จากกฏขอที่ 3 ของนิวตัน เราจะได คาโมเมนตที่เกิดขึ้นที่ปลายของเสา 1−B  มีคาเทากับ m-kN 50.40  และมี
ทิศทวนเข็มนาฬิกา ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 5-1e

ขอใหสังเกตดวยวา เนื่องจากเสาไมไดถูกกระทํ าโดยแรงกระทํ าภายนอก ดังนั้น แรงเฉือนที่เกิดขึ้นในเสาจะมีคา
คงที่ และโมเมนตที่เกิดขึ้นที่ปลายดานลางของเสาจะมีทิศทางและขนาดเทากับโมเมนตที่เกิดขึ้นที่ปลายดานบนของเสา

คาของแรงเฉือนทีเ่กิดขึ้นที่ปลายของเสาของโครงสรางจะหาไดโดยใชคาของโมเมนตที่ปลายของเสาและสมการ
ความสมดุลของโมเมนตรอบปลายดานใดดานหนึ่งของเสาที่เราตองการหาคาแรงเฉือน ยกตัวอยางเชน คาแรงเฉือนที่เกิด
ขึ้นที่ปลายดานลางของเสาเสาที่เชื่อมจุด 2−B  กับ 1−B  จะหาไดจากแผนภาพ free body diagram ของเสาและสม
การความสมดุลของโมเมนตที่ปลายเสาที่เชื่อมตอกับจุด 1−B
+ ∑ = ;01BM

0)6.3(9.6060.9 1 =−+ BV
 kN 5.3331 =BV  Ans.
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5.5 Approximate Analysis ของโครงอาคารที่ถูกกระทํ าโดยแรงกระทํ าทางดานขาง: Cantilever Method
การวิเคราะหโครงสรางของอาคาร (building frame) ที่ถูกกระทํ าโดยแรงกระทํ าทางดานขาง (lateral loads) 

แบบ approximate โดยวิธี cantilever นี้มีพื้นฐานมาจาก
1. สมมุติใหจุดดัดกลับ (inflection point) ของการเปลี่ยนแปลงรุปรางของโครงสรางเกิดขึ้นที่กึ่งกลางของคาน

และเสา เชนเดียวกับในวิธี portal
2. สมมุติฐานใหโครงสรางมีพฤติกรรมที่คลายกับคานยื่น จากวิชากลสาสตรวัสดุ (mechanics of materials)

เราทราบแลววา การกระจายของหนวยแรงดัด (bending stress) บนหนาตัดใดๆ ของคานยื่นจะเปนแบบ
เสนตรงจากแกนสะเทิน (neutral axis ของคาน) ดังที่แสดงตามรูปที่ 5-8a ดังนั้น ในที่นี้ เราจะสมมุติให
หนวยแรงในแนวแกน (axial stress) ของเสาในโครงสรางแปรผันเปนสัดสวนโดยตรงกับระยะจากเสาถึงจุด 
centroid ของพื้นที่หนาตัดของเสาทั้งหมด ดังที่แสดงในรูปที่ 5-8b

จากขอสมมุติฐานทั้งสองขอดังกลาว เราจะทํ าการวิเคราะหโครงสรางของอาคารไดโดยใชสมการความสมดุลเพียงลํ าพัง
 เนื่องจากการวิเคราะหโครงสรางของอาคารโดยวิธี cantilever มีพื้นฐานมาจากสมมุติฐานที่ใหโครงสรางของ

อาคารดังกลาวมีพฤติกรรมที่คลายกับคานยื่น ดังนั้น วิธีการนี้จึงเหมาะสมที่จะใชในโครงอาคารสูง (high-rise building)

รูปที่ 5-8
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ตัวอยางที่ 5-2
จงใชวิธี cantilever method วิเคราะหหาแรงเฉือนและโมเมนตที่เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวนตางๆ ของโครงสราง

ของอาคาร ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 5-2a กํ าหนดให เสาทุกตนมีพื้นที่หนาตัดที่เทากันคือ 1.0 ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 5-2b

                               

รูปที่ Ex 5-2

1. หาตํ าแหนงของจุด centroid ของพื้นที่หนาตัดของเสาในโครงอาคาร
จากรูปที่ Ex 5-2b

)0.18(0.1)2.13(0.1)0.6(0.1)0.4( ++=x

m 3.9
0.4
2.37
==x

2. หาคาแรงในแนวแกนของเสา
แรงในแนวแกนของเสาแปรผันเปนสัดสวนโดยตรงกับระยะจากเสาถึงจุด centroid ของพื้นที่หนาตัดของเสา ดังที่

แสดงในรูปที่ Ex 5-2c ถากํ าหนดใหคาความชัน (slope) ของการแปรผันของแรงในแนวแกนของเสาในแนวหมายเลข 2 มี
คาเปน 2k  แลว เราจะไดวา

222 7.8)3.90.18( kkRA =−=

222 9.3)8.43.90.18( kkRB =−−=

222 3.3)0.63.9( kkRC =−=

222 3.9)3.9( kkRC ==

และคา slope 2k  จะหาไดจากโมเมนตของแรงตางๆ รอบจุด centroid ของพื้นที่หนาตัดของเสา
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)3.9()3.3()9.3()7.8(
2
6.316 2222 DCBA RRRR +++=







)3.93.39.37.8(8.28 2222
2 +++= k

15296.02 =k
ดังนั้น แรงในแนวแกนของเสาในแนวหมายเลข 2 จะมีคาเทากับ

kN 331.1)15296.0(7.82 ==AR
kN 596.0)15296.0(9.32 ==BR
kN 505.0)15296.0(3.32 ==CR

kN 422.1)15296.0(3.92 ==DR
จากรูปที่ Ex 5-2d คา slope ของการแปรผันของแรงในแนวแกนของเสาในแนวหมายเลข 1 หรือ 1k  จะหาไดจาก

โมเมนตของแรงตางๆ รอบจุด centroid ของเสา

)3.9()3.3()9.3()7.8(
2
4.540

2
4.56.316 1111 DCBA RRRR +++=






+






 +

)3.93.39.37.8(8.208 2222
1 +++= k

1090.11 =k
ดังนั้น แรงในแนวแกนของเสาในแนวหมายเลข 1 จะมีคาเทากับ

kN 648.9)1090.1(7.81 ==AR
kN 325.4)1090.1(9.31 ==BR
kN 660.3)1090.1(3.31 ==CR

kN 314.10)1090.1(3.91 ==DR

3. หาคาแรงเฉือนและโมเมนตในคาน
รูปที่ Ex 5-2e แสดงแผนภาพ shear diagram และ moment diagram ของคานในแนวหมายเลข 1 และ 2 ซึ่งจะ

หาไดจากคาแรงในแนวแกน ยกตัวอยางเชน จากแผนภาพ free body diagram ของเสา 2A  ดังที่แสดง และจากสมการ
สมดุลของแรง

kN 331.12 −=AV
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จากแผนภาพ free body diagram ของเสา 2B  ดังที่แสดง และจากสมการสมดุลของแรง

kN 927.1596.0331.12 −=−−=BV
จากแผนภาพ free body diagram ของเสา 2C  ดังที่แสดง และจากสมการสมดุลของแรง

kN 442.1505.0927.12 −=+−=CV
จากหลักการที่ไดกลาวไปแลวในตัวอยางที่ 5-1 และจากแผนภาพ shear diagram ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 5-2e เรา

จะหาคาโมเมนตที่เกิดขึ้นในชวงของคาน AB , BC , และ CD  ในแนวคานหมายเลข 2 จะมีคาเทากับ

m-kN 19.3
2
8.4331.1

2
331.1 1 =






=






 L

m-kN 94.6
2
2.7927.1

2
927.1 2 =






=






 L

m-kN 27.4
2
0.6422.1

2
422.1 3 =






=






 L

ในทํ านองเดียวกัน โดยการใชแผนภาพ free body diagram และสมการสมดุลของแรง เราจะเขียนแผนภาพ
shear diagram ของคานในแนวคานหมายเลข 1 ได ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 5-2e

4. หาแรงเฉือนและโมเมนตที่เกิดขึ้นที่ปลายของเสา
จากแผนภาพ free body diagram ของจุดตอและจากสมการสมดุลของโมเมนต เราจะหาโมเมนตและแรงเฉือนที่

เกิดขึ้นที่ปลายของเสาได ดังที่แสดงใน รูปที่ Ex 5-1f
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แบบฝกหัดทายบทที่ 5
5-1 จงใชวิธี portal method และ cantilever method วิเคราะหหาแรงเฉือนและโมเมนตที่เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวนตางๆ 
ของโครงสรางของอาคาร ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 5-1 เมื่อเสาทุกตนมีหนาตัดเทากัน จากนั้น ทํ าการเขียนแผนภาพ shear 
diagram และ moment diagram เพื่อเปรียบเทียบกับคาที่ไดกับผลการวิเคราะหจาก computer program สุดทาย เขียน
บทวิจารณผลการเปรียบเทียบ

รูปที่ Prob. 5-1

5-2 จงใชวิธี portal method วิเคราะหหาแรงเฉือนและโมเมนตที่เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวนตางๆ ของโครงสรางของอาคาร 
ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 5-2 เมื่อเสาทุกตนมีหนาตัดเทากัน จากนั้น ทํ าการเขียนแผนภาพ shear diagram และ moment 
diagram เพื่อเปรียบเทียบกับคาที่ไดกับผลการวิเคราะหจาก computer program สุดทาย เขียนบทวิจารณผลการเปรียบ
เทียบ

รูปที่ Prob. 5-2

5-3 จงใชวิธี cantilever method วิเคราะหหาแรงเฉือนและโมเมนตที่เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวนตางๆ ของโครงสรางของ
อาคาร ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 5-2 เมื่อเสาในแนว B  มีพื้นที่หนาตัดเปน 1.5 เทาชองเสาในแนว A  และ C  จากนั้น ทํ า
การเขียนแผนภาพ shear diagram และ moment diagram เพื่อเปรียบเทียบกับคาที่ไดกับผลการวิเคราะหจาก computer 
program สุดทาย เขียนบทวิจารณผลการเปรียบเทียบ
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บทที่ 6
การวิเคราะหโครงขอหมุนโดยใช Matrix Displacement Method

6.1 พ้ืนฐานของ Matrix Displacement Method
วิธีวิเคราะหโครงสรางถูกแบงออกเปนกลุมใหญๆ ได 2 กลุมคือ  force method และ displacement method 

โดยที่ force method จะใชแรงภายในชิ้นสวน (member force) ของโครงสรางเปนตัวแปรที่ไมทราบคา (unknown) ใน
ขณะที่ displacement method จะใชการเปลี่ยนตํ าแหนงที่ node (nodal displacement) ของโครงสรางเปนตัวแปรที่ไม
ทราบคา

การวิเคราะหโครงสรางในรูปของ matrix (matrix structural analysis) ถูกแบงออกไดเปน 2 วิธีเชนกันคือ   
matrix force method หรือ flexibility method และ matrix displacement method หรือ stiffness method โดยทั่วไปแลว  
matrix displacement method จะเปนวิธีที่ไดรับความนิยมมากกวา matrix force method เนื่องจาก

1.  matrix displacement method สามารถใชในการวิเคราะหโครงสราง statically determinate และแบบ 
statically indeterminate ไดโดยใชขั้นตอนการคํ านวณที่เหมือนกัน แต  matrix force method จะใชขั้นตอน
การคํ านวณโครงสรางทั้งสองแบบที่แตกตางกัน

2.  matrix displacement method จะใหผลลัพธของแรงและการเปลี่ยนตํ าแหนงโดยตรง แต matrix force 
method จะทํ าไมได ซึ่งทํ าให matrix force method มีขั้นตอนการคํ านวณที่ยุงยากมากกวา

3.  การเขียนโปรแกรม computer สํ าหรับ matrix displacement method งายกวาการเขียนโปรแกรม computer 
สํ าหรับ matrix force method

สมการพื้นฐานของ matrix displacement method จะหาไดจาก
• สมการความสมดุล (equilibrium equation)
• สมการของความสอดคลอง (compatibility equation)
• ความสัมพันธของแรงและการเปลี่ยนตํ าแหนง (force-displacement relationship)
การวิเคราะหโครงสรางโดย matrix displacement method มีขั้นตอนพื้นฐานคราวๆ ดังตอไปนี้
1.  ทํ าเครื่องหมายแสดงหมายเลขของ node และชิ้นสวนของโครงสราง
2.  ใชความสัมพันธของแรงและการเปลี่ยนตํ าแหนงหาความสัมพันธระหวางแรงภายในที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนของ

โครงสราง q  กับคาการเปลี่ยนแปลงรูปรางของชิ้นสวนของโครงสราง d  ในระบบแกน local coordinate 
system หรือ q = k d′  เมื่อ ′k  เปน member stiffness matrix

3.  ใชสมการหรือเงื่อนไขของความสอดคลองเขียนความสัมพันธของการเปลี่ยนแปลงรูปรางของชิ้นสวนของโครง
สราง d  ในระบบแกน local coordinate system กับการเปลี่ยนตํ าแหนงที่ node (nodal displacement) 
ของชิ้นสวนของโครงสราง D  ในระบบแกน global coordinate system หรือ d = TD  เมื่อ T  เปน 
displacement transformation matrix

4.  ใชสมการความสมดุลที่ node (nodal equilibrium equation) หาความสัมพันธระหวางแรงกระทํ า Q  ใน
ระบบแกน global coordinate system กับแรงภายในที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนของโครงสราง q  ในระบบแกน 
local coordinate system หรือ Q = T qT  เมื่อ TT  เปน force transformation matrix

5.  แทน matrix d = TD  ในขอที่ 3 ลงใน matrix q = k d′  ในขอที่ 2 จากนั้น เขียนความสัมพันธของแรงภาย
ในที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนของโครงสราง q  กับการเปลี่ยนตํ าแหนงที่ node ของชิ้นสวนของโครงสราง D  หรือ 
q = k TD′
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6.  แทน matrix q = k TD′  ในขอที่ 5 ลงใน matrix Q = T qT  ในขอที่ 4 จากนั้น เขียนความสัมพันธของ
แรงกระทํ า Q  กับการเปลี่ยนตํ าแหนงที่ node ของชิ้นสวนของโครงสราง D  หรือ Q = T k TD = kDT ′

เมื่อ k  เปน member global stiffness matrix
7.  ทํ าการรวม matrix k ของแตละชิ้นสวนของโครงสรางเขาดวยกัน ซึ่งเราจะได matrix Q = KD  เมื่อ K

เปน structure stiffness matrix
8.  จัดรูป matrix ใหมในรูป D = K Q−1  เพื่อหาคาการเปลี่ยนตํ าแหนงที่ node ของชิ้นสวนของโครงสราง
9.  แทนคา D  ลงใน matrix q = k TD′  ในขอที่ 4 เราจะได แรงภายในที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนของโครงสราง

รูปที่ 6-1
Member and Node Identification

ขั้นตอนแรกในการวิเคราะหโครงสรางโดย matrix displacement method คือ การกํ าหนดหมายเลขใหกับชิ้น
สวนและ node ตางๆ ของโครงสราง ในที่นี้ เราจะกํ าหนดให

 หมายเลขของชิ้นสวนของโครงสรางจะถูกลอมรอบดวยกรอบสี่เหลี่ยม ดังที่แสดงในรูปที่ 6-1a
 หมายเลขของ node จะถูกลอมรอบดวยกรอบวงกลม ดังที่แสดงในรูปที่ 6-1a

นอกจากนั้นแลว ปลายดานใกลและปลายดานไกลของชิ้นสวนของโครงสรางจะถูกกํ าหนดโดยใชลูกศรเขียนไป
ตามความยาวของชิ้นสวนของโครงสราง โดยหัวของลูกศรแสดงถึงปลายดานไกลของชิ้นสวนของโครงสราง ดังที่แสดงใน
รูปที่ 6-1a
Global and Member Coordinate

ระบบแกนอางอิงที่เราจะใชใน matrix displacement method นี้จะถูกแบงออกเปน 2 ระบบคือ
1. ระบบแกน global coordinate system ( x y− ) ซึ่งจะใชในการบอกทิศทางของแรงภายนอกและการ

เปล่ียนตํ าแหนงที่ node ดังที่แสดงในรูปที่ 6-1a โดยทั่วไปแลว เราจะกํ าหนดใหจุดเริ่มตนของระบบแกนอาง
อิงชนิดนี้อยูที่ node ใด node หนึ่ง ซึ่งจะทํ าใหคาพิกัดของ node อื่นๆ มีคาเปนบวก

2. ระบบแกน local coordinate system ( ′ − ′x y ) ซึ่งจะใชในการบอกทิศทางของแรงภายในและการเปลี่ยน
ตํ าแหนงที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนของโครงสราง โดยที่จุดเริ่มตนของระบบแกนอางอิงชนิดนี้จะอยูที่ปลายดานใกล 
และแกน ′x  จะพุงไปที่ปลายดานไกลของชิ้นสวนของโครงสราง ดังที่แสดงในรูปที่ 6-1b

Degree of Freedom
Degree of freedom เปนคาการเปลี่ยนตํ าแหนงของโครงสรางที่ node ที่เราตองการทราบ ซึ่งขึ้นอยูกับลักษณะ

และสมมุติฐานของโครงสราง โดยที่แตละเทอมของ degree of freedom จะตองเปนอิสระตอกัน
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โดยทั่วไปแลว เราจะแบง degree of freedom ออกไดเปน 2 ประเภทคือ
1. unconstrained degree of freedom ซึ่งเปน degree of freedom ที่ไมมีการยึดรั้ง โดยจะมีการเปลี่ยน

ตํ าแหนงเกิดขึ้นภายใตแรงกระทํ า
2. constrained degree of freedom ซึ่งเปน degree of freedom ที่มีการยึดรั้งและการรองรับโครงสราง และ

มักจะมีคาการเปลี่ยนตํ าแหนงเทากับศูนย
พิจารณาโครงขอหมุน ดังที่แสดงในรูปที่ 6-1 ซึ่งมีจํ านวน node เทากับ 4  และมีจํ านวน degree of freedom เทา

กับ 8 โดยเราจะแบง degree of freedom ของโครงขอหมุนดังกลาวออกไดเปน 5 unconstrained degree of freedom คือ 
degree of freedom หมายเลข 1 ถึงหมายเลข 5 และ 3 constrained degree of freedom (2 สํ าหรับ pin support บวก
กับ 1 สํ าหรับ roller support) คือ degree of freedom หมายเลข 6 ถึงหมายเลข 8

โดยทั่วไปแลว เราจะกํ าหนดหมายเลขของ node ของโครงสรางโดยจะทํ าการเรียงลํ าดับให unconstrained 
degree of freedom มีลํ าดับอยูกอน constrained degree of freedom ดังเชนที่แสดงในรูปที่ 6-1a การจัดเรียงหมายเลข
ของ  node ในลักษณะนี้จะทํ าใหเราทํ า partition K  matrix ไดงายขึ้น ซึ่งจะทํ าใหหาคาการเปลี่ยนตํ าแหนงที่ node ได
งายขึ้นดวย
6.2 Truss-Member Stiffness Matrix

Truss-member stiffness matrix ′k  เปน matrix ที่แสดงถึงความสัมพันธระหวางแรงภายในที่เกิดขึ้นในชิ้นสวน
ของโครงขอหมุน q  กับคาการเปลี่ยนแปลงรูปรางของชิ้นสวนของโครงขอหมุน d  ในระบบแกน local coordinate 
system ( ′ − ′x y )

รูปที่ 6-2

พิจารณาชิ้นสวนของโครงขอหมุน ดังที่แสดงในรูปที่ 6-2 เนื่องจากชิ้นสวนของโครงขอหมุนถูกกระทํ าโดยแรงใน
แนวแกนเทานั้น ดังนั้น ชิ้นสวนของโครงขอหมุนนี้จะเกิดการเปลี่ยนแปลงรูปรางไดในแนวแกนเทานั้น

จากรูปที่ 6-2a ถาเรากํ าหนดใหปลายดานใกล  (node N ) ของชิ้นสวนของโครงขอหมุนเกิดการเปลี่ยนตํ าแหนง
ในแนวแกนเทากับ Nd+  และปลายดานไกล (node F ) ถูกยึดโดยหมุดแลว จากวิชา mechanics of materials เราจะได
วา  แรงกระทํ าที่ปลายดานใกลของชิ้นสวนของโครงขอหมุนจะอยูในรูป

′ =q
AE
L
dN N

และจากสมการความสมดุลในแนวแกน x′  เราจะไดวา แรงปฏิกริยา ′qF  ที่เกิดขึ้นที่ปลายดานไกลของชิ้นสวนของโครง
ขอหมุนจะอยูในรูป
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′ = −q
AE
L
dF N

ในกรณีนี้ ′qF  มีคาเปนลบเพราะมีทิศไปทาง − ′x
ในลักษณะที่คลายกัน จากรูปที่ 6-2b ถากํ าหนดใหปลายดานใกล  (node N ) ของชิ้นสวนของโครงขอหมุนถูก

ยึดโดยหมุดและปลายดานไกล (node F ) เกิดการเปลี่ยนตํ าแหนงในแนวแกนเทากับ Fd+  แลว แรงกระทํ าที่ปลายดาน
ไกลของชิ้นสวนของโครงขอหมุนจะอยูในรูป

′′ =q
AE
L
dF F

และจากสมการความสมดุลในแนวแกน x′  เราจะไดวา แรงปฏิกริยา Nq ′′  ที่เกิดขึ้นที่ปลายดานใกลของชิ้นสวนของโครง
ขอหมุนจะอยูในรูป

′′ = −q
AE
L
dN F

โดยใช principle of superposition เมื่อปลายดานใกล  (node N ) ของชิ้นสวนของโครงขอหมุนเกิดการเปลี่ยน
ตํ าแหนงในแนวแกนเทากับ Nd+  และปลายดานไกล (node F ) เกิดการเปลี่ยนตํ าแหนงในแนวแกนเทากับ Fd+  ดังที่
แสดงในรูปที่ 6-2c แลว คาแรงที่เกิดขึ้นที่ปลายทั้งสองของชิ้นสวนของโครงขอหมุนดังกลาวจะหาไดโดยการรวมชิ้นสวน
ของโครงขอหมุนในรูปที่ 6-2a เขากับรูปที่ 6-2b ดังนั้น

q
AE
L
d

AE
L
dN N F= − (6-1)

q
AE
L
d

AE
L
dF F N= − (6-2)

ซึ่งเราจะเขียนใหอยูในรูปของ matrix ไดเปน
q
q

AE
L

d
d

N

F

N

F
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−
−

















1 1
1 1

หรือ q = k d′ (6-3)

เมื่อ  ′
−

−








k =

AE
L

1 1
1 1 (6-4)

โดยที่คาสัมประสิทธิ์ทั้งส่ีของ member stiffness matrix ′k  นี้มักจะถูกเรียกวา member stiffness influence 
coefficients, ′kij  ซึ่งแสดงถึงคาของแรงที่เกิดขึ้นที่  node i เมื่อ node j  มีการเปลี่ยนตํ าแหนงในแนวแกน 1 หนวย หรือ
เปนคาความแกรงของชิ้นสวนของโครงขอหมุน ยกตัวอยางเชน จากรูปที่ 6-2a ถา 1=Nd  และใหการเปลี่ยนตํ าแหนง
อื่นๆ มีคาเทากับศูนยแลว ชิ้นสวนของโครงขอหมุนจะถูกกระทํ าโดยแรงในแนวแกน LAEkqN /11 =′=  และ 

LAEkqF /21 −=′=  ดังที่แสดงโดย column แรกของ matrix ′k
6.3 Displacement และ Force Transformation Matrices

กอนที่เราจะหา displacement transformation matrix และ force transformation matrix ของชิ้นสวนของโครง
ขอหมุนไดนั้น เราจะทํ าการหาคา direction cosine ของชิ้นสวนของโครงขอหมุนกอน

พิจารณาโครงขอหมุน ซึ่งอยูในระบบแกน global coordinate system x y−  ดังที่แสดงในรูปที่ 6-3 โครงขอ
หมุนนี้มีชิ้นสวนหนึ่งวางอยูในระบบแกน local coordinate system ′x y′−  โดยที่แกน ′x  และแกน y′  ทํ ามุม xθ

และ yθ  กับแกน x  และแกน y  ของระบบแกน global coordinate system ตามลํ าดับ ดังที่แสดงในรูปที่ 6-4
ถาเรากํ าหนดใหปลาย N  และปลาย F  ของชิ้นสวนของโครงขอหมุนดังกลาวมีพิกัดเปน ( , )x yN N  และ 

( , )x yF F  ตามลํ าดับแลว direction cosine xλ  และ yλ  ของชิ้นสวนของโครงขอหมุนจะอยูในรูป
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รูปที่ 6-3

รูปที่ 6-4
Displacement Transformation Matrix

Displacement transformation matrix ของโครงขอหมุนเปน matrix ที่แสดงความสัมพันธของการเปลี่ยนแปลง
ตํ าแหนงที่ปลายของชิ้นสวนของโครงขอหมุน d  ในระบบแกน local coordinate system ′x y′−  กับการเปลี่ยน
ตํ าแหนงที่ node ของชิ้นสวนของโครงขอหมุน D  ในระบบแกน global coordinate system x y−

เนื่องจากแตละ node ของโครงขอหมุนมีจํ านวน degree of freedom เทากับ 2 ดังนั้น ชิ้นสวนของโครงขอหมุน
จะมีจํ านวน degree of freedom ทั้งหมดเทากับ 4 ซึ่งในที่นี้เราจะกํ าหนดให DNx  และ DNy  เปน degree of freedom ที่
node N  ในแนวแกน x  และ y  ตามลํ าดับ และ DFx  และ DFy  เปน degree of freedom ที่ node F  ในแนวแกน
x  และ y  ตามลํ าดับ

ในกรณีที่โครงสรางมีการเปลี่ยนแปลงรูปรางนอยมากภายใตแรงกระทํ าแลว คาการเปลี่ยนตํ าแหนงของโครงขอ
หมุนหรือ degree of freedom  DNx , DNy , DFx , และ DFy  จะมีคาที่นอยมากดวย ดังนั้น คาการเปลี่ยนตํ าแหนงของ
โครงขอหมุนจะขึ้นอยูกับองคประกอบของการเปลี่ยนตํ าแหนงในแนวแกนของชิ้นสวนของโครงขอหมุนเทานั้นและจะเปน
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อิสระกับองคประกอบของการเปลี่ยนตํ าแหนงในแนวขวาง หรือกลาวอีกนัยหนึ่งไดวา คามุม  xθ  และ yθ  ที่เปล่ียนแปลง
ไปเนื่องจากการเปลี่ยนตํ าแหนงของโครงขอหมุนจะมีคานอยมากและจะถูกตัดออกจากการพิจารณาได

โดยใช principle of superposition เราจะพิจารณาผลที่เกิดจากการเปลี่ยนตํ าแหนง DNx , DNy , DFx , และ
DFy  บนชิ้นสวนของโครงขอหมุนไดเปน 4 กรณี ดังที่แสดงในรูปที่ 6-5a ถึง 6-5d

รูปที่ 6-5

จากรูปที่ 6-5a เมื่อปลายดายไกล (node F ) ของชิ้นสวนของโครงขอหมุนถูกยึดโดยหมุดและปลายดานใกล 
(node N ) มีการเปลี่ยนตํ าแหนงในแนวแกน x  เปน DNx  แลว การเปลี่ยนตํ าแหนงในแนวแกน ′x  จะอยูในรูป 

xNxD θcos  ในลักษณะที่คลายกัน เมื่อปลายดานใกล (node N ) มีการเปลี่ยนตํ าแหนงในแนวแกน y  เปน DNy  ดังที่
แสดงในรูปที่ 6-5b แลว คาการเปลี่ยนตํ าแหนงในแนวแกน ′x  จะอยูในรูป yNyD θcos

โดยใช principle of superposition เราจะไดวา ผลรวมของการเปลี่ยนตํ าแหนงในแนวแกน ′x  ที่ปลายดานใกล 
(node N )  จะอยูในรูป

yNyxNxN DDd θθ coscos +=

ในลักษณะเดียวกัน จากรูปที่ 6-5c และ 6-5d ผลรวมของการเปลี่ยนตํ าแหนงในแนวแกน ′x  ของชิ้นสวนของโครงขอหมุน
ที่ปลายดานไกล (node F ) จะอยูในรูป

yFyxFxF DDd θθ coscos +=

จากสมการของ direction cosine xx θλ cos=  และ yy θλ cos=  ดังนั้น เราจะเขียนสมการทั้งสองใหอยูใน
รูป matrix ไดเปน
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หรือ d = TD (6-8)

เมื่อ 
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โดยที่ matrix T  จะถูกเรียกวา displacement transformation matrix ซึ่งจะใชในการเปลี่ยนรูป (transform) คาการ
เปล่ียนตํ าแหนงที่ node ของชิ้นสวนของโครงขอหมุนในระบบแกน global coordinate system ( )x y−  ไปเปนคาการ
เปล่ียนแปลงตํ าแหนงที่ปลายของชิ้นสวนของโครงขอหมุนในระบบแกน local coordinate system ( )′ − ′x y
Force Transformation Matrix

Force transformation matrix ของโครงขอหมุนจะเปน matrix ที่แสดงความสัมพันธของแรงกระทํ าภายนอก Q
ในระบบแกน global coordinate system x y−  กับแรงภายในที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนของโครงขอหมุน q  ในระบบแกน 
local coordinate system ′x y′−

รูปที่ 6-6

พิจารณาชิ้นสวนของโครงขอหมุน ดังที่แสดงในรูปที่ 6-6a เมื่อปลายดายไกล (node F ) ของชิ้นสวนของโครงขอ
หมุนถูกยึดโดยหมุดและปลายดานใกล (node N ) ถูกกระทํ าโดยแรงภายในที่เกิดขึ้นในแนวแกนของชิ้นสวนของโครงขอ
หมุน qN  แลว จากรูป เราจะหาความสัมพันธขององคประกอบของแรงกระทํ าภายนอกในระบบแกน global coordinate 
system (QNx  และ QNy ) กับแรง qN  ไดในรูป

xNNx qQ θcos=

yNNy qQ θcos=

ในลักษณะเดียวกัน เมื่อปลายดายไกล (node F ) ของชิ้นสวนของโครงขอหมุนถูกกระทํ าโดยแรงภายในที่เกิด
ขึ้นในแนวแกนของชิ้นสวนของโครงขอหมุน  qF  และปลายดานใกล (node N ) ถูกยึดโดยหมุด ดังที่แสดงในรูปที่ 6-6b
แลว เราจะหาความสัมพันธขององคประกอบของแรงกระทํ าภายนอกในระบบแกน global coordinate system (QFx  และ
QFy ) กับแรง qF  ไดในรูป

xFFx qQ θcos=

yFFy qQ θcos=
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จากสมการของ direction cosine xx θλ cos=  และ yy θλ cos=  ดังนั้น เราจะเขียนสมการทั้งสองใหอยูใน
รูป matrix ไดเปน
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หรือ Q = T qT            (6-11)

เมื่อ TT
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           (6-12)

โดยที่ matrix TT  จะถูกเรียกวา force transformation matrix ซึ่งจะใชในการเปลี่ยนรูป (transform) แรงภายในที่เกิดขึ้น
ในชิ้นสวนของโครงขอหมุน q  ในระบบแกน local coordinate system ไปเปนแรงกระทํ าภายนอก Q  ในระบบแกน
global coordinate system

โดยการเปรียบเทียบ เราจะเห็นไดวา force transformation matrix เปน transpose ของ displacement
transformation matrix ซึ่งเราจะสามารถพิสูจนไดโดยใช principle of virtual work (Wang, C.K., “Intermediate
Structural Analysis, 1983)
6.4 Member Global Stiffness Matrix

เมื่อเราแทนสมการที่ 6-8 (d = TD ) ลงในสมการที่ 6-3 (q = k d′ ) เราจะไดสมการแสดงความสัมพันธของ
แรงภายในที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนของโครงสราง q  กับการเปลี่ยนตํ าแหนงที่ node ของชิ้นสวนของโครงสราง D  ในรูป

q = k TD′             (6-13)
จากนั้น แทนคาสมการที่ 6-13 ลงในสมการที่ 6-11 (Q = T qT ) เราจะไดสมการแสดงความสัมพันธของแรงกระทํ า Q
กับการเปลี่ยนตํ าแหนงที่ node ของชิ้นสวนของโครงสราง D  ในรูป

Q = T k TDT ′
หรือ Q = kD             (6-14)
เมื่อ k = T k TT ′             (6-15)
โดยที่ matrix k  นี้จะถูกเรียกวา member global stiffness matrix และเนื่องจากเราทราบคาของ matrix TT และ matrix
T และ member stiffness matrix ′k  ดังนั้น

k =
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ซึ่งเราจะเห็นไดวา matrix k เปน square matrix ที่สมมาตร และถาโครงขอหมุนเปนโครงสรางที่มีเสถียรภาพแลว matrix
k  นี้จะเปน nonsingular matrix ซึ่งเราจะหาคา inverse ของ matrix นี้ได ดังนั้น เราจะเขียนสมการที่ 6-14 ใหเต็มรูปได
เปน

Q
Q
Q
Q

AE
L

D
D
D
D

Nx

Ny

Fx

Fy

x x y x x y

x y y x y y

x x y x x y

x y y x y y

Nx

Ny

Fx

Fy





















=

− −
− −

− −
− −









































λ λ λ λ λ λ
λ λ λ λ λ λ
λ λ λ λ λ λ
λ λ λ λ λ λ

2 2

2 2

2 2

2 2

        (6-14a)

จากสมการที่ 6-14a เมื่อเราใหคา DNx = 1 และใหคา D D DNy Fx Fy= = = 0  แลว แรงภายนอกที่กระทํ า
อยูที่ node ของชิ้นสวนของโครงขอหมุนจะหาไดจาก

Q
Q
Q
Q

AE
L

Nx

Ny

Fx

Fy

x

x y

x

x y





















=
−
−





















λ
λ λ
λ
λ λ

2

2

ซึ่งจะเห็นไดวา เมื่อเราตองการใหเกิดการเปลี่ยนตํ าแหนงที่ปลาย N  ของชิ้นสวนของโครงขอหมุนในแนวแกน x  มีคาเทา
กับ 1 หนวยแลว เราจะตองใหแรงกระทํ าภายนอกกระทํ าที่ปลาย N  และปลาย F  ของชิ้นสวนของโครงขอหมุนในแนว
แกน x  และแกน y  เทากับคาที่ไดตามสมการ ดังนั้น เราจะใหความหมายของเทอม k ij  ซึ่งจะถูกเรียกวา stiffness
influence coefficient วาเปนคาขององคประกอบของแรงภายนอกในแนวแกน x  หรือแกน y  ที่กระทํ าที่ปลาย i ของชิ้น
สวนของโครงขอหมุนเพื่อใหเกิดองคประกอบของคาการเปลี่ยนตํ าแหนงในแนวแกน x  หรือแกน y  ที่ปลาย j  มีคาเทา
กับ 1 หนวย
6.5 Structural Stiffness Matrix

หลังจากที่เราได member global stiffness matrix k  ของแตละชิ้นสวนของโครงขอหมุนแลว เราจะทํ าการรวม
matrix k  เหลานั้นเขาดวยกัน ผลลัพธที่ไดจะเรียกวา structural stiffness matrix K  ซึ่งเปนความสัมพันธของแรงกระทํ า
ภายนอก Q  กับการเปลี่ยนตํ าแหนงที่ node D  และจะอยูในรูป

Q = KD
ในการรวม matrix k  ดังกลาว เริ่มตน เราจะทํ าการเขียนตาราง โดยที่แตละชองของตารางดังกลาวจะแสดงถึง

องคประกอบของ matrix K  ของโครงขอหมุน ซึ่งจะมีจํ านวน column และจํ านวน row เทากับจํ านวน degree of
freedom ของโครงขอหมุน จากนั้น ทํ าการเติมคา k ij  ของ matrix k ของชิ้นสวนของโครงสรางลงในตารางดังกลาว โดย
ตองเติมลงในชองที่มี global coordinate และ degree of freedom ที่ตรงกัน
6.6 การใช Matrix Displacement Method ในการวิเคราะหโครงขอหมุน

ถาเราทํ าการกํ าหนดหมายเลขของ node ของโครงขอหมุนโดยให unconstrained degree of freedom มีลํ าดับ
อยูกอน constrained degree of freedom ดังที่ไดกลาวไปแลวนั้น เราจะทํ าการแบง partition ของ structural stiffness 
matrix K  ไดดังที่แสดงในสมการที่ 6-17
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เมื่อ Q k , D k  เปนแรงกระทํ าภายนอกและการเปลี่ยนตํ าแหนงที่จุดรองรับหรือยึดรั้งที่เราทราบคา (known) 
ตามลํ าดับ โดยทั่วไปแลว ถาจุดรองรับไมมีการทรุดตัวแลว D k = 0
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Qu , Du เปนแรงปฏิกริยาและการเปลี่ยนตํ าแหนงที่ node ตางๆ บนโครงขอหมุนที่เราไมทราบคา
(unknown) ตามลํ าดับ  โดยทั่วไปแลว Qu  จะเปนคาของแรงปฏิกริยาที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับ

K  เปน structural stiffness matrix ที่ถูก partition ใหสอดคลองกับ Q k , D k  และ Qu , Du

โดยสรุปแลว ขั้นตอนการวิเคราะหโครงขอหมุนโดย matrix displacement method มีดังตอไปนี้
1. กํ าหนดระบบแกน global coordinate system ใหเหมาะสมกับลักษณะของโครงขอหมุน จากนั้น กํ าหนด

หมายเลขของ node หมายเลขของชิ้นสวนของโครงขอหมุน และหมายเลข degree of freedom
2. หาคาการเปลี่ยนตํ าแหนงที่ node ตางๆ ที่เราทราบคาและเขียน matrix kD  โดยใช sign convention ของ

ระบบแกน global coordinate system
3. หาคาแรงกระทํ าภายนอกที่ทราบคาและเขียน matrix kQ  โดยใช sign convention ของระบบแกน global 

coordinate system
4. หาคา direction cosine xx θλ cos=  และ yy θλ cos=  และหา member global stiffness matrix k

ของแตละชิ้นสวนของโครงขอหมุน
5. ทํ าการรวม member global stiffness matrix k  ของแตละชิ้นสวนของโครงขอหมุนเขาดวยกันเพื่อหา 

structure stiffness matrix K
6. จากสมการที่ 6-17 เราจะหาคาการเปลี่ยนตํ าแหนงที่ node ตางๆ uD ไดจากสมการ

Q K D +K Dk u k= 11 12

       และเราจะหาคาแรงปฏิกริยาที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับ uQ ไดจากสมการ
Q K D +K Du u k= 21 22

7. หาคาแรงภายในที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนของโครงขอหมุนจากสมการ kTD=q
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เนื่องจาก FN qq −=  ดังนั้น เราจะหาคาของแรงภายในที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนของโครงขอหมุนไดโดยใชสมการ
ใดสมการหนึ่งในสมการที่ 6-8 โดยทั่วไปแลว เราจะหาคา Fq  ซึ่งมีคาบวกเมื่อเปนแรงดึง
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ตัวอยางที่ 6-1
จงวิเคราะหโครงขอหมุน ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 6-1 โดย matrix displacement method เพื่อหาการเปลี่ยน

ตํ าแหนงและคาแรงภายในที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนของโครงขอหมุน กํ าหนดใหคา axial stiffness AE  ของทุกชิ้นสวนของ
โครงขอหมุนมีคาคงที่เทากับ 22 kN/m.m 000,120  และ node หมายเลข 2 เกิดการทรุดตัวในแนวดิ่งลง mm 1

รูปที่ Ex 6-1

1. กํ าหนดระบบแกน global coordinate ระบบแกน local coordinate หมายเลข node หมายเลขชิ้นสวนของ
โครงขอหมุน และหมายเลข degree of freedom

 กํ าหนดระบบแกน global coordinate โดยให node หมายเลข 1 เปนจุดเริ่มตนของระบบแกน จากนั้น ทํ า
การกํ าหนดหมายเลขของ node ที่เหลือ

 กํ าหนดหมายเลขของชิ้นสวนของโครงขอหมุนและปลายดานใกลและปลายดานไกลของชิ้นสวนตางๆ ของ
โครงขอหมุน

 กํ าหนดหมายเลข degree of freedom ดังตอไปนี้ เนื่องจาก node หมายเลข 1 ไมมีการยึดรั้ง เราจะให 
degree of freedom ที่ node ดังกลาวมีหมายเลขเปนหมายเลข 1 และหมายเลข 2 (unconstrained 
degree of freedom) และเนื่องจาก node หมายเลข 2 ถึง 4 เปนหมุด (pin) ดังนั้น เรากํ าหนดให degree of 
freedom ที่ node ดังกลาวมีหมายเลขเปน 3 ถึง 8 (constrained degree of freedom) ดังที่แสดงในรูป

2. เขียน matrix kD
จากรูปที่ Ex 6-2 เราจะเห็นไดวา โครงขอหมุนถูกรองรับที่ node หมายเลข 2 ถึง 4 ในทิศทางของ degree of 

freedom หมายเลข 3 ถึง 8 และเนื่องจาก degree of freedom หมายเลข 4 เกิดการทรุดตัวในทิศทางดิ่งลง mm 1 ดังนั้น
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3. เขียน matrix kQ
จากรูปที่ Ex 6-2 เราจะเห็นไดวา โครงขอหมุนถูกกระทํ าโดยแรง kN 20  ที่ node หมายเลข 1 ในทิศทางตรงกัน

ขามกับ degree of freedom หมายเลข 2 ดังนั้น
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4. หา member global stiffness matrix k  ของแตละชิ้นสวนของโครงขอหมุน
ช้ินสวนที่ 1

ชิ้นสวนที่ 1 มี node หมายเลข 1 เปนปลายดานใกลและ node หมายเลข 2 เปนปลายดานไกล ดังนั้น จากพิกัด
ของ node ทั้งสอง เราจะหา direction cosine ของชิ้นสวนที่ 1 นี้ไดจากสมการที่ 6-5 และ 6-6
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ช้ินสวนที่ 2
ชิ้นสวนที่ 2 นี้มี node หมายเลข 1 เปนปลายดานใกลและ node หมายเลข 3 เปนปลายดานไกล ดังนั้น จากพิกัด

ของ node ทั้งสอง เราจะหา direction cosine ของชิ้นสวนที่ 2 นี้ไดจากสมการที่ 6-5 และ 6-6
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     1          2            5             6
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ช้ินสวนที่ 3
ชิ้นสวนที่ 3 มี node หมายเลข 1 เปนปลายดานใกลและ node หมายเลข 4 เปนปลายดานไกล ดังนั้น จากพิกัด

ของ node ทั้งสอง เราจะหา direction cosine ของชิ้นสวนที่ 3 นี้ไดจากสมการที่ 6-5 และ 6-6
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และจากสมการที่ 6-16 เราจะได
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5. หา structure stiffness matrix K
เราจะหา matrix K ไดโดยการรวม member global stiffness matrix k  ของแตละชิ้นสวนของโครงขอหมุนเขา

ดวยกัน ขอใหสังเกตดวยวา เนื่องจากโครงขอหมุนมีจํ านวน degree of freedom เทากับ 8 ดังนั้น matrix K จะมีขนาดเทา
กับ 8x8 และเปน matrix ที่มีความสมมาตร ซึ่งถาเราได matrix K ที่ไมสมมาตรเราจะตองตรวจสอบการรวม matrix k
อีกครั้งหนึ่ง

              1                  2                  3                  4                  5            6           7                 8

































−−
−−

−
−−

−−
−−−
−−−−

=

2400.03200.000002400.03200.0
3200.04267.000003200.04267.0
00000000
0008333.00008333.0
00002946.02946.02946.02946.0
00002946.02946.02946.02946.0
2400.03200.0002946.02946.05346.00254.0
3200.04267.008333.02946.02946.00254.05546.1

AEK

8
7
6
5
4
3
2
1

และเราจะเขียนความสัมพันธของ loads และ displacements ไดในรูป
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6. หาคาการเปลี่ยนตํ าแหนงที่ node uD

จากสมการ kuk DK+DKQ 1211=  เราจะไดวา ][ 12
1

11 kku DK-QKD −=  ดังนั้น
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  Ans.

7. หาคาแรงปฏิกริยาที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับหรือ uQ
จากสมการ kuu DK+DKQ 2221=  เราจะไดวา
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8. หาคาแรงภายในที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนของโครงขอหมุน
เราจะหาคาแรงภายในที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนของโครงขอหมุนไดโดยใชสมการที่ 6-19 โดยที่ถา Fq  ที่มีคาเปนบวก

แรงภายในที่เกิดขึ้นจะเปนแรงดึงและถา Fq  ที่มีคาเปนลบ แรงภายในที่เกิดขึ้นจะเปนแรงกดอัด
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สุดทาย เราสามารถตรวจสอบความถูกตองของคาแรงภายในที่เกิดขึ้นที่ในชิ้นสวนของโครงขอหมุนโดยการตรวจ
สอบความสมดุลของแรงที่ node หมายเลข 1  Ans.
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ตัวอยางที่ 6-2
จงวิเคราะหโครงขอหมุน ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 6-2a เพื่อหาการเปลี่ยนตํ าแหนงและคาแรงภายในที่เกิดขึ้นในชิ้น

สวนของโครงขอหมุน โดย matrix displacement method กํ าหนดใหทุกชิ้นสวนของโครงขอหมุนมีคาความแกรงในแนว
แกน (axial stiffness) AE  เทากันโดยมีคาเทากับ 22 .kN/mm 20000  และจุดรองรับ B  เกิดการทรุดตัวในแนวนอน
ไปทางขวามือเทากับ mm 2 และในแนวดิ่งลง mm 1

รูปที่ Ex 6-2

1. กํ าหนดระบบแกน global coordinate ระบบแกน local coordinate หมายเลข node หมายเลขชิ้นสวนของ
โครงขอหมุน และหมายเลข degree of freedom

 กํ าหนดระบบแกน global coordinate system โดยใหจุดเชื่อมตอ (joint) B  เปน node หมายเลข 1 และ
เปนจุดเริ่มตนของระบบแกน ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 6-2b จากนั้น ทํ าการกํ าหนดหมายเลขของ node ที่เหลือ

 กํ าหนดหมายเลขของชิ้นสวนของโครงขอหมุนและปลายดานใกลและปลายดานไกลของชิ้นสวนตางๆ ของ
โครงขอหมุน

 กํ าหนดหมายเลข degree of freedom จากรูปที่ Ex 6-2b เนื่องจาก node หมายเลข 2 และหมายเลข 3 ไมมี
การยึดรั้ง เราจะให degree of freedom ที่ node ทั้งสองนี้มีหมายเลข 1 ถึง 4 (unconstrained degree of 
freedom) และเนื่องจาก node หมายเลข 1 และ node หมายเลข 4 เปน pin ดังนั้น เรากํ าหนดให degree 
of freedom ที่ node ทั้งสองนี้มีหมายเลขเปน 5 ถึง 8 (constrained degree of freedom)

2. เขียน matrix kD
จากรูปที่ Ex 6-2b เราจะเห็นไดวา โครงขอหมุนถูกรองรับที่ node หมายเลข 1 และหมายเลข 4 ในทิศทางของ

degree of freedom หมายเลข 5 ถึง 8 เนื่องจาก degree of freedom หมายเลข 5 เกิดการเคลื่อนที่ไปทางขวามือเทากับ 
mm 2 และ degree of freedom หมายเลข 6 เกิดการทรุดตัวในทิศทางดิ่งลง mm 1 ดังนั้น เราจะไดวา
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3. เขียน matrix kQ
จากรูปที่ Ex 6-2b เราจะเห็นไดวา โครงขอหมุนถูกกระทํ าโดยแรง kN 10  ที่ node หมายเลข 2 ในทิศทางตรง

กันขามกับ degree of freedom หมายเลข 4 เทานั้น ดังนั้น
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4. หา member global stiffness matrix k  ของแตละชิ้นสวนของโครงขอหมุน
ช้ินสวนที่ 1

ชิ้นสวนที่ 1 มี node หมายเลข 4 เปนปลายดานใกลและ node หมายเลข 3 เปนปลายดานไกล ดังนั้น จากพิกัด
ของ node ทั้งสองเราจะหา direction cosine ของชิ้นสวนที่ 1 ไดจากสมการที่ 6-5 และ 6-6

1
3

03
=

−
=xλ  0

3
44
=

−
=yλ

และจากสมการที่ 6-16 เราจะได
      7          8         1        2



















−

−

=

0000
03333.003333.0
0000
03333.003333.0

1 AEk

2
1
8
7
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ช้ินสวนที่ 4
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5. หา structure stiffness matrix K
เราจะหา matrix K  ไดโดยการรวม matrix k  ของแตละชิ้นสวนของโครงขอหมุนเขาดวยกัน ขอใหสังเกตดวย

วา เนื่องจากโครงขอหมุนมีจํ านวน degree of freedom เทากับ 8 ดังนั้น matrix K จะมีขนาดเทากับ 8x8 และเปน matrix
ที่มีความสมมาตร ซึ่งถาเราได matrix K ที่ไมสมมาตรเราจะตองตรวจสอบการรวม matrix k  อีกครั้งหนึ่ง
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และเราจะเขียนความสัมพันธของ loads และ displacements ไดในรูป
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6. หาคาการเปลี่ยนตํ าแหนงที่ node uD

จากสมการ Q K D +K Dk u k= 11 12  เราจะไดวา ][ 12
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7. หาคาแรงปฏิกริยาที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับ uQ
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8. หาคาแรงภายในที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนของโครงขอหมุน
เราจะหาคาแรงภายในที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนของโครงขอหมุนไดโดยใชสมการที่ 6-19 โดยที่ถา Fq  ที่มีคาเปนบวก

แรงภายในที่เกิดขึ้นจะเปนแรงดึงและถา Fq  ที่มีคาเปนลบ แรงภายในที่เกิดขึ้นจะเปนแรงกดอัด
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สุดทาย เราจะตรวจสอบความถูกตองของคาแรงภายในที่เกิดขึ้นที่ในชิ้นสวนของโครงขอหมุนไดโดยการตรวจ
สอบความสมดุลของแรงที่ joint ตางๆ ของโครงขอหมุน  Ans.



Structural Analysis 6-21

6.7 การวิเคราะหโครงขอหมุนที่มีจุดรองรับเปน Roller เอียง
ในบางกรณี จุดรองรับแบบลอเล่ือน (roller) ของโครงขอหมุนอาจจะวางอยูบนฐานรากลาดเอียง (inclined

foundation) ซึ่งจุดรองรับนี้จะทํ าใหเกิดการยึดรั้งตอโครงขอหมุนในทิศทางที่ไมอยูในระบบแกน global coordinate ของ
โครงขอหมุน ดังนั้น เราจะไมสามารถทํ าการวิเคราะหโครงขอหมุนที่มีลักษณะดังกลาวโดย matrix displacement
method ไดโดยตรง โดยทั่วไปแลว การวิเคราะหโครงขอหมุนดังกลาวจะทํ าได 2 วิธีคือ

1. โดยการตั้ง local coordinate yx ′′−′′  ขึ้นมาอีกหนึ่งชุดที่จุดรองรับดังกลาว ซึ่งมีขั้นตอนการวิเคราะหดังตอ
ไปนี้

a. ให local coordinate ดังกลาวถูกตั้งไวที่จุดรองรับแบบลอเล่ือน (roller support) ที่วางอยูบนพื้นเอียง โดยให
แกน x ′′  วางอยูในทิศทางที่ roller สามารถเคลื่อนที่ไดอยางอิสระและแกน y ′′  วางอยูในทิศทางที่ roller
ถูกยึดรั้ง

b. ทํ าการเขียน displacement transformation matrix และ force transformation matrix ระหวางระบบแกน
local coordinate yx ′′−′′  และระบบแกน global coordinate yx −

c. แทน displacement transformation matrix และ force transformation matrix ลงในสมการของ member
global stiffness matrix (สมการที่ 6-15, Tk'Tk T= )

d. ทํ าการรวม matrix k  ที่หามาไดของชิ้นสวนตางๆ ที่เชื่อมติดกับ roller กับ matrix k  ของชิ้นสวนอื่นๆ ของ
โครงขอหมุนเขาดวยกัน

e. ทํ าการวิเคราะหโครงขอหมุนตามที่ไดศึกษาไปแลว
ถึงแมนวาวิธีการจะงายในการวิเคราะหโครงขอหมุนดวยมือ แตมีขอเสียอยูที่วา ในการวิเคราะหโดย computer

นั้น เราจะตองทํ าการเขียน program ขึ้นมาอีกสวนหนึ่งเพื่อใชในการหา displacement transformation matrix และ force
transformation matrix ระหวางระบบแกน local coordinate yx ′′−′′  และระบบแกน global coordinate yx −  แลว
นํ ามารวมกับสวนที่มีอยูแลว จากนั้น เราจึงจะสามารถทํ าการวิเคราะหโครงขอหมุนโดยใช computer ได ซึ่งจะเห็นไดวาวิธี
การนี้เหมาะสมกับผูที่จะเขียน program ขึ้นมาใชเองเทานั้น

2. โดยการจํ าลอง (model) จุดรองรับแบบลอเล่ือน (roller) ที่วางอยูบนฐานรากเอียงใหเปนชิ้นสวนรับแรงสองแรง
ในแนวแกน (two-force member) แลวทํ าการวิเคราะหโครงขอหมุนตามที่ไดศึกษาไปแลว ซึ่งมีขั้นตอนการวิเคราะหดังตอ
ไปนี้

a. จํ าลอง (model) จุดรองรับแบบลอเล่ือน (roller) ใหเปน two-force member ซึ่งอยูในแนวเดียวกันกับ roller
โดยกํ าหนดใหมีความยาวโดยประมาณเทากับชิ้นสวนของโครงขอหมุนและมีคาความแกรงในแนวแกน 
(axial stiffness) LAE /  ที่สูงมากๆ เมื่อเทียบกับช้ินสวนอื่นๆ (ควรมีคามากกวา 1000 เทาของ axial
stiffness สูงสุดของชิ้นสวนของโครงขอหมุน) ทั้งนี้ เพื่อปองกันไมใหเกิดการเปลี่ยนรูปรางในแนวแกนของชิ้น
สวนดังกลาว ซึ่งจะทํ าใหผลการวิเคราะหโครงขอหมุนมีความผิดพลาดเกิดขึ้นได นอกจากนั้นแลว เราจะ
model ใหปลายทั้งสองของ two-force member ยึดติดกับพื้นและโครงขอหมุนโดยใชหมุด

b. ทํ าการวิเคราะหโครงขอหมุนโดยพิจารณาให two-force member ดังกลาวเปนชิ้นสวนหนึ่งของโครงขอหมุน
เราจะเห็นไดวา โดยวิธีการนี้เราจะสามารถทํ าการวิเคราะหโครงขอหมุนไดโดยใช computer program ที่มีอยู

แลว และเราจะศึกษาเฉพาะวิธีการที่ 2 ในวิชานี้เทานั้น



Structural Analysis 6-22

ตัวอยางที่ 6-3
จงวิเคราะหโครงขอหมุน ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 6-3a โดย matrix displacement method เพื่อหาการเปลี่ยน

ตํ าแหนงและคาแรงภายในที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนของโครงขอหมุน กํ าหนดใหพื้นเอียงที่จุดรองรับ B  ทํ ามุม o60  กับแนว
นอนและกํ าหนดใหทุกชิ้นสวนของโครงขอหมุนมีคา axial stiffness =AE 22 kN/m.m 20000

รูปที่ Ex 6-3

เนื่องจากโครงขอหมุนมีจุดรองรับแบบเลื่อน (roller) ที่จุด B วางอยูบนพื้นที่เอียง ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 6-3a ดัง
นั้น เราจะจํ าลอง (model) จุดรองรับดังกลาวใหเปน two-force member โดยที่ปลายหนึ่งยึดเขากับโครงขอหมุนและอีก
ปลายหนึ่งยึดเขากับพื้นเอียงโดยหมุด และกํ าหนดใหชิ้นสวนดังกลาวมีคา kN/m )10(20/ 6=LAE  ดังที่แสดงในรูป
ที่ Ex 6-3b

1. กํ าหนดระบบแกน global coordinate ใหเหมาะสมกับลักษณะของโครงขอหมุน จากนั้น กํ าหนดหมายเลข
node หมายเลขชิ้นสวนของโครงขอหมุน ระบบแกน local coordinate และหมายเลข degree of freedom ดังที่แสดงในรูป
ที่ Ex 6-3b โดยใหจุดรองรับของ two-force member ที่ยึดเขากับพื้นเอียงโดยหมุดเปน node หมายเลข 5 และมี degree
of freedom เปนหมายเลข 9 และ 10

2. เขียน matrix kD
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4. หา member global stiffness matrix k  ของแตละชิ้นสวนของโครงขอหมุน
เราจะเห็นไดวา คา member global stiffness matrix k  ของชิ้นสวนหมายเลข 1 ถึง 6 จะมีคาเทากับคา matrix

k  ที่เราหาไดในตัวอยางที่ 6-1 เนื่องจากโครงขอหมุนมีระบบแกน global coordinate หมายเลข node หมายเลขชิ้นสวน
ของโครงขอหมุน และหมายเลข degree of freedom ที่เหมือนเดิม แตคา matrix k ที่เราตองหาเพิ่มในกรณีนี้คือ คา
matrix k ของ two-force member
ช้ินสวนที่ 7
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5. หา structure stiffness matrix K
matrix K จะหาไดโดยการรวม matrix k  ของแตละชิ้นสวนของโครงขอแข็งเขาดวยกันโดยใหหมายเลขของ

degree of freedom ใน matrix k  ตรงกับหมายเลขของ degree of freedom ของ matrix K
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และเราจะเขียนความสัมพันธของ loads and displacements ไดในรูป
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6. หาคาการเปลี่ยนตํ าแหนงที่ node uD
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  Ans.

7. หาคาแรงปฏิกริยาที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับ uQ
จาก uu DKQ 21=  เราจะไดวา
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8. หาคาแรงภายในที่เกิดขึ้นที่ในชิ้นสวนของโครงขอหมุน จากสมการที่ 6-19 ยกตัวอยางเชน แรงภายในที่เกิดขึ้น
ที่ในชิ้นสวนหมายเลข 1 หมายเลข 2 และหมายเลข 6 มีคาเทากับ
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[ ] kN 159.4
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สุดทาย เราจะตรวจสอบความถูกตองของคาแรงภายในที่เกิดขึ้นที่ในชิ้นสวนของโครงขอหมุนไดโดยการตรวจ
สอบความสมดุลของแรงที่จุดเชื่อมตอตางๆ ของโครงขอหมุน  Ans.
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6.8 การวิเคราะหโครงขอหมุนที่มีการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิและการกอสรางผิดพลาด
เมื่อชิ้นสวนของโครงขอหมุนแบบ statically determinate ซึ่งมีความยาว L  มีการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิเกิดขึ้น 

T∆  แลว ชิ้นสวนดังกลาวจะมีการเปลี่ยนแปลงรูปราง (การยืดหรือการหดตัว) เทากับ TLL ∆=∆ α  โดยอิสระ โดยที่ 
α  เปนคา coefficient of thermal expansion ของวัสดุที่ใชทํ าชิ้นสวนของโครงขอหมุน และโครงขอหมุนดังกลาวจะไมถูก
กระทํ าโดยแรงเนื่องจากการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิดังกลาว

แตถาโครงขอหมุนดังกลาวเปนโครงสราง statically indeterminate แลว การยืดหรือการหดตัว L∆  จะไม
สามารถเกิดขึ้นไดอยางอิสระ ซึ่งจะกอใหเกิดแรงกระทํ าตอโครงขอหมุน และถาคาหนวยแรง (stress) ที่เกิดขึ้นในชิ้นสวน
ของโครงขอหมุนเนื่องจากการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิยังคงอยูในชวงยืดหยุนเชิงเสนตรง (linear elastic) แลว จาก Hooke’s 
law เราจะไดวา แรงที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนของโครงขอหมุนดังกลาวจะมีคาเทากับ TAEq ∆= α0

ถาอุณหภูมิมีคาเพิ่มขึ้นแลว การเปลี่ยนแปลงรูปราง L∆  จะมีคาเปนบวกหรือเกิดการยืดตัวขึ้น และเมื่อปลายทั้ง
สองของชิ้นสวนของโครงขอหมุนถูกยึดแนนทั้งสองดานแลว การยืดตัวดังกลาวจะถูกตานทานไมใหเกิดขึ้น ซึ่งจะทํ าใหเกิด
แรงกดอัด (compressive force) ขึ้นในแนวแกนของชิ้นสวนของโครงขอหมุน

ในทางกลับกัน ถาอุณหภูมิมีคาลดลงแลว การเปลี่ยนแปลงรูปราง L∆  จะมีคาเปนลบหรือเกิดการหดตัวขึ้น และ
เมื่อปลายทั้งสองของชิ้นสวนของโครงขอหมุนถูกยึดแนนทั้งสองดานแลว การหดตัวดังกลาวจะถูกตานทานไมใหเกิดขึ้น ซึ่ง
จะทํ าใหเกิดแรงดึง (tensile force) ขึ้นในชิ้นสวนของโครงขอหมุนดังกลาว

จากรูปที่ 6-7  เมื่ออุณหภูมิมีคาเพิ่มขึ้น T∆  แลว แรงในแนวแกนที่เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวนของโครงขอหมุนจะ
หาไดจากสมการ

TAEqN ∆= α0)(
TAEqF ∆−= α0)(

หรือถาเขียนใหอยูในรูปของ matrix เราจะไดวา
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q
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N α

รูปที่ 6-7

เมื่อเราทํ าการ transform แรงในชิ้นสวนทั้งสองไปยังระบบแกน global coordinate โดยใชสมการ force 
transformation matrix qTQ T=  แลว เราจะไดวา
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ในลักษณะที่คลายๆ กันกับการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิ เมื่อช้ินสวนใดๆ ของโครงขอหมุนมีความยาวมากกวาที่ได
ออกแบบไว L∆  แลว ในการประกอบชิ้นสวนของโครงขอหมุนดังกลาวเขากับโครงขอหมุน เราจะตองใหแรงกดอัดกระทํ า
ตอชิ้นสวนของโครงขอหมุนดังกลาวเพื่อใหชิ้นสวนของโครงขอหมุนมีความยาวตามที่ไดออกแบบไว เมื่อทํ าการประกอบ
ชิ้นสวนดังกลาวเสร็จแลวทํ าการปลอยแรงกดอัดดังกลาว ชิ้นสวนดังกลาวจะพยายามยืดตัวออกทํ าใหเกิดแรงกระทํ าดอจุด
เชื่อมตอของโครงขอหมุน ในทิศทางพุงเขาหาจุดเชื่อมตอ

ในทางกลับกัน ถาชิ้นสวนของโครงขอหมุนมีความยาวนอยกวาที่ไดออกแบบไว L∆  แลว ในการประกอบชิ้นสวน
ของโครงขอหมุนดังกลาวเขากับโครงขอหมุน เราจะตองใหแรงดึงกระทํ าตอชิ้นสวนของโครงขอหมุนเพื่อใหชิ้นสวนของ
โครงขอหมุนมีความยาวตามที่ไดออกแบบไว เมื่อทํ าการประกอบชิ้นสวนดังกลาวเสร็จแลวทํ าการปลอยแรงดังดังกลาว ชิ้น
สวนดังกลาวจะพยายามหดตัวเขาทํ าใหเกิดแรงกระทํ าดอจุดเชื่อมตอโครงขอหมุนในทิศทางพุงออกจากจุดเชื่อมตอ

ถาคาหนวยแรง (stress) ที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนของโครงขอหมุนยังอยูในชวง linear elastic แลว จาก Hooke’s law 
เราจะไดวา

L
LAEqN

∆
=0)(

L
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∆
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เมื่อเราทํ าการ transform แรงในชิ้นสวนทั้งสองไปยังระบบแกน global coordinate โดยใชสมการ force 
transformation matrix qTQ T=  และเราจะไดวา
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เนื่องจากแรงที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนของโครงขอหมุนเนื่องจากการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิ (สมการที่ 6-20) และการกอ
สรางผิดพลาด (สมการที่ 6-21) เปนแรงที่กระทํ าที่ปลายของชิ้นสวนของโครงขอหมุนในระบบแกน global coordinate เมื่อ
ปลายของชิ้นสวนของโครงขอหมุนถูกยึดแนน ดังนั้น เราจะได forces-displacement matrix ของโครงขอหมุนเนื่องจากแรง
กระทํ า การเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิ และการกอสรางผิดพลาดอยูในรูป

0QKDQ +=

หลังจากที่เราไดคาการเปลี่ยนตํ าแหนงที่เกิดขึ้นที่ node ตางๆ ของโครงขอหมุนแลว เราจะหาแรงที่เกิดขึ้นในชิ้น
สวนของโครงขอหมุนไดจากสมการ

0qTDk'q +=

และจากสมการที่ 6-19 เราจะหาคาแรงที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนของโครงขอหมุนที่ปลายดานไกลไดจาก
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เมื่อ TAEqF ∆−= α0)(  สํ าหรับการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิ และ 
L

LAEqF
∆

−=0)(  สํ าหรับการกอสรางผิดพลาด
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ตัวอยางที่ 6-4
จงวิเคราะหโครงขอหมุน ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 6-4a เพื่อหาการเปลี่ยนตํ าแหนงและคาปฏิกริยาของโครงขอหมุน

โดย matrix displacement method กํ าหนดใหชิ้นสวน CD  มีอุณหภูมิเพิ่มขึ้น Co30  เนื่องจากเปนดานที่ถูกกระทํ า
โดยแสงแดด และใหชิ้นสวนของโครงขอหมุนมีคา axial stiffness 22 kN/m m 20000=AE

รูปที่ Ex 6-4

1. กํ าหนดระบบแกน global coordinate หมายเลข node หมายเลขของชิ้นสวนของโครงขอหมุน ระบบแกน
local coordinate และ degree of freedom ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 6-4b

2. เขียน matrix kD
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3. เขียน matrix kQ  และ matrix 0Q
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เนื่องจากชิ้นสวนหมายเลข 6 มีอุณหภูมิเพิ่มขึ้น Co30  และมี direction cosine 0=xλ  และ 1=yλ  ดังนั้น 
จากสมการที่ 6-20 เราจะไดวา
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4. หา member global stiffness matrix k  ของแตละชิ้นสวนของโครงขอหมุน
matrix k  ของแตละชิ้นสวนของโครงขอหมุนจะหาไดดังที่แสดงในตัวอยางที่ 6-2

5. หา structure stiffness matrix K
matrix K  จะหามาไดโดยการรวม matrix k  ของแตละชิ้นสวนของโครงขอหมุนเขาดวยกัน และเราจะเขียน

ความสัมพันธของ loads และ displacements ของโครงขอหมุนไดในรูป
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6. หาคาการเปลี่ยนตํ าแหนงที่ node uD
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7. หาคาของแรงปฏิกริยาที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับ uQ
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8. หาคาแรงภายในที่เกิดขึ้นที่ในชิ้นสวนของโครงขอหมุน จากสมการที่ 6-22 ยกตัวอยางเชน แรงภายในที่เกิดขึ้น
ที่ในชิ้นสวนหมายเลข 1 และหมายเลข 6 มีคาเทากับ
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6.9 การวิเคราะห Space Truss
ขั้นตอนตางๆ ในการวิเคราะหโครงขอหมุนที่อยูในสามมิติ (space truss) โดย matrix displacement method มี

ลักษณะเชนเดียวกับขั้นตอนในการวิเคราะหโครงขอหมุนที่อยูในสองมิติ (planar truss) แตเนื่องจาก space truss เปน
โครงขอหมุนที่อยูในสามมิติ ดังนั้น แตละ node ของ space truss จะมีจํ านวน degree of freedom เทากับ 3 ซึ่งทํ าใหแต
ละชิ้นสวนของ space truss มีจํ านวน degree of freedom เทากับ 6 และจะทํ าใหขนาดของ transformation matrix T
และ member global stiffness matrix k  มีขนาดใหญขึ้นจาก 2x4 และ 4x4 ในกรณีของโครงขอหมุนที่อยูในสองมิติเปน
3x6 และ 6x6 ตามลํ าดับ ในกรณีของ space truss

รูปที่ 6-8

ถาเรากํ าหนดใหระบบแกน local coordinate ระบบแกน global coordinate และคาพิกัดของชิ้นสวนของ space
truss มีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ 6-8 แลว เราจะหา direction cosine ไดจากสมการ
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ซึ่งจะทํ าใหเราได transformation matrix T  อยูในรูป
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เมื่อเราแทน transformation matrix T  และสมการที่ 6-4 ( ′
−
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k =

AE
L

1 1
1 1 ) ลงในสมการที่ 6-15 

(k = T k TT ′ ) เราจะได member global stiffness matrix อยูในรูป
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k             (6-26)

เราจะเห็นไดวา matrix k  ของ space truss นี้เปน square และ symmetric matrix และถา space truss เปน
โครงสรางที่มีเสถียรภาพแลว matrix k  จะเปน nonsingular matrix ซึ่งเราจะหา inverse ของ matrix นี้ได

structure stiffness matrix ของ space truss จะหาไดโดยการราม matrix k  ของแตละชิ้นสวนของ space
truss เขาดวยกัน ซึ่งจะอยูในรูป

Q = KD

และถา space truss เปนโครงสรางที่มีเสถียรภาพแลว matrix K  จะเปน nonsingular matrix ซึ่งเราจะหา inverse ของ
matrix นี้เพื่อหาคาการเปลี่ยนตํ าแหนงที่ node ตางๆ ได

โดยทั่วไปแลว เราจะหาคาการเปลี่ยนตํ าแหนงที่ node ตางๆ และคาแรงปฏิกริยาที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับหรือจุดยึด
ร้ังโดยการแบง partition เทอม matrix Q = KD  ดังที่แสดงในสมการที่ 6-17 จากนั้น ทํ าการคํ านวณตามขั้นตอนที่ได
กลาวไปแลว สุดทาย คาแรงภายในที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนของโครงขอหมุนจะหาไดจากสมการ kTD=q
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เนื่องจาก FN qq −=  ดังนั้น เราจะหาคาของแรงภายในที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนของโครงขอหมุนไดโดยใชสมการใดสมการ
หนึ่งในสมการที่ 6-27 โดยทั่วไปแลว เราจะหาคา Fq  ซึ่งมีคาบวกเมื่อเปนแรงดึง
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ตัวอยางที่ 6-5
จงวิเคราะห space truss ซึ่งถูกกระทํ าโดยแรงในทิศทางของ degree of freedom หมายเลข 1 ขนาด 20 kN

ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 6-5 เพื่อหาการเปลี่ยนตํ าแหนงและคาแรงภายในที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนของโครงขอหมุน โดย matrix 
displacement method เมื่อกํ าหนดใหชิ้นสวนของ space truss มีคา axial stiffness เทากับ 22 kN/m.m 20000

รูปที่ Ex 6-5

จากการตรวจสอบ space truss พบวา space truss ดังกลาวเปนโครงสรางแบบ statically determinate
1. กํ าหนดระบบแกน global coordinate หมายเลข node หมายเลขชิ้นสวนของ space truss ระบบแกน local

coordinate และหมายเลข degree of freedom ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 6-5 โดยที่
 กํ าหนดระบบแกน global coordinate โดยให node หมายเลข 1 เปนจุดเริ่มตนของระบบแกน จากนั้น ทํ า
การกํ าหนดหมายเลขของ node ที่เหลือ

 กํ าหนดหมายเลขของชิ้นสวนของโครงขอหมุนและปลายดานใกลและปลายดานไกลของชิ้นสวนตางๆ ของ
โครงขอหมุน

 กํ าหนดหมายเลข degree of freedom ดังตอไปนี้ เนื่องจาก node หมายเลข 1 ไมมีการยึดรั้ง เราจะให 
degree of freedom ที่ node ดังกลาวมีหมายเลขเปนหมายเลข 1 ถึง 3 และเนื่องจาก node หมายเลข 2 ถึง 
4 เปนหมุด (pin) ดังนั้น เรากํ าหนดให degree of freedom ที่ node ดังกลาวมีหมายเลขเปน 4 ถึง 12

2. เขียน matrix kD
เนื่องจาก space truss ไมมีการทรุดตัวเกิดขึ้นที่จุดรองรับ ดังนั้น
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3. เขียน matrix kQ
เนื่องจากแรงกระทํ ามีทิศทางอยูใน degree of freedom หมายเลข 1 เทานั้น ดังนั้น
















=

0
0
20

kQ
3
2
1

4. หา member global stiffness matrix k  ของแตละชิ้นสวนของโครงขอหมุน
ช้ินสวนที่ 1

ชิ้นสวนที่ 1 มี node หมายเลข 1 เปนปลายดานใกลและ node หมายเลข 2 เปนปลายดานไกล ดังนั้น จากพิกัด
ของ node ทั้งสองเราจะหา direction cosine ของชิ้นสวนที่ 1 ไดจากสมการที่ 6-23 และ 6-25

m 3)02()02()01( 222 =−−+−−+−−=L
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3
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−=
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3
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=zλ

และจากสมการที่ 6-26 เราจะไดวา
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1 AEk
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ช้ินสวนที่ 2
ชิ้นสวนที่ 2 มี node หมายเลข 1 เปนปลายดานใกลและ node หมายเลข 3 เปนปลายดานไกล ดังนั้น
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ช้ินสวนที่ 3
ชิ้นสวนที่ 3 มี node หมายเลข 1 เปนปลายดานใกลและ node หมายเลข 4 เปนปลายดานไกล ดังนั้น

m 5902.5=L
8944.0=xλ
2683.0=yλ

3578.0−=zλ

   1        2             3         10       11   12
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5. หา structure stiffness matrix K
เราจะหา matrix K ไดโดยการรวม member global stiffness matrix k  ของแตละชิ้นสวนของโครงขอหมุนเขา

ดวยกัน ขอใหสังเกตดวยวา เนื่องจากโครงขอหมุนมีจํ านวน degree of freedom เทากับ 12 ดังนั้น structure stiffness 
matrix จะมีขนาดเทากับ 12x12 ขอใหสังเกตดวยวา structure stiffness matrix K เปน matrix ที่มีความสมมาตร ซึ่งถา
เราได matrix K ที่ไมสมมาตรเราจะตองตรวจสอบการรวม matrix k  อีกครั้งหนึ่ง

จากนั้น ทํ าการเขียนความสัมพันธของ loads และ displacements

6. หาคาการเปลี่ยนตํ าแหนงที่ node uD
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  Ans.

7. หาคาของแรงปฏิกริยาที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับ uQ

uu DKQ 21=



Structural Analysis 6-36

kN   
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8. หาคาแรงภายในที่เกิดขึ้นที่ในชิ้นสวนของโครงขอหมุน โดยใชสมการที่ 6-28
ช้ินสวนที่ 1
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ช้ินสวนที่ 2
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ช้ินสวนที่ 3
kN 63.183 =q

สุดทาย ทํ าการตรวจสอบความถูกตองของคาแรงภายในที่ไดโดยใชเงื่อนไขความสมดุลของแรงที่ node ดังที่ได
ศึกษาไปแลวในวิชากลศาสตรวิศวกรรม1 (engineering mechanic 1 ) ในเรื่องสมดุลของอนุภาคในสามมิติ           Ans.
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แบบฝกหัดบทที่ 6
6-1 กํ าหนดใหโครงขอหมุนมีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 6-1 และใหชิ้นสวนของโครงขอหมุนมีคาความแกรงในแนว
แกนดังนี้ kN 20000)( =ABEA  และ kN 30000)()( == BDBC EAEA  ถาจุดรองรับที่ C  มีการทรุดตัวในแนว
ดิ่งลงเทากับ m 005.0−  จงหาคาการเปลี่ยนตํ าแหนงที่เกิดขึ้นที่ node ตางๆ และคาแรงภายในชิ้นสวนตางๆ ของโครง
ขอหมุนโดยใช matrix displacement method

รูปที่ Prob. 6-1

6-2 กํ าหนดใหโครงขอหมุนเหล็ก ( GPa 200=E ) ของหลังคามีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 6-2 และชิ้นสวนตางๆ 
ของโครงขอหมุนมีพื้นที่หนาตัด 2m 00015.0=A  จงหาคาการเปลี่ยนตํ าแหนงที่เกิดขึ้นที่ node ตางๆ ของโครงขอหมุน 
และแรงที่เกิดขึ้นภายในชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอหมุนโดยใช matrix displacement method

รูปที่ Prob. 6-2

6-3 ถาเหล็กมีคา Co/)10(12 6−=α  จงหาแรงที่เกิดขึ้นภายในชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอหมุน ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 
6-3 เนื่องจากชิ้นสวน FE  มีอุณหภูมิเพิ่มสูงขึ้น Co30  โดยใช matrix displacement method

รูปที่ Prob. 6-3

6-4 ถาชิ้นสวน BE  ของโครงขอหมุน ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 6-4 มีคายาวเกินกวาที่ไดออกแบบไวเทากับ m 01.0  จง
หาแรงที่เกิดขึ้นภายในชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอหมุนโดยใช matrix displacement method
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รูปที่ Prob. 6-4

6-5 ถาจุดรองรับ B  ของโครงขอหมุน ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 6-5 เกิดการทรุดตัว m 01.0  จงหาคาการเปลี่ยนตํ าแหนง
ที่เกิดขึ้นที่ node ตางๆ ของโครงขอหมุน และแรงที่เกิดขึ้นภายในชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอหมุนโดยใช matrix 
displacement method

รูปที่ Prob. 6-5

6-6 จงวิเคราะหหาคาการเปลี่ยนตํ าแหนงที่เกิดขึ้นที่ node ตางๆ และคาแรงภายในชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอหมุน ดังที่
แสดงในรูปที่ Prob. 6-6 โดยใช matrix displacement method กํ าหนดใหพื้นเอียงที่จุดรองรับ B ทํ ามุม o45  กับแนว
นอนและกํ าหนดใหทุกชิ้นสวนของโครงขอหมุนมีคา axial stiffness 22 kN/m.m 20000=AE

รูปที่ Prob. 6-6
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บทที่ 7
การวิเคราะหคานและ Plane Frame โดยใช Matrix Displacement Method

7.1 บทนํ า
การวิเคราะหคานและ plane frame โดย matrix displacement method มีแนวความคิดและขั้นตอนที่คลายกับ

การวิเคราะหโครงขอหมุนคือ
1.  กํ าหนดหมายเลขของ node หมายเลขของชิ้นสวนของคานและ frame และหมายเลขของ degree of 

freedom ใหเหมาะสมกับลักษณะของคานและ frame
2.  หา member stiffness matrix ′k  ของชิ้นสวนของคานและ frame
3.  หา displacement transformation matrix T  และ force transformation matrix TT

4.  หา member global stiffness matrix  k  จาก matrix ′k  matrix T และ matrix TT

5.  หา structure stiffness matrix K โดยการรวม matrix k  ของแตละชิ้นสวนของคานและ frame ที่ไดจากขอ
ที่ 4 เขาดวยกัน

6.  แกสมการหาคาของการเปลี่ยนตํ าแหนงที่ node และแรงภายในที่ไมทราบคา
การระบุช้ินสวนของโครงสรางและ Node

จากบทที่แลว เราจะเห็นไดวา โครงขอหมุนมี node และชิ้นสวนของโครงขอหมุนที่แนนอน ซึ่งจะถูกกํ าหนดโดย
การจัดเรียงชิ้นสวนของโครงขอหมุน แตในกรณีของคานและ frame นั้น node จะไมไดอยูเฉพาะที่จุดเชื่อมตอ (joint) หรือ
จุดรองรับ (support) เทานั้น แตอาจจะอยูที่จุดอื่นๆ เหลานี้ดวย

 จุดที่มีแรงภายนอกกระทํ า
 จุดที่เปนจุดเชื่อมตอภายใน เชน internal hinge เปนตน
 จุดที่มีการเปลี่ยนแปลงขนาดหนาตัดอยางฉับพลัน
 จุดใดๆ ที่เราตองการทราบคาการเปลี่ยนตํ าแหนง

รูปที่ 7-1
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โครงขอแข็ง ดังที่แสดงในรูปที่ 7-1a ถูกกํ าหนด node กํ าหนดชิ้นสวนของโครงสราง และกํ าหนดปลายดานใกล
และปลายดานไกลโดยใชหลักการเชนเดียวกับในกรณีของโครงขอหมุน จากรูป ตัวเลขภายในวงกลมแสดงหมายเลขของ 
node และตัวเลขภายในกรอบสี่เหลี่ยมแสดงหมายเลขของชิ้นสวนของโครงขอแข็ง นอกจากนั้นแลว ปลายดานไกลของชิ้น
สวนของโครงขอแข็งถูกกํ าหนดโดยหัวลูกศรและปลายดานใกลจะถูกกํ าหนดโดยหางลูกศร
Global Coordinates และ Local Coordinates

เชนเดียวกับในกรณีของโครงขอหมุน เราจะกํ าหนดใหระบบแกน global coordinate ( x , y , และ z ) ของคาน
และ frame มีจุดเริ่มตนอยูที่ node ใด node หนึ่ง ซึ่งจะทํ าใหคาพิกัดของ node อื่นๆ มีคาเปนบวก ดังที่แสดงในรูปที่ 7-1a  
และกํ าหนดใหระบบแกน local coordinate ( ′x , ′y , และ ′z ) มีจุดเริ่มตนอยูที่ปลายดานใกลและแกน ′x  จะพุงไปที่
ปลายดานไกลของชิ้นสวนของโครงสราง ดังที่แสดงในรูปที่ 7-1b
Degree of Freedom

Frames
ในการวิเคราะห frame โดย matrix displacement method เราจะใชสมมุติฐานดังตอไปนี้
1.  วัสดุที่ใชทํ า frame มีพฤติกรรมแบบ linear elastic ภายใตแรงกระทํ า
2.  การเปลี่ยนแปลงรูปรางของชิ้นสวนของ frame มีคานอยมาก เมื่อเทียบกับขนาดของของชิ้นสวนของ frame
3.  การเปลี่ยนแปลงรูปรางของชิ้นสวนของ frame เกิดจากโมเมนตดัดและแรงในแนวแกนเทานั้น จะไมเกิดจาก

แรงเฉือน
ดังนั้น จากสมมุติฐานดังกลาว เราจะไดวา แตละ node ของ frame จะมีจํ านวน degree of freedom เทากับ 3 คือ

• การเปลี่ยนตํ าแหนงเชิงเสนในแนวแกน x  และแกน y
• การหมุนในแนวแกน z
การกํ าหนดลํ าดับของหมายเลขของ degree of freedom จะมีลักษณะเชนเดียวกับในกรณีของโครงขอหมุนคือ 

เราจะกํ าหนดใหหมายเลขของ unconstrained degree of freedom มีลํ าดับมากอน constrained degree of freedom
พิจารณาโครงขอแข็ง ดังที่แสดงในรูปที่ 7-1a ซึ่งมีจํ านวน degree of freedom ทั้งหมดเทากับ 12 ประกอบดวย 

unconstrained degree of freedom (หรือการเปลี่ยนตํ าแหนงที่ไมทราบคา) มีจํ านวนเทากับ 1+3+3 = 7 (หมายเลข 1 ถึง 
7) และ constrained degree of freedom (หรือการเปลี่ยนตํ าแหนงที่ทราบคา) มีจํ านวนเทากับ 2+3 = 5 (หมายเลข 8 ถึง 
12)

คาน
สมมุติฐานที่เราจะใชในการวิเคราะหคานโดย matrix displacement method นั้นจะตางกับสมมุติฐานที่เราจะใช

ในการวิเคราะห frame อยูเล็กนอยคือ การเปลี่ยนแปลงรูปรางของชิ้นสวนของคานจะเกิดจากโมเมนตดัดเทานั้น โดยที่แรง
ในแนวแกนและแรงเฉือนจะไมทํ าใหคานเกิดการเปลี่ยนแปลงรูปราง ดังนั้น แตละ node ของคานจะมีจํ านวน degree of 
freedom เทากับ 2 คือ

• การเปลี่ยนตํ าแหนงเชิงเสนในแนวแกน y
• การหมุนในแนวแกน z
อยางไรก็ตาม ถาคานที่เราทํ าการวิเคราะหไมเปนคานที่มีปลายยื่น (overhanging beam) และไมมีการทรุดตัว

เกิดขึ้นที่ node แลว จํ านวน degree of freedom ที่ node เหลานั้นจะมีจํ านวนลดลงจาก 2 เหลือแค 1 degree of 
freedom เทานั้นคือ การหมุนในแนวแกน z  ดังที่แสดงในรูปที่ 7-2 โดยที่ node หมายเลข 1 และ 2 เปน unconstrained 
degree of freedom และ node หมายเลข 3 เปน constrained degree of freedom
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รูปที่ 7-2

นํ้ าหนักบรรทุกที่กระทํ าอยูบนชิ้นสวนของโครงสราง (Intermediate Member Loading)
ในขั้นตอนการวิเคราะหคานและ frame โดย matrix displacement method นั้น เราจะตองทํ าการพิจารณา

ความสมดุลที่ node ตางๆ ของคานและ frame เชนเดียวกับการวิเคราะหคานและ frame โดยวิธี slope-deflection และวิธี 
moment distribution ดังนั้น เราจะตองทํ าการเปลี่ยนแรงหรือ moment ที่กระทํ าอยูบนชิ้นสวนของโครงสรางดังกลาว ให
เปน fixed-end moment และ/หรือ fixed-end shear ที่กระทํ าอยูที่ปลายของชิ้นสวนของโครงสราง จากนั้น ทํ าการถาย 
fixed-end moment และ/หรือ fixed-end shear ใหกลับมากระทํ าที่ node ซึ่งจะถูกพิจารณาเปนแรงภายนอกที่กระทํ าตอ
โครงสรางหรือ matrix uQ  และจากกฏขอที่ 3 ของ Newton ทิศทางของ fixed-end moment และ fixed-end shear ที่ถาย
มาจะมีเครื่องมายตรงกันขามกับทิศทางของ fixed-end moment และ fixed-end shear

รูปที่ 7-3

พิจารณาชิ้นสวนของโครงสราง ซึ่งถูกกระทํ าโดยแรงกระทํ าแบบกระจายคงที่ (uniformly distributed load) w
ดังที่แสดงในรูปที่ 7-3a โดยใช principle of superposition เราจะแยกแรงกระทํ าดังกลาวออกไดเปน 2 กรณีคือ

1. ชิ้นสวนของโครงสราง ซึ่งถูกกระทํ าโดย fixed-end moment และ fixed-end shear ที่ปลาย ดังที่แสดงในรูป
ที่ 7-3b และมีทิศทางตรงกันขามกับ fixed-end moment และ fixed-end shear ที่เกิดขึ้นเนื่องจากแรง
กระทํ า w  ดังที่แสดงในรูปที่ 7-3c (การที่ตองมีทิศทางตรงกันขามนั้นเนื่องจากวา fixed-end moment และ
fixed-end shear ดังกลาวเปนแรงปฏิกริยาของ fixed-end moment และ fixed-end shear ที่เกิดขึ้นเนื่อง
จากแรงกระทํ า w  ดังที่แสดงในรูปที่ 7-3c ที่กระทํ าอยูที่ node)
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2. ชิ้นสวนของโครงสราง ซึ่งถูกกระทํ าโดยแรงกระทํ าแบบกระจายคงที่ w  และ fixed-end moment และ
fixed-end shear เนื่องจากแรงกระทํ าแบบกระจายคงที่ w  ดังที่แสดงในรูปที่ 7-3c

ใน matrix displacement method นั้น เราจะทํ าการวิเคราะหชิ้นสวนของคานและ frame ซึ่งถูกกระทํ าโดย
fixed-end moment และ fixed-end shear ที่กระทํ าตอ node หรือ matrix uQ  ซึ่งมีทิศทางเดียวกันกับ fixed-end
moment และ fixed-end shear ที่กระทํ าที่ปลายของชิ้นสวนของคานและ frame ดังที่แสดงในรูปที่ 7-3b ซึ่งหลังจากที่เรา
ทํ าการคํ านวณหาคาการเปลี่ยนตํ าแหนงที่เกิดขึ้นที่ node ตางๆ ไดแลว เราจะหาคาแรงภายในที่เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวน
ของคานและ frame (matrix q ) ได จากนั้น โดยใช principle of superposition เราจะหาแรงภายในที่เกิดขึ้นจริงที่ปลาย
ของชิ้นสวนของคานและ frame ดังที่แสดงในรูปที่ 7-3a ไดจากผลรวมของ

1. แรงและ moment ภายในที่เกิดขึ้นที่ node ตางๆ ที่เกิดจากแรงกระทํ า matrix uQ  (matrix q )
2. แรงกระทํ าและ fixed-end moment และ fixed-end shear ที่กระทํ าอยูบนชิ้นสวนของคานและ frame ดังที่

แสดงในรูปที่ 7-3c
7.2 Frame-Member Stiffness Matrix

พิจารณาชิ้นสวนของ frame ซึ่งมีระบบแกน local coordinate ที่มีจุดเริ่มตนอยูที่ปลายดานใกล N  และมีแกน 
+ ′x  อยูในแนวแกนของชิ้นสวนของ frame และมีทิศพุงไปทางปลายดานไกล F  ดังที่แสดงในรูปที่ 7-4 กํ าหนดให แรง
ในแนวแกน (qNx′  และ qFx′ ) แรงเฉือน (qNy′  และ qFy′ ) และโมเมนตดัด (qNz′  และ qFz′ ) ที่เกิดขึ้นที่ปลายแตละ
ดานของชิ้นสวนของ frame มีทิศทางที่เปนบวก และแรงตางๆ เหลานี้จะทํ าใหเกิดการเปลี่ยนตํ าแหนงและการหมุนที่เกิดขึ้น
ที่ปลายทั้งสองของชิ้นสวนของ frame ในทิศทางที่เปนบวก

รูปที่ 7-4

โดยใช principle of superposition เราจะหาความสัมพันธระหวางแรงภายในที่เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวนของ
frame q  กับคาการเปลี่ยนแปลงตํ าแหนงเชิงเสนและการหมุนของชิ้นสวนของ frame d  ได โดยเราจะแยกพิจารณาการ
เปล่ียนตํ าแหนงที่เกิดขึ้นใหเปนอิสระจากกัน 3 กรณีคือ

• การเปลี่ยนแปลงตํ าแหนง ′x

• การเปลี่ยนแปลงตํ าแหนง ′y

• การหมุน ′z
′x  Displacement

เชนเดียวกับในกรณีของโครงขอหมุน เมื่อมีการเปลี่ยนตํ าแหนง dNx′  และ dNy′  เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวนของ
frame ดังที่แสดงในรูปที่ 7-5a และ 7-5b แลว ชิ้นสวนของ frame จะมีแรงในแนวแกนเกิดขึ้นดังที่แสดงในรูป
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รูปที่ 7-5
′y  Displacement

รูปที่ 7-6

เมื่อเรากํ าหนดใหมีการเปลี่ยนตํ าแหนง dNy′  เกิดขึ้นที่ปลาย N  ของชิ้นสวนของ frame โดยที่ไมมีการเปลี่ยน
ตํ าแหนงอื่นๆ เกิดขึ้นเลย ดังที่แสดงในรูปที่ 7-6a แลว เราจะหาคาแรงเฉือนและโมเมนตดัดที่เกิดขึ้นที่ปลายดานใกลและ
ปลายดานไกลไดจากสมการ slope-deflection และสมการความสมดุลบนชิ้นสวนของ frame ดังกลาว

เนื่องจากการเปลี่ยนตํ าแหนง dNy′  ทํ าใหชิ้นสวนของ frame เกิดการหมุนตามเข็มนาฬิกา ดังนั้น
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จาก sign convention ที่ใชในวิธี slope-deflection เราจะไดวา โมเมนต zNq ′  และ zFq ′  มีทิศหมุนทวนเข็ม
นาฬิกา ดังที่แสดงในรูปที่ 7-6a ดังนั้น โดยใชสมการความสมดุล MF =∑ 0  หรือ MN =∑ 0  เราจะหาแรงเฉือนที่
เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวนของ frame ไดในรูป
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ในลักษณะเดียวกัน ถาเรากํ าหนดใหมีการเปลี่ยนตํ าแหนง dFy′  เกิดขึ้นที่ปลาย F  ของชิ้นสวนของ frame โดย
ที่ไมมีการเปลี่ยนตํ าแหนงอื่นๆ เกิดขึ้นแลว เราจะหาคาแรงเฉือนและโมเมนตดัดที่เกิดขึ้นที่ปลายดานใกลและปลายดาน
ไกลได ดังที่แสดงในรูปที่ 7-6b
′z  Rotation

รูปที่ 7-7

เมื่อเรากํ าหนดใหมีการหมุน dNz′  เกิดขึ้นที่ปลาย N  ของชิ้นสวนของ frame โดยที่ไมมีการเปลี่ยนตํ าแหนงอื่นๆ 
เกิดขึ้นเลย ดังที่แสดงในรูปที่ 7-7a แลว เราจะหาคาแรงเฉือนและโมเมนตดัดที่เกิดขึ้นที่ปลายดานใกลและปลายดานไกล
ไดจากการใชสมการ slope-deflection และสมการความสมดุลบนชิ้นสวนของ frame ดังกลาว
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จากรูป เราจะไดวา เนื่องจากการเปลี่ยนตํ าแหนง zNd ′  มีการหมุนทวนเข็มนาฬิกา ดังนั้น
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จาก sign convention ที่ใชในวิธี slope-deflection เราจะไดวา zNq ′  และ zFq ′  มีทิศหมุนทวนเข็มนาฬิกา ดังที่
แสดงในรูปที่ 7-7a ดังนั้น จากสมการความสมดุล MF =∑ 0  หรือ MN =∑ 0  เราจะหาแรงเฉือนที่เกิดขึ้นไดในรูป
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ในลักษณะเดียวกัน ถาเรากํ าหนดใหมีการเปลี่ยนตํ าแหนง dFz′  เกิดขึ้นที่ปลาย F  ของชิ้นสวนของ frame โดย
ที่ไมมีการเปลี่ยนตํ าแหนงอื่นๆ เกิดขึ้นแลว เราจะหาคาแรงเฉือนและโมเมนตดัดที่เกิดขึ้นที่ปลายดานใกลและปลายดาน
ไกลได ดังที่แสดงในรูปที่ 7-7b

เมื่อเราทํ าการรวมแรงภายในที่เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวนของ frame ทั้ง 3 กรณีเขาดวยกันแลว เราจะไดวา
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(7-1)

หรือ q = k d′
โดยที่องคประกอบทั้ง 36 ของ member stiffness matrix ′k  นี้มักจะถูกเรียกวา member stiffness influence 
coefficients, ′kij  ซึ่งแสดงถึงคาของแรงหรือโมเมนตที่เกิดขึ้นที่ node i เมื่อมีการเปลี่ยนตํ าแหนง 1 หนวยเกิดขึ้นที่ node 
j  ยกตัวอยางเชน ถา dNx′ = 1  และใหการเปลี่ยนตํ าแหนงอื่นๆ มีคาเทากับศูนยแลว ชิ้นสวนของ frame จะถูกกระทํ า
โดยแรงในแนวแกน q AE LNx′ = /  และ q AE LFx ′ = − /  ดังที่แสดงโดย column แรกของ ′k  matrix
7.3 Displacement และ Force Transformation Matrices

เชนเดียวกับในกรณีของโครงขอหมุน เราจะใชสมมุติฐานที่วา การเปลี่ยนแปลงรูปรางของคานและ frame มีคา
นอยมาก เมื่อเทียบกับขนาดของคานและ frame ในการหา transformation matrix ของคานและ frame
Displacement Transformation Matrix

Displacement transformation matrix ของ frame จะเปน matrix ที่แสดงความสัมพันธของคาการเปลี่ยนแปลง
ตํ าแหนงที่ปลายของชิ้นสวนของ frame d  ในระบบแกน local coordinate กับคาการเปลี่ยนตํ าแหนงที่ node ของชิ้นสวน
ของ frame D  ในระบบแกน global coordinate



Structural Analysis 7-8

จากรูปที่ 7-8a เมื่อปลายดานไกล (node F ) ของชิ้นสวนของ frame ถูกยึดแนนและปลายดานใกล (node N ) 
มีการเปลี่ยนตํ าแหนงในแนวแกน x  เปน DNx  แลว การเปลี่ยนตํ าแหนงของชิ้นสวนของ frame ในแนวแกน ′x  และ ′y
จะอยูในรูป

xNxxN Dd θcos=′

yNxyN Dd θcos−=′

รูปที่ 7-8

ในลักษณะที่คลายกัน เมื่อปลายดานใกล (node N ) F ) ของชิ้นสวนของ frame มีการเปลี่ยนตํ าแหนงในแนว
แกน y  เปน DNy  ดังที่แสดงในรูปที่ 7-8b แลว การเปลี่ยนตํ าแหนงของชิ้นสวนของ frame ในแนวแกน ′x  และ ′y  จะ
อยูในรูป

yNyxN Dd θcos=′

xNyyN Dd θcos=′
และเนื่องจากแกน z  และแกน ′z  เปนแกนๆ เดียวกัน ดังนั้น การหมุน DNz  รอบแกน z  จะทํ าใหเกิดการหมุน dNz′
รอบแกน ′z  หรือ D dNz Nz= ′

ในทํ านองเดียวกัน ถาเราใหปลายดายใกล (node N ) ของชิ้นสวนของ frame ถูกยึดแนนและปลายดานไกลถูก
กระทํ าโดยการเปลี่ยนตํ าแหนงในแนวแกน x  เปน DFx  การเปลี่ยนตํ าแหนงในแนวแกน y  เปน DFy   และการหมุน 
DFz  แลว การเปลี่ยนตํ าแหนงของชิ้นสวนของ frame ในแนวแกน ′x  แกน ′y  และแกน ′z  จะอยูในรูป

xFxxF Dd θcos=′  yFxyF Dd θcos−=′

yFyxF Dd θcos=′ xFyyF Dd θcos=′

FzzF Dd =′
โดยใช principle of superposition และจากสมการ direction cosine xx θλ cos=  และ yy θλ cos=  เรา

จะเขียน displacement transformation matrix ของ frame ไดในรูป

























































−

−

=































′

′

′

′

′

′

Fz

Fy

Fx

Nz

Ny

Nx

xy

yx

xy

yx

zF

yF

xF

zN

yN

xN

D
D
D
D
D
D

d

d
d
d
d
d

100000
0000
0000
000100
0000
0000

λλ
λλ

λλ
λλ

(7-3)

หรือ d = TD (7-4)
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โดยที่ matrix T  จะถูกเรียกวา displacement transformation matrix
Force Transformation Matrix

Force transformation matrix ของ frame จะเปน matrix ที่แสดงความสัมพันธของแรงกระทํ าภายนอก Q  ใน
ระบบแกน global coordinate กับแรงภายในที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนของ frame q  ในระบบแกน local coordinate

พิจารณาชิ้นสวนของ frame ดังที่แสดงในรูปที่ 7-9a ซึ่งถูกกระทํ าโดยแรง qNx′  เราจะไดวา แรงกระทํ าภายนอก
ในระบบแกน global coordinate จะอยูในรูป

xxNNx qQ θcos′= yxNNy qQ θcos′=

เมื่อ qNy′  กระทํ ากับชิ้นสวนของ frame ดังที่แสดงในรูปที่ 7-9b แลว เราจะไดวา แรงกระทํ าภายนอกในระบบแกน global 
coordinate system จะอยูในรูป

yyNNx qQ θcos′−= xyNNy qQ θcos′=

และเนื่องจาก qNz′  มีทิศทางและอยูในแนวเดียวกันกับ QNz  ดังนั้น
Q qNz Nz= ′

รูปที่ 7-9

ในทํ านองเดียวกัน ถาเรากํ าหนดใหแรงภายในที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนของ frame ที่จุด F  อยุในรูป qFx′  qFy′  และ
qFz′  แลว แรงกระทํ าภายนอกในระบบแกน global coordinate system จะอยูในรูป

xxFFx qQ θcos′= yxFFy qQ θcos′=

yyFFx qQ θcos′−= xyFFy qQ θcos′=

Q qFz Fz= ′

โดยใช principle of superposition และจากสมการ direction cosine xx θλ cos=  และ yy θλ cos=  เรา
จะเขียน force transformation matrix ของ frame ไดเปน
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หรือ Q = T qT (7-6)
โดยที่ matrix TT  จะถูกเรียกวา force transformation matrix ซึ่งเปน transpose ของ matrix T
7.4 Frame-Member Global Stiffness Matrix

เมื่อเราแทนสมการที่ 7-4 ( d = TD ) ลงในสมการที่ 7-2 ( q = k d′ ) แลว เราจะไดสมการแสดงความสัมพันธ
ของแรงภายในที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนของโครงสราง q  กับการเปลี่ยนตํ าแหนงที่ node ของชิ้นสวนของโครงสราง D  ในรูป

q = k TD′ (7-7)
จากนั้น แทนคาสมการที่ 7-7 ลงในสมการที่ 7-6 ( Q = T qT ) เราจะไดสมการแสดงความสัมพันธของแรงกระทํ า Q  กับ
การเปลี่ยนตํ าแหนงที่ node ของชิ้นสวนของโครงสราง D  ในรูป

Q = T k TDT ′
หรือ Q = kD (7-8)
เมื่อ k = T k TT ′ (7-9)
โดยที่ matrix k  คือ member global stiffness matrix และเนื่องจากเราทราบ matrix TT , T , และ ′k  ดังนั้น
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 (7-10)
ซึ่งเราจะเห็นไดวา matrix k  ของ frame เปน square และ symmetric matrix และถา frame เปนโครงสรางที่มีเสถียรภาพ
แลว matrix k  นี้จะเปน nonsingular matrix ซึ่งเราจะสามารถหาคา inverse ของ matrix นี้ได และเชนเดียวกับ matrix 
′k  แตละ column ของ k  matrix (เรียงจาก 1 ถึง 6)  จะแสดงถึงแรงภายนอกที่กระทํ าอยูที่ปลายของชิ้นสวนของ frame 

ซึ่งจะใชในการตานทานการเปลี่ยนตํ าแหนง 1 หนวยในทิศทาง Nx , N y , Nz , Fx , Fy , และ Fz  ตามลํ าดับ และเรา
จะขยายสมการที่ 7-8 ใหมไดเปน
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            (7-11)
7.5 Beam-Member Global Stiffness Matrix

ถาคานที่เราทํ าการวิเคราะหเปนคานปลายยื่น (overhanging beam) และ/หรือเมื่อ node ที่อยูที่จุดรองรับมีการ
ทรุดตัวเกิดขึ้นแลว จํ านวน degree of freedom ที่ node เหลานั้นคาเทากับ 2 คือ การเปลี่ยนตํ าแหนงในแนวแกน y  และ
การหมุนในแนวแกน z  ซึ่งในกรณีนี้ สมการที่ 7-1 ( q = k d′ ) จะลดรูปลงเหลือ 4x4 matrix โดยที่



















































−

−−−

−

−

=

























′

′

′

′

′

′

′

′

zF

yF

zN

yN

zF

yF

zN

yN

d
d
d

d

L
EI

L
EI

L
EI

L
EI

L
EI

L
EI

L
EI

L
EI

L
EI

L
EI

L
EI

L
EI

L
EI

L
EI

L
EI

L
EI

q
q
q

q

4626

612612

2646

612612

22

2323

22

2323

และเนื่องจากคานเปนองคอาคารที่อยูในแนวนอนเทานั้น ซึ่งเราจะไดวา 10cos == o
x  λ  และ 090cos == o

y  λ

ดังนั้น สมการ displacement transformation matrix T  และสมการ force transformation matrix TT  จะอยูในรูปของ 
identity matrix
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ตามลํ าดับ  ซึ่งเมื่อเราแทนคา matrix TT , T , และ ′k  ลงในสมการ Q = T k TDT ′  แลว เราจะไดวา
kDDk=Q =′

ซึ่งเราจะไดวา ในกรณีของคาน member stiffness matrix ′k  จะมีคาเทากับ member global stiffness matrix k
และเราจะไดวา
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นอกจากนั้นแลว เราจะไดสมการที่ 7-7 ซึ่งเปนสมการที่เราจะใชในการหาคาของแรงภายในที่เกิดขึ้นในชิ้นสวน
ของโครงสราง q  จากคาการเปลี่ยนตํ าแหนงที่ node ของชิ้นสวนของโครงสราง D  อยูในรูป

kDTDk=q =′
ถาคานที่เราทํ าการวิเคราะหไมเปนคานปลายยื่นและถาเราสนใจเฉพาะ node ที่อยูที่จุดรองรับซ่ึงไมมีการทรุดตัว

เทานั้นแลว จํ านวน degree of freedom ที่ node เหลานั้นจะมีจํ านวนแค 1 เทานั้นคือ การหมุนในแนวแกน z  ซึ่งในกรณีนี้ 
สมการที่ 7-12 จะลดรูปลงเหลือ
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7.6 การใช Matrix Displacement Method ในการวิเคราะหคานและ Plane Frames
หลังจากที่เราได member global stiffness matrix k  ของแตละชิ้นสวนของคานและ frame แลว เราจะทํ าการ

รวม matrix k  เหลานั้นเขาดวยกัน ซึ่ง matrix ดังกลาวจะถูกเรียกวา structural stiffness matrix K  ซึ่งเปน matrix ที่
แสดงความสัมพันธของแรงกระทํ าภายนอก Q  กับการเปลี่ยนตํ าแหนงที่ node ของชิ้นสวนของคานและ frame D  โดย
จะอยูในรูป

Q = KD
การรวม matrix k  ดังกลาวจะมีลักษณะเชนเดียวกับในกรณีของโครงขอหมุนคือ เริ่มตน เราจะเขียนตาราง ซึ่งจะ

มีจํ านวน column และจํ านวน row เทากับจํ านวน degree of freedom ของคานและ frame จากนั้น ทํ าการเติมคา k ij

ของ matrix k  ของแตละชิ้นสวนของคานและ frame ลงในตารางดังกลาว โดยตองเติมลงในชองที่มี global coordinate 
และ degree of freedom ที่สอดคลองกัน

ถาเราทํ าการกํ าหนดหมายเลขของ node ของคานและ frame โดยจัดเรียงลํ าดับให unconstrained degree of 
freedom มีลํ าดับอยูกอน constrained degree of freedom ดังที่ไดกลาวไปแลวในตอนตน เราจะสามารถแบง partition 
ของเทอม structural stiffness matrix K  ไดเชนเดียวกับในกรณีของโครงขอหมุน

โดยสรุปแลว ขั้นตอนในการวิเคราะหคานและ frame โดย matrix displacement method มีดังนี้
1. กํ าหนด global coordinate system ใหเหมาะสมกับลักษณะของคานและ frame จากนั้น กํ าหนดหมายเลข

ของ node หมายเลขของชิ้นสวนของคานและ frame และหมายเลขของ degree of freedom
2. หาคาการเปลี่ยนตํ าแหนงที่ node ตางๆ ที่เราทราบคาและเขียน matrix kD  โดยใช sign convention ของ

ระบบแกน global coordinate
3. หาคา fixed-end moment และแรงเฉือนที่เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวนของคานและ frame ซึ่งถูกกระทํ าโดย

แรงภายนอก จากนั้น กลับทิศทางของ fixed-end moment และแรงเฉือนดังกลาวใหเปนแรงที่กระทํ า
ตอ node ตางๆ ของคานและ frame และเขียน matrix kQ  โดยใช sign convention ของระบบแกน 
global coordinate
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4. หาคา direction cosine xx θλ cos=  และ yy θλ cos=  ในกรณีของ frame และหา member global 
stiffness matrix k  ของแตละชิ้นสวนของคานและ frame

5. หา structure stiffness matrix K โดยการรวม matrix k  ของแตละชิ้นสวนของคานและ frame ที่ไดเขา
ดวยกัน

6. แกสมการหาคาการเปลี่ยนตํ าแหนงที่ node ตางๆ uD จากสมการ Q K D + K Dk u k= 11 12

7. หาคาแรงและโมเมนตปฏิกริยาที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับหรือจุดยึดรั้ง uQ จากสมการ
Q K D + K Du u k= 21 22

8. หาคาแรงและโมเมนตภายในที่เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวนของคานและ frame เนื่องจาก matrix kQ  ไดจาก
สมการที่ 7-7 หรือ

q = k TD′ ในกรณีของ frame
kDTDk=q =′ ในกรณีของคาน

9. หาคาแรงและโมเมนตภายในที่เกิดขึ้นจริงที่ปลายของชิ้นสวนของคานและ frame ไดจากผลรวมของคาแรง
และโมเมนตภายในที่เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวนของคานและ frame q  และคา fixed-end moment และ
แรงเฉือนที่เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวนของคานและ frame ซึ่งถูกกระทํ าโดยแรงภายนอกที่หาไดจากขอที่ 3

7.7 การวิเคราะหคานและ Plane Frames ที่มีการทรุดตัวของจุดรองรับ
เมื่อฐานรากที่รองรับคานและ frame แบบ statically indeterminate เกิดการทรุดตัวแลว คานและ frame จะ

พยายามตานทานตอการทรุดตัวดังกลาว ซึ่งจะกอใหเกิดโมเมนตดัดและแรงเฉือนขึ้นภายในชิ้นสวนของคานและ frame
ในที่นี้ เราจะหาคาโมเมนตดัดและแรงเฉือนดังกลาวโดยการ
1. พิจารณาการทรุดตัวใหเปนคาการเปลี่ยนตํ าแหนงที่ทราบคาใน matrix kD

2. ถาเราตองการหาแรงปฏิกริยาที่เกิดจากการทรุดตัวและแรงกระทํ าภายนอกโดยตรงแลว เราจะกํ าหนดใหแรง
ที่ตานทานตอการทรุดตัว F  (มีทิศตรงกันขามกับการทรุดตัว) ซึ่งเปนแรงที่เราไมทราบคากระทํ าอยูที่ node 
ที่มีการทรุดตัวรวมกับแรงเฉือนเนื่องจากแรงกระทํ าภายนอกที่กระทํ าอยูที่ node ดังกลาวในทิศทางของ 
degree of freedom ที่มีการทรุดตัว โดยทั่วไปแลว เรามักจะไมหาคาแรง F  โดยตรง แตจะหาไดจากผล
รวมของแรงเฉือนที่เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวนของคานหรือ frame ที่เชื่อมตอกันที่จุดรองรับดังกลาว

3. ทํ าการหาคาโมเมนตดัดและแรงเฉือนเนื่องจากการทรุดตัวโดยใชความสัมพันธของ loads และ
displacements ดังที่แสดงในตัวอยางที่ 7-2

เราควรสังเกตดวยวา ในกรณีนี้ เราจะไมคํ านวณหาคา fixed-end moment เนื่องจากการทรุดตัว เพราะวาการ
รวมคาทรุดตัวไวใน matrix kD  จะเทียบไดกับการหาคา fixed-end moment ดังกลาวแลว
7.8 การวิเคราะหคานและ Plane Frames ที่มี Internal Hinges

เมื่อคานและ frame ซึ่งมีจุดหมุนภายใน (internal hinge) ถูกกระทํ าโดยแรงกระทํ าภายนอกแลว คานและ frame 
ดังกลาวจะเกิดการเปลี่ยนแปลงรูปรางเกิดขึ้น โดยที่คาการโกงตัวทางดานซายมือและทางดานขวามือของ internal hinge 
จะมีคาเทากัน แตคาความชัน (slope) ทางดานซายมือและทางดานขวามือของ internal hinge จะมีคาไมเทากัน ดังนั้น ที่ 
node ที่เปน internal hinge จะมีจํ านวน degree of freedom 3 คาคือ

1. คาการโกงตัว
2. คา slope ทางดานซายมือของ internal hinge
3. คา slope ทางดานขวามือของ internal hinge
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ซึ่งจะทํ าใหจํ านวน degree of freedom ทั้งหมดของคานและ frame มีคาเพิ่มขึ้นจากกรณีปกติ 1 คาตอ 1 internal hinge
จากนั้น เราจะทํ าการวิเคราะหคานและ frame ตามขั้นตอนที่เราไดศึกษามาแลว
7.9 การวิเคราะหคานและ Plane Frames ที่มีหนาตัดของชิ้นสวนของโครงสรางเปล่ียนแปลงอยางทันที

เมื่อคานและ frame มีหนาตัดที่เปล่ียนแปลงแบบทันทีทันใดที่จุดใดๆ บนคานและ frame แลว เราจะตองกํ าหนด
ใหจุดดังกลาวเปน node ของคานและ frame ซึ่งจะทํ าใหจํ านวน degree of freedom ทั้งหมดของคานและ frame มีคา
เพิ่มขึ้น นอกจากนั้นแลว ในการหาคา member global stiffness matrix k  ของแตละชิ้นสวนของคาน เราจะตองใชคา 
EI  ของแตละชิ้นสวนของคานใหถูกตอง จากนั้น เราจะทํ าการวิเคราะหคานและ frame ตามขั้นตอนที่เราไดศึกษามาแลว
7.10 การวิเคราะหคานและ Plane Frames ที่มีการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิ

เชนเดียวกับในกรณีของโครงขอหมุน เมื่อชิ้นสวนของคานและ frame แบบ statically indeterminate ซึ่งมีหนา
ตัดลึก d  และมีความยาว L  มีการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิ T∆  แลว ชิ้นสวนนั้นก็จะมีแรงในแนวแกนเกิดขึ้นเทากับ 

TAEq ∆= α0  เมื่อ A  เปนพื้นที่หนาตัดของชิ้นสวนของคานหรือ frame E  เปนคา modulus of elasticity ของวัสดุ 
และ α  คา coefficient of thermal expansion ของวัสดุ และถาอุณหภูมิในชิ้นสวนของคานและ frame ดังกลาวมีคา
เปล่ียนแปลงตามความลึก d  ของคานในลักษณะเชิงเสนตรงแลว ชิ้นสวนของคานและ frame นั้นก็จะเกิดการดัดขึ้นดวย

พิจารณาชิ้นสวนของคานหรือ frame ซึ่งถูกยึดแนนที่ปลายทั้งสองดาน ดังที่แสดงในรูปที่ 7-10 ถาอุณหภูมิที่ผิว
ดานบนของชิ้นสวนดังกลาวมีคา 2T  โดยมีคาสูงกวาอุณหภูมิที่ผิวดานลาง 1T  แลว ผิวดานบนก็จะมีการยืดตัวมากกวา
ผิวดานลาง ซึ่งจะทํ าใหชิ้นสวนดังกลาวเกิดการโคงควํ่ า โดยที่คา fixed-end moment ที่เกิดขึ้นจะหาไดจากสมการ

d
TTEIFEM )( 12 −=

α

รูปที่ 7-10
7.11 การวิเคราะหคานและ Plane Frames ที่มีจุดรองรับเปน Roller เอียง

เชนเดียวกับในกรณีของโครงขอหมุน เมื่อจุดรองรับแบบลอเล่ือน (roller) ที่รองรับคานและ frame วางอยูบนพื้นที่
มีความลาดเอียง (inclined plane) แลว จุดรองรับดังกลาวจะทํ าใหเกิดการยึดรั้งในทิศทางที่ไมอยูในระบบแกน global 
coordinate ของคานและ frame ดังนั้น เราจะไมสามารถทํ าการวิเคราะหคานและ frame ที่มีจุดรองรับดังกลาวโดย matrix 
displacement method ไดโดยตรง

โดยทั่วไปแลว เราจะทํ าการวิเคราะหคานและ frame ที่มีจุดรองรับดังกลาว โดยการจํ าลอง (model) จุดรองรับให
เปนชิ้นสวนของโครงสรางที่รับแรงในแนวแกน (two-force member) ที่อยูในแนวเดียวกันกับจุดรองรับ โดยที่ชิ้นสวนดังกลา
วจะตองมีคาความแกรงในแนวแกน LAE /  ที่สูงมากเมื่อเทียบกับช้ินสวนอื่นๆ ของคานและ frame (ควรมีคามากกวา 
1000 เทาของคาความแกรงสูงสุดของชิ้นสวนของคานและ frame) เพื่อปองกันไมใหการเปลี่ยนรูปรางในแนวแกนของชิ้น
สวนดังกลาว และจะตองมีคาความแกรงตอการดัด LEI /  ที่ใกลเคียงศูนยมากๆ เพื่อที่ชิ้นสวนดังกลาวจะไดไมมีความ
ตานทานตอการดัด นอกจากนั้นแลว ปลายทั้งสองของชิ้นสวนดังกลาวจะถูกยึดรั้งกับพื้นและคานหรือ frame โดยใชหมุด 
หลังจากที่ทํ าการจํ าลองจุดรองรับแลว เราจะทํ าการวิเคราะหคานและ frame โดยพิจารณาให two-force member ดัง
กลาวเปนชิ้นสวนของโครงขอหมุนที่รวมอยูกับคานและ frame
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ตัวอยางที่ 7-1
จงทํ าการวิเคราะหคานเหล็ก ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 7-1a โดยใช matrix displacement method กํ าหนดใหคานมี

คา GPa 200=E  และ 46 mm)10(500=I  จากนั้น จงเขียน moment diagram และราง elastic curve ของคาน

รูปที่ Ex 7-1

1. กํ าหนดหมายเลข node หมายเลขชิ้นสวน ระบบแกน local coordinate และหมายเลข degree of freedom
จากรูปที่ Ex 7-1b กํ าหนดใหจุดรองรับ A  เปน node หมายเลข 1 และจุดรองรับ B  และจุดรองรับ C  เปน 

node หมายเลข 2 และหมายเลข 3 ตามลํ าดับ
เนื่องจากโครงสรางไมมีการทรุดตัวและไมมีการเปลี่ยนแปลงขนาดของหนาตัดแบบทันทีทันใด เราจะกํ าหนดให 

node หมายเลข 3 และหมายเลข 2 ซึ่งไมมีการยึดรั้ง (unconstrained degree of freedom) มี degree of freedom 
หมายเลข 1 และ 2 ตามลํ าดับ และกํ าหนดใหจุดรองรับแบบยึดแนน (constrained degree of freedom) ที่ node หมาย
เลข 1 มี degree of freedom หมายเลข 3

ในการวิเคราะหคานโดยใช matrix displacement method เราจะกํ าหนดให ระบบแกน local coordinate ของ
แตละชิ้นสวนของคานมีปลายดานใกล (near end) อยูทางดานซายมือ และปลายดานไกล (far end) อยูทางดานขวามือ
เสมอ เพื่อความสะดวกในการหา q

2. หาคา fixed-end moment ที่เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวนของคาน
ช้ินสวนที่ 1

m-kN 96
12

)24(2
12

)()(
22

11 ====
wLFEMFEM RL

เมื่อ LFEM 1)(  และ RFEM 1)(  คือคา fixed-end moment ที่เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวนหมายเลข 1 ทางดานซายมือ
และทางดานขวามือ ตามลํ าดับ
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ช้ินสวนที่ 2

m-kN 12
8

)8(12
8

)()( 22 ====
PLFEMFEM RL

เมื่อ LFEM 2)(  และ RFEM 2)(  คือคา fixed-end moment ที่เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวนหมายเลข 2 ทางดานซายมือ
และทางดานขวามือ ตามลํ าดับ โดยที่ fixed-end moment ตางๆ ที่หาไดมีทิศทาง ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 7-1c นอกจากนั้น
แลว เราจะหาคา moment ที่เกิดขึ้นที่ node หมายเลข 3 เนื่องจากแรง kN 10 กระทํ าที่สวนยื่นของคานไดมีคาเทากับ 

m-kN 40 และมีทิศทางดังที่แสดง คา moment นี้จะถูกพิจารณาเปนคา fixed-end moment อีกคาหนึ่งที่กระทํ าตอ 
node หมายเลข 3

3. เขียน matrix kQ
จาก fixed-end moment ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 7-1c เราจะเขียนโมเมนตที่กระทํ าตอ node ของคาน ซึ่งมีทิศทาง

ตรงกันขามกับ fixed-end moment ที่ปลายของชิ้นสวนของคานไดดังที่แสดงโดยลูกศรเสนประในรูปที่ Ex 7-1d จากนั้น 
เราจะรวมโมเมนตที่ node เพื่อหาองคประกอบของ matrix kQ  ซึ่งแสดงโดยลูกศรเสนทึบ ขอใหสังเกตดวยวา moment 
ภายนอก m-kN 40 ที่กระทํ าที่ node หมายเลข 2 จะถูกรวมกับ moment m-kN 96 และ moment m-kN 12
โดยตรง ซึ่งเราจะไดวา
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4. เขียน matrix kD
เนื่องจาก node หมายเลข 1 เปนจุดรองรับแบบยึดแนน ดังนั้น เราจะไดวา

{ } { }03 == DkD

5. หา member global stiffness matrix k  ของแตละชิ้นสวนของคานจากสมการที่ 7-13
ช้ินสวนที่ 1

ชิ้นสวนที่ 1 มี degree of freedom หมายเลข 3 ที่ปลายดานใกลและ degree of freedom หมายเลข 2 ที่ปลาย
ดานไกล ดังนั้น

  3          2









=

6/112/1
12/16/1

1 EIk
2
3

ช้ินสวนที่ 2
ชิ้นสวนที่ 2 มี degree of freedom หมายเลข 2 ที่ปลายดานใกลและ degree of freedom หมายเลข 1 ที่ปลาย

ดานไกล ดังนั้น

          2 1









=

2/14/1
4/12/1

2 EIk
1
2

6. หา structure stiffness matrix K
matrix K จะหาไดโดยการรวม matrix k  ของแตละชิ้นสวนของคานเขาดวยกัน โดยใหหมายเลขของ degree

of freedom ใน matrix k  ตรงกับหมายเลขของ degree of freedom ของ matrix K  ขอใหสังเกตดวยวา เนื่องจากคานมี
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จํ านวน degree of freedom เทากับ 3 ดังนั้น matrix K  จะมีขนาดเทากับ 3x3 และ matrix K  เปน matrix ที่มีความ
สมมาตร

           1        2      3
















=

6/112/10
12/13/24/1
04/12/1

EIK
3
2
1

และเราจะเขียนความสัมพันธของ loads และ displacements ของคานไดในรูป
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7. หาคาการเปลี่ยนตํ าแหนงที่ node uD
จากสมการ  Q K D + K Dk u k= 11 12  และเนื่องจากคานไมมีการทรุดตัว เราจะไดวา

][1
11 ku QKD −=

radian   
08.107

54.1091
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8. หาคาแรงปฏิกริยาที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับ uQ
จากสมการ uu DKQ 21=  เราจะไดวา

{ } { } m-kN   923.83 =Q

9. หาคา moment ภายในที่เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวนของคาน q
จากสมการ  kDTDk=q =′  เราจะไดวา

ช้ินสวนที่ 1

m-kN   
847.17

923.8
/08.107

0
6/112/1

12/16/1
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เมื่อ 1
2q  แสดงถึง 2q  ที่เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวนหมายเลข 1 ของคาน เราควรสังเกตดวยวา 33 Qq =

ช้ินสวนที่ 2

m-kN   
28
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จาก sign convention ที่เราใช เราจะเขียนแผนภาพของ moment ภายใน q  ไดดังที่แสดงในรูปที่ Ex 7-1e และ
เมื่อเรานํ าคา moment ภายใน q  มารวมกับ fixed-end moment ที่เราหามาไดในขั้นตอนที่ 2 ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 7-1f 
แลว เราจะได คา moment ภายในที่เกิดขึ้นเนื่องจากแรงภายนอกที่ปลายของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 7-1g
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10. ทํ าการเขียนแผนภาพ shear diagram, moment diagram และราง elastic curve ของคาน
รูปที่ Ex 7-1h แสดงแผนภาพ moment diagram ของคานและรูปที่ Ex 7-1i แสดงราง elastic curve ของคาน

โดยใชคาการเปลี่ยนตํ าแหนงที่หาไดและ moment diagram

     Ans.
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ตัวอยางที่ 7-2
จงทํ าการวิเคราะหคานเหล็ก ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 7-2a โดยใช matrix displacement method เพื่อหาคาการ

เปล่ียนตํ าแหนงและแรงปฏิกริยาที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับ กํ าหนดใหจุดรองรับ B  ของคานเกิดการทรุดตัว (settlement) ในทิศ
ทางดิ่งลง mm 10 และคานมีคา GPa 200=E  และ 46 mm)10(500=I

รูปที่ Ex 7-2

1. กํ าหนดหมายเลข node หมายเลขชิ้นสวน ระบบแกน local coordinate และหมายเลข degree of freedom
จากรูปที่ Ex 7-2b ขอใหสังเกตดวยวา เนื่องจาก node หมายเลข 2 เกิดการทรุดตัวในแนวดิ่ง ดังนั้น node นี้จึงมี 

degree of freedom หมายเลข 3 เพื่อพิจารณาถึงการทรุดตัวดังกลาว

2. หาคา fixed-end shear force และ fixed-end moment
คา fixed-end moment ที่เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวนหมายเลข 1 และชิ้นสวนหมายเลข 2 ของคานจะมีคาเทากับ

คาที่เราหาไดในตัวอยางที่ 7-1 ดังที่แสดงอยูในรูปที่ Ex 7-2c แตเนื่องจาก node หมายเลข 2 เกิดการทรุดตัวในแนวดิ่ง ดัง
นั้น เราจะตองหาคาแรงเฉือน (shear force) ที่เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวนหมายเลข 1 และชิ้นสวนหมายเลข 2 ของคาน
ดวย

3. เขียน matrix kQ
จาก fixed-end shear force และ fixed-end moment ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 7-2c เราจะเขียนแรงและโมเมนตที่

กระทํ าตอ node ของคาน ซึ่งมีทิศทางตรงกันขามกับ fixed-end shear force และ fixed-end moment ไดดังที่แสดงโดย
ลูกศรเสนประในรูปที่ Ex 7-2d จากนั้น เราจะรวมแรงเพื่อหาองคประกอบของ matrix kQ  ซึ่งแสดงโดยลูกศรเสนทึบ โดย
ที่
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ขอใหสังเกตดวยวา ในที่นี้ เราใหแรงตานทานตอการทรุดตัว F  ซึ่งเปนแรงที่เราไมทราบคาและมีทิศทางเดียวกัน
กับ degree of freedom หมายเลข 3 รวมอยูกับแรงเฉือนเนื่องจากแรงกระทํ าภายนอก ซึ่งเราจะไดวา

kN 306243 −=+−−= FFQ

4. เขียน matrix kD
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5. หา member global stiffness matrix k  ของแตละชิ้นสวนของคาน
จากสมการที่ 7-12
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4626
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22
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22

2323

ขอใหสังเกตวา matrix k ของชิ้นสวนทั้งสองของคานจะเปน matrix 3x3 เนื่องจากแตละชิ้นสวนมี degree of 
freedom เทากับ 3
ช้ินสวนที่ 1

ชิ้นสวนที่ 1 มี degree of freedom หมายเลข 4 ที่ปลายดานใกลและ degree of freedom หมายเลข 3 และ
หมายเลข 2 ตามลํ าดับ ที่ปลายดานไกล ดังนั้น

        4           3             2
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6/196/112/1
96/11152/196/1

12/196/16/1

1 EIk
2
3
4

ช้ินสวนที่ 2
ชิ้นสวนที่ 2 มี degree of freedom หมายเลข 3 และหมายเลข 2 ตามลํ าดับ ที่ปลายดานใกลและ degree of

freedom หมายเลข 1 ที่ปลายดานไกล ดังนั้น
            3            2      1
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2/14/132/3
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32/332/3128/3

2 EIk
1
2
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6. หา structure stiffness matrix K
matrix K จะหาไดโดยการรวม matrix k  ของแตละชิ้นสวนของคานเขาดวยกัน โดยใหหมายเลขของ degree

of freedom ใน matrix k  ตรงกับหมายเลขของ degree of freedom ของ matrix K  ขอใหสังเกตดวยวา เนื่องจากคานมี
จํ านวน degree of freedom เทากับ 4 ดังนั้น structure stiffness matrix จะมีขนาดเทากับ 4x4
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          1           2    3        4
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1667.00104.00833.00
0104.00243.00833.00938.0

0833.00833.06667.02500.0
00938.02500.05000.0
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1

เมื่อเรากํ าหนดให F  เปนแรงปฏิกริยาที่ตานทานตอการทรุดตัวของคานในแนว degree of freedom หมายเลข 
3 แลว เราจะเขียนความสัมพันธของ loads และ displacements ของคานไดในรูป
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7. หาคาการเปลี่ยนตํ าแหนงที่ node uD
จากสมการ Q K D + K Dk u k= 11 12  เราจะไดวา
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 radian  Ans.

8. หาคาแรงปฏิกริยาที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับ uQ จะหาไดจากสมการ kuu DKDKQ 2221 +=  ซึ่งเราจะไดวา
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9. หาคาแรงและโมเมนตภายใน kDTDk=q =′

ช้ินสวนที่ 1
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10. ทํ าการเขียนแผนภาพ shear diagram, moment diagram และราง elastic curve ของคาน
นํ าคาแรงและโมเมนตภายในที่ไดในขั้นตอนที่ 9 มารวมกับ fixed-end shear force และ fixed-end moment ใน

ขั้นตอนที่ 2 ซึ่งเราจะได free-body diagram ของแตละชิ้นสวนของคาน จากนั้น ทํ าการเขียนแผนภาพ shear diagram,
moment diagram และราง elastic curve ของคาน
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ตัวอยางที่ 7-3
จงทํ าการวิเคราะหคานเหล็ก ซึ่งมีจุดหมุนภายใน (internal hinge) ที่จุด D  ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 7-3a โดยใช 

matrix displacement method กํ าหนดใหคานมีคา GPa 200=E  และ 46 mm)10(500=I   จากนั้น จงเขียน
moment diagram และราง elastic curve ของคาน

รูปที่ Ex 7-3

1. กํ าหนดหมายเลข node หมายเลขชิ้นสวน ระบบแกน local coordinate และหมายเลข degree of freedom
จากรูปที่ Ex 7-3b  ขอใหสังเกตดวยวา เนื่องจาก node หมายเลข 2 เปนจุดหมุนภายใน (internal hinge) ดังนั้น 

node ดังกลาวจะมี degree of freedom รวม 3 คาคือ degree of freedom หมายเลข 2 ถึงหมายเลข 4

2. หาคา fixed-end shear force และ fixed-end moment
fixed-end shear force และ fixed-end moment ที่เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวนหมายเลข 1 และชิ้นสวนหมายเลข 

3 ของคานมีคาและทิศทาง ดังที่แสดงอยูในรูปที่ Ex 7-3c เนื่องจาก node หมายเลข 2 เปน internal hinge ดังนั้น เราตอง
หาคาของแรงเฉือน (shear force) ที่เกิดขึ้นที่ node ดังกลาวดวย

3. เขียน matrix kQ
จาก fixed-end shear force และ fixed-end moment ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 7-3c เราจะเขียนแรงและโมเมนตที่

กระทํ าตอ node ของคาน ซึ่งมีทิศทางตรงกันขามกับ fixed-end shear force และ fixed-end moment ไดดังที่แสดงโดย
ลูกศรเสนประในรูปที่ Ex 7-3d จากนั้น เราจะรวมแรงเพื่อหาองคประกอบของ matrix kQ  และเราจะไดวา
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4. เขียน matrix kD
เนื่องจาก node หมายเลข 1 และ 4 เปนจุดรองรับแบบยึดแนน ดังนั้น เราจะไดวา
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5. หา member global stiffness matrix k  ของแตละชิ้นสวนของคานจากสมการที่ 7-12
ขอใหสังเกตวา matrix 1k และ matrix 2k  เปน matrix 3x3 เนื่องจากแตละชิ้นสวนมี degree of freedom เทา

กับ 3 แต matrix 3k เปน matrix 2x2 โดยการพิจารณาลํ าดับกอนหลังของ degree of freedom ที่ปลายดานใกลและที่
ปลายดานไกล เราจะไดวา
ช้ินสวนที่ 1

        6            4 3
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6. หา structure stiffness matrix K
matrix K จะหาไดโดยการรวม matrix k  ของแตละชิ้นสวนของคานเขาดวยกัน โดยใหหมายเลขของ degree

of freedom ใน matrix k  ตรงกับหมายเลขของ degree of freedom ของ matrix K  ขอใหสังเกตดวยวา เนื่องจากคานมี
จํ านวน degree of freedom เทากับ 6 ดังนั้น structure stiffness matrix จะมีขนาดเทากับ 6x6

              1                  2         3                   4          5    6
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33333.0004167.016667.000
050000.000025000.0
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0004167.0033333.016667.0
025000.004167.0016667.083333.0
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และเราจะเขียนความสัมพันธของ loads และ displacements ของคานไดในรูป
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7. หาคาการเปลี่ยนตํ าแหนงที่ node uD

จากสมการ Q K D + K Dk u k= 11 12  และเนื่องจากคานไมมีการทรุดตัว เราจะไดวา ku QKD 1
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8. หาคาแรงปฏิกริยาที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับ uQ
จากสมการ uu DKQ 21=  เราจะไดวา
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9. หาคาแรงและโมเมนตภายใน q  ที่เกิดขึ้นที่ปลายของคาน
จากสมการ kDTDk=q =′  เราจะไดวา
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เราควรสังเกตดวยวา 55 Qq =  และ 66 Qq =

จาก sign convention ที่เราใช เราจะเขียนแผนภาพของแรงและ moment ภายใน q  ได และเมื่อเรานํ าคาแรง
และ  moment ดังกลาวรวมกับแผนภาพของ fixed-end shear และ fixed-end moment แลว เราจะได คาแรงและ
moment ภายในที่เกิดขึ้นเนื่องจากแรงภายนอกที่ปลายของคาน และเราจะเขียน moment diagram และ elastic curve 
ของคานได ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 7-3e และ Ex 7-3f
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          Ans.



Structural Analysis 7-26

ตัวอยางที่ 7-4
จงทํ าการวิเคราะหคานเหล็กที่มีหนาตัดเปลี่ยนแปลงอยางทันทีทันใดที่จุด D  ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 7-4a โดยใช

matrix displacement method เพื่อหาคาการเปลี่ยนตํ าแหนงและแรงปฏิกริยา กํ าหนดใหคานมีคา GPa 200=E

และ 46 mm)10(500=I

รูปที่ Ex 7-4

1. กํ าหนดหมายเลข node หมายเลขชิ้นสวน ระบบแกน local coordinate และหมายเลข degree of freedom
จากรูปที่ Ex 7-4b ขอใหสังเกตดวยวา เนื่องจาก node หมายเลข 2 เปนจุดที่หนาตัดของคานมีการเปลี่ยนแปลง 

ดังนั้น node นี้จึงมี degree of freedom หมายเลข 2 และ 3 เพื่อรองรับตอการเปลี่ยนแปลงของ flexural stiffness ของ
คานที่ node ดังกลาว

2. หาคา fixed-end shear force และ fixed-end moment
fixed-end shear force และ fixed-end moment ที่เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวนตางๆ ของคานมีคาและทิศทาง ดัง

ที่แสดงอยูในรูปที่ Ex 7-4c เนื่องจาก node หมายเลข 2 มี degree of freedom ในแนวดิ่ง ดังนั้น เราตองหาคาของ shear 
force ที่ node นี้ดวย

3. เขียน matrix kQ
จาก fixed-end shear force และ fixed-end moment ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 7-4c เราจะเขียนแรงและโมเมนตที่

กระทํ าตอ node ของคาน ซึ่งมีทิศทางตรงกันขามกับ fixed-end shear force และ fixed-end moment ดังกลาวไดดังที่
แสดงโดยลูกศรเสนประในรูปที่ Ex 7-4d จากนั้น เราจะรวมแรงเพื่อหาองคประกอบของ matrix kQ  ซึ่งแสดงโดยลูกศร
เสนทึบ ซึ่งเราจะไดวา
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4. เขียน matrix kD
เนื่องจาก node หมายเลข 1 และ 4 เปนจุดรองรับแบบยึดแนน ดังนั้น เราจะไดวา
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5. หา member global stiffness matrix k  ของแตละชิ้นสวนของคานจากสมการที่ 7-12
ขอใหสังเกตวา matrix 1k และ matrix 2k  เปน matrix 3x3 เนื่องจากแตละชิ้นสวนมี degree of freedom เทา

กับ 3 แต matrix 3k เปน matrix 2x2 โดยการพิจารณาลํ าดับกอนหลังของ degree of freedom ที่ปลายดานใกลและที่
ปลายดานไกล เราจะไดวา
ช้ินสวนที่ 1
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6. หา structure stiffness matrix K
matrix K จะหาไดโดยการรวม matrix k  ของแตละชิ้นสวนของคานเขาดวยกัน โดยใหหมายเลขของ degree

of freedom ใน matrix k  ตรงกับหมายเลขของ degree of freedom ของ matrix K  ขอใหสังเกตดวยวา เนื่องจากคานมี
จํ านวน degree of freedom เทากับ 5 ดังนั้น structure stiffness matrix จะมีขนาดเทากับ 5x5

                          1             2      3             4       5
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04167.0001042.002083.002083.0
16667.0002083.05.008333.0

012500.002083.008333.041667.0

K EI

5
4
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2
1

และเราจะเขียนความสัมพันธของ loads และ displacements ของคานไดในรูป
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7. หาคาการเปลี่ยนตํ าแหนงที่ node uD

จากสมการ ku QKD 1
11
−=  เราจะไดวา
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3

2

1

10
31.29

15.1
98.1

−
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D
D
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m
radian
radian

 Ans.

8. หาคาแรงปฏิกริยาที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับ uQ
จากสมการ uu DKQ 21=  เราจะไดวา

          
102.93
24.80

5

4
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Q
Q

m-kN  Ans.

Note
ในการเขียนแผนภาพ shear diagram และ moment diagram ของคาน เริ่มตน ทํ าการหาคาแรงและโมเมนต

ภายในที่เกิดขึ้นที่ปลายของคานจากสมการ  kDTDk=q =′  เราจะไดวา
ช้ินสวนที่ 1

m-kN
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ช้ินสวนที่ 3
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จาก sign convention ที่เราใช เราจะเขียนแผนภาพของแรงและ moment ภายใน q  ได จากนั้น นํ ามารวมกับ fixed-end 
shear force และ fixed-end moment ในขั้นตอนที่ 2 ซึ่งเราจะได free-body diagram ของแตละชิ้นสวนของคาน สุดทาย 
ทํ าการเขียนแผนภาพ shear diagram, moment diagram และราง elastic curve ของคาน



Structural Analysis 7-29

ตัวอยางที่ 7-5
จงทํ าการวิเคราะหคานเหล็ก ซึ่งมีการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิในชวง AB  ของคานแบบเปนเสนตรงจากผิวบนของ

คานถึงทองคาน ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 7-5a โดยใช matrix displacement method จากนั้น จงทํ าการเขียนแผนภาพ
shear diagram, moment diagram และราง elastic curve ของคาน กํ าหนดใหคานมีความลึก m 5.0=d และมีคา

)/10(12 6 Co−=α  GPa 200=E  46 mm)10(500=I

รูปที่ Ex 7-5

1. กํ าหนดหมายเลข node หมายเลขชิ้นสวน ระบบแกน local coordinate และหมายเลข degree of freedom
เนื่องจากคานไมมีการเปลี่ยนตํ าแหนงในแนวดิ่ง ดังนั้น เราจะพิจารณา degree of freedom ที่สอดคลองกับการ

หมุนที่เกิดขึ้นที่ node ของคานเทานั้น ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 7-5b

2. หาคา fixed-end moment ที่เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวนของคาน ดังที่แสดงอยูในรูปที่ Ex 7-5c
fixed-end moment ที่เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวนของคานมีลักษณะดังที่แสดงอยูในรูปที่ Ex 7-5c โดยมีคาเทากับ

m-kN 120
m 0.5

]2070)[m 10(500)kN/m 10(200)/10(12)( 46266
12 =

−
=

− −− CCC
d

TTEI oooα

3. เขียน matrix kQ
จาก fixed-end moment ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 7-5c เราจะเขียนโมเมนตที่กระทํ าตอ node ของคาน ซึ่งมีทิศทาง

ตรงกันขามกับ fixed-end moment ดังกลาวไดดังที่แสดงโดยลูกศรเสนประในรูปที่ Ex 7-5d จากนั้น เราจะรวมแรงเพื่อหา
องคประกอบของ matrix kQ  ซึ่งเราจะไดวา

{ } { }1201 −== QkQ m-kN
4. เขียน matrix kD
เนื่องจาก node หมายเลข 1 และ 3 ไมมีการทรุดตัว ดังนั้น เราจะไดวา
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5. หา member global stiffness matrix k  ของแตละชิ้นสวนของคาน
ช้ินสวนที่ 1

  3          1









=

6/112/1
12/16/1

1 EIk
1
3

ช้ินสวนที่ 2

          1  2









=

2/14/1
4/12/1

2 EIk
2
1

6. หา structure stiffness matrix K และเขียนความสัมพันธของ loads and displacements
โดยการรวม member global stiffness matrix k  ของแตละชิ้นสวนของคานเขาดวยกัน และเราจะเขียนความ

สัมพันธของ loads and displacements ไดในรูป
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7. หาคาการเปลี่ยนตํ าแหนงที่ node uD

{ } { } 3
1 1080.1 −−=D  radian

8. หาคาแรงปฏิกริยาที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับ uQ
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2
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m-kN

9. หาคาโมเมนตภายในที่เกิดขึ้นที่ปลายของคาน
ช้ินสวนที่ 1

m-kN   
30
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/180
0

6/112/1
12/16/1

1
1

3
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q

q

เมื่อ 1
1q  แสดงถึง 1q  ที่เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวนหมายเลข 1 ของคาน

ช้ินสวนที่ 2

m-kN   
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10. เขียน moment diagram และ elastic curve ของคาน
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จาก sign convention ที่เราใช เราจะเขียนแผนภาพของ moment ภายใน q  ไดดังที่แสดงในรูปที่ Ex 7-5e และ
เมื่อเรานํ าคา moment ภายใน q  มารวมกับ fixed-end moment ที่เราหามาไดในขั้นตอนที่ 2 ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 7-5f 
แลว เราจะได คา moment ภายในที่เกิดขึ้นเนื่องจากแรงภายนอกที่ปลายของคานได ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 7-5g

สุดทาย เราจะเขียน moment diagram และ elastic curve ของคานได ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 7-5h และ Ex 7-5i

     Ans.
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ตัวอยางที่ 7-6 
 จงวิเคราะหโครงขอแข็งเหล็ก ซึ่งมีหนาตัดแบบ wide-flange ขนาด 22x200W  ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 7-6a 
โดยใช matrix displacement method จากนั้น จงเขียนแผนภาพ moment diagram และราง elastic curve ของโครงขอ
แข็ง กําหนดใหชิ้นสวนของโครงขอแข็งมี GPa 200=E , 46 mm)10(20=I , และ 2mm 2860=A  

รูปที่ Ex 7-6 
 

 1. กําหนดระบบแกน global coordinate หมายเลข node หมายเลขชิ้นสวนของโครงขอแข็ง ระบบแกน local 
coordinate และหมายเลข degree of freedom  

 จากรูปที่ Ex 7-6b เนื่องจาก node หมายเลข 2 ไมมีการยึดรั้ง ดังนั้น เราจะให degree of freedom ที่ node 
ดังกลาวมีหมายเลข 1 ถึง 3 (unconstrained degree of freedom) นอกจากนั้นแลว เนื่องจากจุดรองรับ
แบบเลื่อน (roller support) ที่จุดรองรับ A  ไมมีการยึดรั้งในแนวนอนและการหมุน เราจะให degree of 
freedom ดังกลาวเปนหมายเลข 4 และ 5 ตามลําดับ และ degree of freedom ที่มีการยึดรั้งในแนวดิ่งจะ
เปนหมายเลข 6 (constrained degree of freedom) สุดทาย เนื่องจาก node หมายเลข 3 เปนจุดรองรับ
แบบยึดแนน ดังนั้น เรากําหนดให degree of freedom ที่ node ดังกลาวมีหมายเลขจาก 7 ถึง 9 

 

2.หาคา fixed-end forces และ fixed-end moment 
ช้ินสวนที่ 1 
 จากรูปที่ Ex 7-6a เมื่อเราทําการถายแรงกระทํา kN 10  จากสวนยื่นมากระทําที่โครงขอแข็ง เราจะไดวา ชิ้นสวน
ที่ 1 นี้จะโดนกระทําโดยแรงในแนวแกน  kN 10  และ moment m-kN 10  ที่กึ่งกลางความยาวของชิ้นสวน และเราจะ
หาคา fixed-end forces และ fixed-end moment ไดดังนี้ 

จากรูปที่ Ex 7-6c คา fixed-end moment และ fixed-end shear เนื่องจาก moment m-kN 10  มีคาเทากับ 

m-kN 5.2
4
10

4
)()( 11 −=

−
===

MFEMFEM TB  

kN 5
2
3)()( 11 −===
L
MVV TB  

เมื่อ BFEM 1)(  และ TFEM 1)(  คือ คา fixed-end moment ที่เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวนหมายเลข 1 ทางดานลาง 
(bottom) และทางดานบน (top) ตามลําดับ และ BV 1)(  และ TV 1)(  คือคา fixed-end shear ที่เกิดขึ้นที่ปลายของ
ชิ้นสวนหมายเลข 1 ทางดานลางและทางดานบน ตามลําดับ 
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 จากรูปที่ Ex 7-6c คา fixed-end axial force เนื่องจากแรงในแนวแกน kN 10  มีคาเทากับ 

kN 5
2

10
2

)()( 11 ====
PNN TB  

 

 
ช้ินสวนที่ 2 

m-kN 
3
8

12
)4(2

12
)()(

22

22 ====
wLFEMFEM RL  

โดยที่ LFEM 2)(  และ RFEM 2)(  คือ คา fixed-end moment ที่เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวนหมายเลข 2 ทางดาน
ซายมือ (left) และทางดานขวามือ (right) ตามลําดับ  

โดยสรุปแลว fixed-end forces และ fixed-end moment ที่เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวนตางๆ ของโครงสรางจะมี
ลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ Ex 7-6d 

 

 
 

3. เขียน matrix kQ  
 จากรูปที่ Ex 7-6d เราจะเขียนแรงและโมเมนตที่กระทําตอ node ตางๆ ของโครงขอแข็งได ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 
7-6e ซึ่งแรงและโมเมนตมีทิศทางตรงกันขามกับ fixed-end moment และ fixed-end shear ในรูปที่ Ex 7-6d ดังนั้น จาก 
sign convention เราจะได 
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4. เขียน matrix kD  
เนื่องจากโครงขอแข็งไมมีการทรุดตัวเกิดขึ้น ดังนั้น 
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 5. หา member global stiffness matrix k  ของแตละชิ้นสวนของโครงขอแข็ง 
ช้ินสวนที่ 1 

kN/m 67.190666=
L
AE  

kN/m 78.177712
3 =
L
EI  

kN 67.26666
2 =
L
EI  

m-kN 33.53334
=

L
EI  

m-kN 67.26662
=

L
EI  

0
3

00
=

−
=xλ   1

3
03

−=
−−

=yλ  

 จากสมการที่ 7-10 และเนื่องจากปลายดานใกล (near end) ของระบบแกน local coordinate มี degree of 
freedom หมายเลข 1, 2, และ 3 เรียงตามลําดับจากแกน x′ , y′ , และ z′  และปลายดานไกลมี degree of freedom 
หมายเลข 4, 6, และ 5 เรียงตามลําดับจากแกน x′ , y′ , และ z′  ดังนั้น เราจะไดวา 

  1                       2            3         4     6   5  
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33.533300.067.266667.266600.067.2666
00.067.19066600.000.067.19066600.0

67.266600.078.177767.266600.078.1777
67.266600.067.266633.533300.067.2666

00.067.19066600.000.067.19066600.0
67.266600.078.177767.266600.078.1777

1k

5
6
4
3
2
1

 

 

ช้ินสวนที่ 2 

kN/m 143000=
L
AE  

kN/m 75012
3 =
L
EI  

kN 15006
2 =
L
EI  

m-kN 40004
=

L
EI  

m-kN 20002
=

L
EI  
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1
4

04
=

−
=xλ   0

4
00
=

−
=yλ  

 จากสมการที่ 7-10 และเนื่องจากปลายดานใกล (near end) ของระบบแกน local coordinate มี degree of 
freedom หมายเลข 1, 2, และ 3 เรียงตามลําดับจากแกน x′ , y′ , และ z′  และปลายดานไกลมี degree of freedom 
หมายเลข 7, 8, และ 9 เรียงตามลําดับจากแกน x′ , y′ , และ z′  ดังนั้น เราจะไดวา 

        1                2             3    7         8            9  



























−
−−−

−
−
−

−

=

400015000200015000
1500750015007500
0014300000143000

200015000400015000
1500750015007500

0014300000143000

2k

9
8
7
3
2
1

 

 
 

6. หา structure stiffness matrix K  
matrix K จะหาไดโดยการรวม matrix k  ของแตละชิ้นสวนของโครงขอแข็งเขาดวยกันโดยใหหมายเลขของ 

degree of freedom ใน matrix k  ตรงกับหมายเลขของ degree of freedom ของ matrix K  ขอใหสังเกตดวยวา 
เนื่องจากโครงขอแข็งมีจํานวน degree of freedom เทากับ 9 ดังนั้น matrix K จึงมีขนาด 9x9 นอกจากนั้นแลว matrix 
K  เปน matrix ที่มีความสมมาตรดวย จากนั้น เราจะเขียนความสัมพันธของ loads และ displacements ไดในรูป 
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7. หาคาการเปลี่ยนตําแหนงที่ node uD   
 เนื่องจากโครงสรางไมมีการทรุดตัว จากสมการ Q K D +K Dk u k= 11 12  เราจะไดวา 
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8. หาคาแรงปฏิกิริยาที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับ uQ  
จากสมการ uu DKQ 21=  เราจะไดวา 
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9. หาคาแรงและ moment ภายในที่เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวนของโครงขอแข็ง 
จากสมการ  TDk=q ′  เราจะไดวา 
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ช้ินสวนที่ 2 
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 10. เขียนแผนภาพ shear diagram, moment diagram, และราง elastic curve ของโครงขอแข็ง 
 จาก sign convention ของแรงและ moment ภายในในระบบแกน local coordinate ( x′ , y′ )  เราจะเขียน
แผนภาพของแรงและ moment ภายใน q  ได ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 7-6f ถึง Ex 7-6g 
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 นําคาแรงและ moment ภายใน q  ดังกลาวมารวมกับ fixed-end forces และ fixed-end moment เราจะได
แผนภาพ free-body diagram ของชิ้นสวนของโครงขอแข็ง 

 ทําการเขียนแผนภาพ shear diagram และแผนภาพ moment diagram ของโครงขอแข็ง รูปที่ Ex 7-6h 
แสดง แผนภาพ moment diagram 

 จากคาการเปลี่ยนตําแหนงที่ node uD  และแผนภาพ moment diagram เราจะราง elastic curve ของ
โครงขอแข็งได ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 7-6i 

 

 
Free-body diagram ของช้ินสวนที่ 1 

 
Free-body diagram ของช้ินสวนที่ 2 

     Ans. 
            h.) Moment diagram           i.) Elastic Curve ของโครงขอแข็ง 
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ตัวอยางที่ 7-7 
จงทําการวิเคราะหโครงขอแข็งเหล็กหนาตัด wide-flange ขนาด 22x200W  ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 7-7a โดย

ใช matrix displacement method จากนั้น จงเขียนแผนภาพ moment diagram กําหนดใหชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอแข็ง
มี GPa 200=E , 46 mm)10(20=I , และ 2mm 2860=A  และใหจุดรองรับ A  เกิดการทรุดตัวในแนวดิ่ง 

mm 20 และเกิดการหมุนตามเข็มนาฬิกา radian 006.0  

 
รูปที่ Ex 7-7 

 

1. กําหนดระบบแกน global coordinate หมายเลข node หมายเลขชิ้นสวนของโครงขอแข็ง ระบบแกน local 
coordinate และหมายเลข degree of freedom ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 7-7a และ Ex 7-7b 

ในที่นี้ degree of freedom หมายเลข 1 ถึง 3 เปน degree of freedom ที่ไมมีการยึดรั้ง 
 

2.หาคา fixed-end forces และ fixed-end moment 
 รูปที่ Ex 7-7c แสดง fixed-end forces และ fixed-end moment ของโครงขอแข็ง โดยที่ 
ช้ินสวนที่ 2 

m-kN 
3
40

12
)4(10

12
)()(

22

22 ====
wLFEMFEM RL  

 

 
 

3. เขียน matrix kQ  
 จากรูปที่ Ex 7-7c เราจะเขียนแรงและโมเมนตที่กระทําตอ node ของโครงขอแข็ง ซึ่งมีทิศทางตรงกันขามกับ 
fixed-end moment และ fixed-end shear ที่เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวนโครงสรางที่เชื่อมตอกับ node ดังกลาวได ดังที่
แสดงในรูปที่ Ex 7-7d โดยที่ 
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เนื่องจากจุดรองรับ A  ของโครงขอแข็งเกิดการทรุดตัวในแนวดิ่งและเกิดการหมุนในทิศตามเข็มนาฬิกา ดังนั้น 
a.) แรงปฏิกิริยาที่ไมทราบคา 5Q  จะประกอบดวยแรงตานทานตอการทรุดตัว F  ซึ่งเปนแรงที่เราไมทราบคา

และมีทิศทางตรงกันขามกับการทรุดตัวลงในแนวดิ่ง (ในทิศทางเดียวกันกับ degree of freedom หมายเลข 
5) รวมอยูกับแรงในแนวแกนเนื่องจากแรงกระทําภายนอก ซึ่งมีคาเปนศูนย ดังนั้น FQ =5  

b.) โมเมนตปฏิกิริยาที่ไมทราบคา 6Q  จะประกอบดวยโมเมนตตานทานตอการทรุดตัว M  ซึ่งเปนโมเมนตที่
เราไมทราบคาและมีทิศทางตรงกันขามกับการหมุน (ในทิศทางเดียวกันกับ degree of freedom หมายเลข 
6) รวมอยูกับโมเมนตเนื่องจากแรงกระทําภายนอก ซึ่งมีคาเปนศูนย ดังนั้น MQ =6  

 

4. เขียน matrix kD  
เนื่องจาก node หมายเลข 1 เกิดการทรุดตัวในแนวดิ่ง mm 20 และเกิดการหมุน radian 006.0  ในทิศตาม

เข็มนาฬิกา ดังนั้น 
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 5. หา member global stiffness matrix k  ของแตละชิ้นสวนของโครงขอแข็ง  
ช้ินสวนที่ 1 
 จากสมการที่ 7-10 และเนื่องจากปลายดานใกล (near end) ของระบบแกน local coordinate มี degree of 
freedom หมายเลข 1, 2, และ 3 เรียงตามลําดับจากแกน x′ , y′ , และ z′  และปลายดานไกลมี degree of freedom 
หมายเลข 4, 5, และ 6 เรียงตามลําดับจากแกน x′ , y′ , และ z′  ดังนั้น เราจะไดวา 

  1                       2            3         4     5   6  
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ช้ินสวนที่ 2 
 จากสมการที่ 7-10 และเนื่องจากปลายดานใกล (near end) ของระบบแกน local coordinate มี degree of 
freedom หมายเลข 1, 2, และ 3 เรียงตามลําดับจากแกน x′ , y′ , และ z′  และปลายดานไกลมี degree of freedom 
หมายเลข 7, 8, และ 9 เรียงตามลําดับจากแกน x′ , y′ , และ z′  ดังนั้น เราจะไดวา 
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        1                2             3    7         8            9  
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6. หา structure stiffness matrix K และเขียนความสัมพันธของ loads and displacements ไดในรูป 
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7. หาคาการเปลี่ยนตําแหนงที่ node ตางๆ uD   
จากสมการ Q K D +K Dk u k= 11 12  ดังนั้น 
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8. หาคาแรงปฏิกิริยาที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับ uQ  
จากสมการ Q K D +K Du u k= 21 22  เราจะไดวา 
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ดังนั้น เราจะไดวา แรงตานทานตอการทรุดตัว kN 21.10=F  ทิศพุงขึ้น และโมเมนตตานทานตอการทรุดตัว 
=M m-kN 22.55  ทิศหมุนตามเข็มนาฬิกา ซึ่งกระทําอยูที่ node หมายเลข 1 
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9. หาคาแรงและ moment ภายในที่เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวนของโครงขอแข็ง 
จากสมการ TDk=q ′  เราจะไดวา 

ช้ินสวนที่ 1 
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ช้ินสวนที่ 2 
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10. เขียนแผนภาพ moment diagram  
เมื่อเรารวมแรงและ moment ภายในที่ไดเขากับ fixed-end forces และ fixed-end moment แลว เราจะเขียน

แผนภาพ shear diagram ของโครงขอแข็งได จากนั้น เราจะเขียนแผนภาพ moment diagram ได ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 7-
7e             Ans. 
 

 
e.) Moment diagram 



Structural Analysis   7-42

ตัวอยางที่ 7-8 
 จงวิเคราะหโครงขอแข็งเหล็ก ซึ่งมีหนาตัดแบบ wide-flange ขนาด 22x200W  ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 7-8a 
โดยใช matrix displacement method จากนั้น จงเขียนแผนภาพ moment diagram และราง elastic curve ของโครงขอ
แข็ง กําหนดใหชิ้นสวนของโครงขอแข็งมี GPa 200=E , 46 mm)10(20=I , และ 2mm 2860=A  และจุด
เชื่อมตอ B  เปนจุดหมุนภายใน (internal hinge) 
 

 
รูปที่ Ex 7-8 

 

1. กําหนดระบบแกน global coordinate หมายเลข node หมายเลขชิ้นสวนของโครงขอแข็ง ระบบแกน local 
coordinate และหมายเลข degree of freedom ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 7-8a และ Ex 7-8b  

เนื่องจาก node หมายเลข 2 เปนจุดหมุนภายใน (internal hinge) การหมุน (rotation) ที่เกิดขึ้นที่ปลายของ
ชิ้นสวนหมายเลข 1 และหมายเลข 2 ที่เชื่อมตอกันที่ node ดังกลาวมีคาไมเทากัน ดังนั้น node ดังกลาวจึงตองมี degree 
of freedom ของการหมุน 2 คาคือ degree of freedom หมายเลข 3 และหมายเลข 4 

 

2. หาคา fixed-end shear และ fixed-end moment 
 

 
 

ช้ินสวนที่ 1 

m-kN 75.3
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)()( 11 ===−=
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ช้ินสวนที่ 2 
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m-kN 875.1
4

3)1(10)( 2

2

2

2

2 −=−=−=
L
bPaFEM R  

รูปที่ Ex 7-8c แสดงคา fixed-end shear และ fixed-end moment ที่เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวนของโครงขอแข็ง 
 

3. เขียน matrix kQ  
 แรงและโมเมนตที่กระทําตอ node ของโครงขอแข็ง ซึ่งมีทิศทางตรงกันขามกับ fixed-end shear และ fixed-end 
moment ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 7-8c จะมีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ Ex 7-8d ดังนั้น 
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4. เขียน matrix kD  
เนื่องจากโครงสรางไมมีการทรุดตัว ดังนั้น 
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 5. หา member global stiffness matrix k  ของแตละชิ้นสวนของโครงขอแข็ง 
ช้ินสวนที่ 1 
 จากสมการที่ 7-10 และเนื่องจากปลายดานใกล (near end) ของระบบแกน local coordinate มี degree of 
freedom หมายเลข 1, 2, และ 3 เรียงตามลําดับจากแกน x′ , y′ , และ z′  และปลายดานไกลมี degree of freedom 
หมายเลข 5, 6, และ 7 เรียงตามลําดับจากแกน x′ , y′ , และ z′  ดังนั้น เราจะไดวา 

  1                       2            3         5     6   7  
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ช้ินสวนที่ 2 
 จากสมการที่ 7-10 และเนื่องจากปลายดานใกล (near end) ของระบบแกน local coordinate มี degree of 
freedom หมายเลข 1, 2, และ 4 เรียงตามลําดับจากแกน x′ , y′ , และ z′  และปลายดานไกลมี degree of freedom 
หมายเลข 8, 9, และ 10 เรียงตามลําดับจากแกน x′ , y′ , และ z′  ดังนั้น เราจะไดวา 
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        1                2             4    8         9          10  
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6. หา structure stiffness matrix K และเขียนความสัมพันธของ loads and displacements  
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7. หาคาการเปลี่ยนตําแหนงที่ node ตางๆ uD  
จากสมการ uk DKQ 11=  เราจะไดวา 

 





















−

−
=





















−

−

)10(39.1
)10(69.0

033.0
022.0

3

3

4

3

2

1

D
D
D
D

radian
radian
mm
mm

 

 

8. หาคาแรงปฏิกิริยาที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับ uQ  
จากสมการ uu DKQ 21=  เราจะไดวา 
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9. หาคาแรงและ moment ภายในที่เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวนของโครงขอแข็ง q   
จากสมการ TDk=q ′  เมื่อเรารวมแรงและ moment ภายในที่ไดเขากับ fixed-end forces และ fixed-end 

moment แลว เราจะเขียนแผนภาพ shear diagram จากนั้น เราจะเขียนแผนภาพ moment diagram ของโครงขอแข็งได 
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ด ังที่แสดงในรูปที่ Ex 7-8e สุดทาย เราจะราง elastic curve ของโครงขอแข็งไดโดยใชคาการเปลี่ยนตําแหนงที่ node uD  
และแผนภาพ moment diagram ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 7-8f      Ans. 
 

 
            e.) Moment diagram              f.) Elastic Curve ของโครงขอแข็ง 
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ตัวอยางที่ 7-9 
จงวิเคราะหโครงขอแข็งเหล็กหนาตัดแบบ wide-flange ขนาด 22x200W  และมีการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิ 

ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 7-9a โดยใช matrix displacement method  จากนั้น จงเขียน moment diagram และราง elastic 
curve กําหนดให )/10(12 6 Co−=α , GPa 200=E , 46 mm)10(20=I , 2mm 2860=A , และคาน BC  
มีความลึก m 206.0=d  

 
รูปที่ Ex 7-9 

 

1. กําหนดระบบแกน global coordinate หมายเลข node หมายเลขชิ้นสวนของโครงขอแข็ง ระบบแกน local 
coordinate และหมายเลข degree of freedom ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 7-9b 

 

2. หาคา fixed-end axial force และ fixed-end moment  
จากแผนภาพของ fixed-end axial force และ fixed-end moment ที่เกิดขึ้นเนื่องจากการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิ 

เราจะไดวา 

 
m-kN 65.11

m0.206
]2070)[m 10(20)kN/m 10(200)/10(12)( 46266

12 =
−

=
−

=
−− CCC

d
TTEIM

oooα  

kN 2.343]2070)[/10(12)kN/m10(200)m10(2860)( 62626
12 =−=−= −− CCCTTAER oooα  

 

 รูปที่ Ex 7-9c แสดงคา fixed-end axial force และ fixed-end moment ที่เกิดขึ้นบนชิ้นสวนหมายเลข 2 
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3. เขียน matrix kQ  
 จากรูปที่ Ex 7-9c เราจะเขียนแรงและโมเมนตที่กระทําตอ node ของโครงขอแข็ง ซึ่งมีทิศทางตรงกันขามกับ 
fixed-end axial force และ fixed-end moment ได ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 7-9d ดังนั้น เราจะไดวา 
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4. เขียน matrix kD  
เนื่องจากโครงขอแข็งไมมีการทรุดตัว 
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 5. หา member global stiffness matrix k  ของแตละชิ้นสวนของโครงขอแข็ง ดังที่แสดงในตัวอยางที่ 7-7 
 

6. หา structure stiffness matrix K และเขียนความสัมพันธของ loads และ displacements  
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7. หาคาการเปลี่ยนตําแหนงที่ node ตางๆ uD  
จากสมการ  uk DKQ 11=  เราจะได 
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และแรงปฏิกิริยาที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับ uQ จะหาไดจากสมการ uu DKQ 21=  
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8. หาคาแรงและ moment ภายในที่เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวนของโครงขอแข็งเนื่องจากแรง kQ   
TDk=q ′  

ช้ินสวนที่ 1 































−
−
−

=































25.1
89.0
90.2

92.3
89.0
90.2

6

5

4

3

2

1

q
q
q
q
q
q

m-kN
kN
kN

m-kN
kN
kN

 

ช้ินสวนที่ 2 
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จากนั้น เมื่อเรารวมแรงและ moment ภายในดังกลาวกับคา fixed-end moment แลว เราจะเขียน moment diagram ของ
โครงขอแข็งได ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 7-9e 
 

  
       e.) Moment diagram                    f.) Elastic Curve ของโครงขอแข็ง 

 

สุดทาย โดยใชคาการเปลี่ยนตําแหนงที่ node uD  และแผนภาพ moment diagram เราจะเขียน elastic curve ของโครง
ขอแข็งได ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 7-9f          Ans. 



Structural Analysis   7-49

ตัวอยางที่ 7-10 
 จงทําการวิเคราะหโครงขอแข็งเหล็กรูป wide-flange ขนาด 22x200W  ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 7-10a โดยใช 
matrix displacement method  จากนั้น จงเขียนแผนภาพ moment diagram และราง elastic curve ของโครงขอแข็ง
กําหนดให GPa 200=E , 46 mm)10(20=I , และ 2mm 2860=A   

 

 
รูปที่ Ex 7-10 

 

1. กําหนดระบบแกน global coordinate หมายเลข node หมายเลขชิ้นสวนของโครงขอแข็ง ระบบแกน local 
coordinate และหมายเลข degree of freedom ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 7-10b  

ในที่นี้ จุดรองรับแบบลอเล่ือน (roller support) ที่ node หมายเลข 1 จะถูกเปลี่ยนใหเปนชิ้นสวนที่รับแรงใน

แนวแกน (two-force member) ที่มีคาความแกรงในแนวแกน (axial stiffness) 3)(
L
AE  เทากับ kN/m )10(1000 6  ซึ่ง

มีคาสูงมากเมื่อเทียบกับคาความแกรงในแนวแกนของชิ้นสวนอื่นๆ ของโครงขอแข็ง 
 

2. หาคา fixed-end shear และ fixed-end moment  
เนื่องจากแรง kN 5 กระทําอยูที่ node เทานั้น ดังนั้น จึงไมมี fixed-end shear และ fixed-end moment เกิดขึ้น

ที่ปลายของชิ้นสวนของโครงขอแข็ง 
 

3. เขียน matrix kQ  
เนื่องจากแรง kN 5 กระทําอยูที่ node เทานั้น ดังนั้น 
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4. เขียน matrix kD  
เนื่องจากโครงขอแข็งไมมีการทรุดตัวเกิดขึ้น ดังนั้น 
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 5. หา member global stiffness matrix k  ของแตละชิ้นสวนของโครงขอแข็ง  
ช้ินสวนที่ 1 

kN/m 67.190666=
L
AE  

kN/m 78.177712
3 =
L
EI  

kN 67.26666
2 =
L
EI  

m-kN 33.53334
=

L
EI  

m-kN 67.26662
=

L
EI  

1
3

03
=

−
=xλ   0

3
00
=

−
=yλ  

 จากสมการที่ 7-10 และเนื่องจากปลายดานใกล (near end) ของระบบแกน local coordinate มี degree of 
freedom หมายเลข 4, 6, และ 5 เรียงตามลําดับจากแกน x′ , y′ , และ z′  และปลายดานไกลมี degree of freedom 
หมายเลข 1, 2, และ 3 เรียงตามลําดับจากแกน x′ , y′ , และ z′  ดังนั้น เราจะไดวา 

  4                     6                       5       1  2           3  
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00.000.067.19066600.000.067.190666
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ช้ินสวนที่ 2 

kN/m 67.190666=
L
AE  

kN/m 78.177712
3 =
L
EI  

kN 67.26666
2 =
L
EI  

m-kN 33.53334
=

L
EI  

m-kN 67.26662
=

L
EI  

0
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33
=

−
=xλ   1
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03

−=
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=yλ  
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 จากสมการที่ 7-10 และเนื่องจากปลายดานใกล (near end) ของระบบแกน local coordinate มี degree of 
freedom หมายเลข 1, 2, และ 3 เรียงตามลําดับจากแกน x′ , y′ , และ z′  และปลายดานไกลมี degree of freedom 
หมายเลข 7, 8, และ 9 เรียงตามลําดับจากแกน x′ , y′ , และ z′  ดังนั้น เราจะไดวา 

  1                       2            3        7    8            9  



























−
−

−−−
−

−
−
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33.533300.067.266667.266600.067.2666
00.067.19066600.000.067.19066600.0

67.266600.078.177767.266600.078.1777
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67.266600.078.177767.266600.078.1777
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ช้ินสวนที่ 3 
6.0−=xλ   8.0−=yλ  

 เนื่องจากชิ้นสวนหมายเลข 3 เปนชิ้นสวนที่รับแรงในแนวแกน (two-force member) และมีปลายดานใกล (near 
end) ของระบบแกน local coordinate มี degree of freedom หมายเลข 4 และ 6 และปลายดานไกลมี degree of 
freedom หมายเลข 10 และ 11ดังนั้น เราจะไดวา 

   4        6             10            11 
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6. หา structure stiffness matrix K และเขียนความสัมพันธของ loads และ displacements  
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7. หาคาการเปลี่ยนตําแหนงที่ node ตางๆ uD  
จากสมการ uk DKQ 11=  เราจะไดวา 
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8. หาคาแรงปฏิกิริยาที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับ uQ  
จากสมการ uu DKQ 21=   เราจะไดวา 
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9. หาคาแรงและ moment ภายในที่เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวนของโครงขอแข็ง  
TDk=q ′  

ช้ินสวนที่ 1 
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ช้ินสวนที่ 2 
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 10. เขียนแผนภาพ moment diagram และราง elastic curve ของโครงขอแข็ง 
เมื่อเรารวมแรงและ moment ภายในที่ไดเขากับ fixed-end forces และ fixed-end moment แลว เราจะได

แผนภาพ free-body diagram ของชิ้นสวนของโครงขอแข็ง จากนั้น เราจะเขียนแผนภาพ shear diagram และเขียน
แผนภาพ moment diagram ได ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 7-10e สุดทาย เราจะราง elastic curve ของโครงขอแข็งไดโดยใชคา
การเปลี่ยนตําแหนงที่ node uD  และแผนภาพ moment diagram ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 7-10f    Ans. 
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       e.) Moment diagram                    f.) Elastic Curve ของโครงขอแข็ง 
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ตัวอยางที่ 7-11 
 จงทําการวิเคราะหโครงขอแข็งคอนกรีตเสริมเหล็ก ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 7-11a ซึ่งถูกกระทําโดยแรงตางๆ และมี
การทรุดตัวในแนวดิ่งเกิดขึ้นที่ node 3 เทากับ mm 5.2 จากนั้น จงแผนภาพ moment diagram และราง elastic curve 
ของโครงขอแข็ง กําหนดใหชิ้นสวนของโครงขอแข็งคอนกรีตเสริมเหล็กมี  GPa 20=E , 46 mm)10(350=I , และ 

23 mm )10(20=A   

 
รูปที่ Ex 7-11 

 

1. กําหนดระบบแกน global coordinate หมายเลข node หมายเลขชิ้นสวนของโครงขอแข็ง ระบบแกน local 
coordinate และหมายเลข degree of freedom ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 7-11b 

 

2.หาคา fixed-end forces และ fixed-end moment 
 จากรูปที่ Ex 7-11c คา fixed-end moment และ fixed-end shear ที่เกิดขึ้นบนชิ้นสวนหมายเลข 1 จะหาไดดังนี้ 

m-kN 333.13
12

)4(10
12

)()(
22

1211 ====
wLFEMFEM  

kN 20
2

)4(10
2

)()( 1211 ====
wLVV  

เมื่อ 11)(FEM  และ 12)(FEM  คือ คา fixed-end moment ที่เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวนหมายเลข 1 ที่ node 
หมายเลข 1 และหมายเลข 2 ตามลําดับ และ 11)(V  และ 12)(V  คือคา fixed-end shear ที่เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวน
หมายเลข 1 ที่ node หมายเลข 1 และหมายเลข 2 ตามลําดับ 
 คา fixed-end moment และ fixed-end shear ที่เกิดขึ้นบนชิ้นสวนหมายเลข 2 จะหาไดดังนี้ 

m-kN 667.16
12

)20(10
12

)()(
22

2322 ====
wLFEMFEM  

kN 361.22
2

)20(10
2

)()( 2322 ====
wLVV  

ขอใหสังเกตดวยวา ในกรณีนี้ fixed-end shear ที่เกิดขึ้นบนชิ้นสวนหมายเลข 2 จะไมอยูในระบบแกน global coordinate  
ดังนั้น เราจะตองทําการแตกแรงดังกลาวใหอยูในระบบแกน ซึ่งเราจะไดแผนภาพของ fixed-end moment และ fixed-end 
shear ของโครงขอแข็ง ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 7-11d 
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3. เขียน matrix kQ  
 จาก fixed-end moment และ fixed-end shear ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 7-11d เราจะเขียนแรงและโมเมนตที่
กระทําตอ node ของโครงขอแข็ง ซึ่งมีทิศทางตรงกันขามกับแรงและโมเมนตดังกลาวไดในรูป 
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4. เขียน matrix kD  
 เนื่องจากโครงขอแข็งมีการทรุดตัวในแนวดิ่งเกิดขึ้นที่ node 3 และอยูในทิศทางลบของ degree of freedom 
หมายเลข 5 เทากับ mm 5.2 ดังนั้น 
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5. หา member global stiffness matrix k  ของแตละชิ้นสวนของโครงขอแข็ง 
ช้ินสวนที่ 1 

kN/m 105=
L
AE  

kN/m 5.131212
3

=
L
EI  

kN 26256
2
=

L
EI  

m-kN 70004
=

L
EI  

m-kN 35002
=

L
EI  
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0
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00
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=xλ    1

4
04
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−
=yλ  

จากสมการที่ 7-10 เราจะไดวา 
        7          8            9                  1              2       3  
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ช้ินสวนที่ 2 

kN/m 72.89442=
L
AE  

kN/m 15.93912
3

=
L
EI  

kN 21006
2
=

L
EI  

m-kN 62614
=

L
EI  

m-kN 5.31302
=

L
EI  

89443.0
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04
=

−
=xλ    44721.0

472.4
46
=

−
=yλ  

 จากสมการที่ 7-10 เราจะไดวา 
  1                      2                     3                    4                       5                     6  
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6. หา structure stiffness matrix  K  
โดยการนํา matrix k  ของแตละชิ้นสวนของโครงขอแข็งมารวมกัน เราจะได matrix  K และเราจะเขียนความสม

พันธของ load-displacement ของโครงขอแข็งไดดังนี้ 
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7. หาคาการเปลี่ยนตําแหนงที่ node  uD   
จากสมการ  kuk DK+DKQ 1211=  เราจะไดวา ][ 12

1
11 kku DKQKD −= −  และ 
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8. หาคาแรงปฏิกิริยาที่จุดรองรับ uQ   
จากสมการ kuu DKDKQ 2221 +=  เราจะไดวา 
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9. หาคาแรงและ moment ภายในที่เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวนของโครงขอแข็ง 

TDk=q ′  
ช้ินสวนที่ 1 
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ช้ินสวนที่ 2 
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 10. เขียนแผนภาพ moment diagram และราง elastic curve ของโครงขอแข็ง 
เมื่อเรารวมแรงและ moment ภายในที่ไดเขากับ fixed-end forces และ fixed-end moment แลว เราจะเขียน

แผนภาพ shear diagram ของโครงขอแข็งได จากนั้น เราจะเขียนแผนภาพ moment diagram ได ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 7-
11e สุดทาย เราจะราง elastic curve ของโครงขอแข็งไดโดยใชคาการเปลี่ยนตําแหนงที่ node uD  และแผนภาพ 
moment diagram ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 7-11f 
 

    Ans. 
       e.) Moment diagram             f.) Elastic Curve ของโครงขอแข็ง 
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ตัวอยางที่ 7-12 
 จงทําการวิเคราะหโครงสรางประกอบ (composite structure) ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 7-12a จากนั้น จงหาแรงใน
แนวแกนที่เกิดขึ้นในชิ้นสวน BC  และชิ้นสวน BD  กําหนดใหเหล็กโครงสรางมี GPa 200=E  โดยที่คานมีคา 

46 mm)10(350=ABI , 2mm 9500=ABA  และชิ้นสวนที่รับแรงในแนวแกนมีคา 2mm 3600== BDBC AA   
 

 
รูปที่ Ex 7-12 

 

 1. กําหนดระบบแกน global coordinate หมายเลข node หมายเลขชิ้นสวนของโครงขอแข็ง ระบบแกน local 
coordinate และหมายเลข degree of freedom ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 7-12b 
 

 2. หาคา fixed-end shear และ fixed-end moment 
 จากโครงสราง ดังที่แสดงในรูปที่ Ex 7-12b เราจะเห็นไดวา fixed-end shear และ fixed-end moment จะเกิดขึ้น
ในชิ้นสวนหมายเลข 1 เทานั้น โดยที่ 

m-kN 667.16
12

)10(2
12

)()(
22

11 ====
wLFEMFEM RL  

kN 0.10
2

)10(2
2

)()( 11 ====
wLVV RL  

เมื่อ LFEM 1)(  และ RFEM 1)(  คือ คา fixed-end moment ที่เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวนหมายเลข 1 ทางดานซายมือ
และทางดานขวามือ ตามลําดับ และ LV 1)(  และ RV 1)(  คือ คา fixed-end shear ที่เกิดขึ้นที่ปลายของชิ้นสวนหมายเลข 
1 ทางดานซายมือและทางดานขวามือ ตามลําดับ 
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3. เขียน matrix kQ  
 แรงและโมเมนตที่กระทําตอ node ของโครงสรางประกอบ ซึ่งมีทิศทางตรงกันขามกับ fixed-end moment และ 
fixed-end shear จะอยูในรูป 
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4. เขียน matrix kD  
เนื่องจากโครงสรางประกอบไมมีการทรุดตัวเกิดขึ้น ดังนั้น 
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5. หา member global stiffness matrix k ของแตละชิ้นสวนของโครงสรางประกอบ 
ช้ินสวนที่ 1 

kN/m 190000
1

=






L
AE  

kN/m 84012

1
3 =







L
EI  

kN 42006

1
2

=






L
EI  

m-kN 280004
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L
EI  

m-kN 140002
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L
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1=xλ    0=yλ  
 จากสมการที่ 7-10 เราจะไดวา 

                             9             1              3          4             2   
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ช้ินสวนที่ 2 
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8.0
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=yλ  

kN/m )10(144 3
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L
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 จากสมการที่ 7-10 เราจะไดวา 
   3              4               5               6  
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ช้ินสวนที่ 3 
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 จากสมการที่ 7-10 เราจะไดวา 
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6. หา structure stiffness matrix K  
โดยการนํา matrix k  ของแตละชิ้นสวนของโครงสรางประกอบมารวมกัน เราจะได matrix  K และเราจะเขียน

ความสมพันธของ load-displacement ของโครงสรางประกอบไดดังนี้ 
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7. หาคาการเปลี่ยนตําแหนงที่ node ตางๆ  uD  

 เนื่องจากโครงสรางประกอบไมมีการทรุดตัวเกิดขึ้น ดังนั้น จาก kuk DK+DKQ 1211=  เราจะได 
ku QKD 1

11
−=  
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8. หาคาแรงปฏิกิริยาที่จุดรองรับ uQ   
จากสมการ uu DKQ 21=  เราจะไดวา 
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9. หาคาแรงและ moment ภายในที่เกิดขึ้นที่ปลายของคาน 
kDTDk=q =′  

ช้ินสวนที่ 1 
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10. เขียนแผนภาพ moment diagram และราง elastic curve 
เมื่อเราทําการรวม moment ภายในที่ไดเขากับ fixed-end moment เราจะเขียนแผนภาพ shear diagram และ 

แผนภาพ moment diagramของคาน และแผนภาพการโกงตัวของโครงสรางประกอบได 
 

 11. หาคาแรงในแนวแกนที่เกิดขึ้น 
เราจะหาคาแรงภายในที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนของโครงขอหมุนไดโดยใชสมการที่ 6-19 โดยที่ถา Fq  ที่มีคาเปนบวก

แรงภายในที่เกิดขึ้นจะเปนแรงดึงและถา Fq  ที่มีคาเปนลบ แรงภายในที่เกิดขึ้นจะเปนแรงกดอัด 
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kN 06.222 =q  (แรงกดอัด) 
 นอกจากนั้นแลว เราจะหาคาของแรงในชิ้นสวนที่ 2 นี้ไดโดยใชคาแรงปฏิกิริยาที่จุดรองรับ โดยที่ 

kN 04.22631.17224.13 222
6

2
52 =+=+= QQq  

ช้ินสวนที่ 3 
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kN 78.173 =q  (แรงกดอัด) 
Ans. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Structural Analysis   7-64

แบบฝกหัดทายบทที่ 7 
7-1 กําหนดใหคาน ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 7-1 มีคา moment of inertia 46 m )10(50 −=I  และ modulus of 
elasticity GPa 200=E  จงหาคาการเปลี่ยนตําแหนงที่เกิดขึ้นที่ node ตางๆ โดยใช matrix displacement method 
และจงเขียนแผนภาพ shear diagram, moment diagram, และ elastic curve ของคาน 

 
รูปที่ Prob. 7-1 

 
7-2 กําหนดให girder ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 7-2 มีการทรุดตัวที่จุดรองรับ C  เทากับ m 010.0− และมีคา 

GPa 200=E และ 46 mm )10(50=I  เทากันทุกชิ้นสวน จงหาคาการเปลี่ยนตําแหนงที่เกิดขึ้นที่ node ตางๆ โดย
ใช matrix displacement method และจงเขียนแผนภาพ shear diagram, moment diagram, และ elastic curve ของ 
girder 

 
รูปที่ Prob. 7-2 

 
7-3 กําหนดใหคานดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 7-3 มีคา 46 mm )10(60=ADI , 46 mm )10(80== BCDC II , และ 
modulus of elasticity GPa 200=E จงวิเคราะหคานโดยใช matrix displacement method จากนั้น จงเขียนแผนภาพ 
shear diagram และ moment diagram และจงราง elastic curve ของคาน 

 
รูปที่ Prob. 7-3 

 
7-4 จงเขียนแผนภาพ shear diagram และ moment diagram และจงราง elastic curve ของคานเหล็ก ซึ่งมีการ
เปล่ียนแปลงอุณหภูมิในชวง AB  ของคานแบบเปนเสนตรงจากผิวบนของคานถึงทองคาน ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 7-4 
โดยใช การวิเคราะห matrix displacement method กําหนดใหคานมีความลึก m 5.0=ABd  และมีคา 

)/10(12 6 Co−=α  GPa 200=E  4m 0008.0=ABI  และ 4m 0006.0=BCI  
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รูปที่ Prob. 7-4 

 

7-5 คาน ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 7-5 มีคา 2m-kN 10000=EI  คงที่ตลอดชวงความยาวของคาน กําหนดใหคานมี
การทรุดตัวในแนวดิ่งที่จุดรองรับ B  เทากับ mm 10 จงหาคาการเปลี่ยนตําแหนงที่เกิดขึ้นที่ node ตางๆ โดยใช matrix 
displacement method และจงเขียนแผนภาพ shear diagram, moment diagram, และ elastic curve ของคาน 

 
รูปที่ Prob. 7-5 

 

7-6 คาน ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 7-6 มีคา 2m-kN 1000=EI  คงที่ตลอดชวงความยาวของคาน จงหาคาการเปลี่ยน
ตําแหนงที่เกิดขึ้นที่ node ตางๆ โดยใช matrix displacement method และจงเขียนแผนภาพ shear diagram, moment 
diagram, และ elastic curve ของคาน 

 
รูปที่ Prob. 7-6 

 

7-7 จงทําการวิเคราะหโครงขอแข็ง ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 7-7 โดยใช matrix displacement method เพื่อหาคาการ
เปล่ียนตําแหนงที่เกิดขึ้นที่ node ตางๆ และเขียนแผนภาพ shear diagram, moment diagram, และ elastic curve ของ
โครงขอแข็ง กําหนดให 2m-kN 3000=EI  และ kN 000,572=AE  

 
รูปที่ Prob. 7-7 
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7-8 โครงขอแข็งมีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 7-8 จงหาคาการเปลี่ยนตําแหนงที่เกิดขึ้นที่ node ตางๆ โดยใช matrix 
displacement method และจงเขียนแผนภาพ shear diagram, moment diagram, และ elastic curve ของโครงขอแข็ง 
เมื่อโครงขอแข็งมีการทรุดตัวที่ A  เทากับ mm 25 และกําหนดให 2m-kN 2000=EI  และ kN 000,60=AE  

 
รูปที่ Prob. 7-8 

 
7-9 กําหนดใหโครงขอแข็งมีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 7-9 และชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอแข็งมี EI  และ AE  
คงที่เทากับ 2m-kN 500,13  และ kN )10(8.1 6  จงหาคาการเปลี่ยนตําแหนงที่เกิดขึ้นที่ node ตางๆ โดยใช matrix 
displacement method และจงเขียนแผนภาพ shear diagram, moment diagram, และ elastic curve ของโครงขอแข็ง 

 
รูปที่ Prob. 7-9 

 
7-10 โครงขอแข็ง ดังที่แสดงในรูปที่ Prob. 7-10 มีจุดรองรับที่ A  และ D  แบบยึดแนนมีจุดเชื่อมตอ C  เปน internal 
hinge วัสดุของโครงขอแข็งมี GPa 200=E  กําหนดให 46 mm )10(20=I และ 2mm 860,2=A  จงหาคาการ
เปล่ียนตําแหนงที่เกิดขึ้นที่ node ตางๆ โดยใช matrix displacement method และจงเขียนแผนภาพ shear diagram, 
moment diagram, และ elastic curve ของโครงขอแข็ง 

 
รูปที่ Prob. 7-10 
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