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คํ านํ า
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บทที่ 1
โครงสรางและนํ้ าหนักบรรทุก

1.1 บทนํ า
โครงสราง (structure) ในทางวิศวกรรมโยธาคือส่ิงกอสรางใดๆ ที่ไดจากการกอสรางหรือการนํ าองคอาคารหรือชิ้น

สวนโครงสราง (structural member) มาเชื่อมตอกันเพื่อรองรับแรงกระทํ าและนํ้ าหนักบรรทุกตางๆ (load) ตามวัตถุประสงค
ของโครงสรางนั้น อยางมีประสิทธิภาพและปลอดภัย ตัวอยางของโครงสรางที่เราเห็นโดยทั่วไปไดแก อาคารเรียน อาคารที่
พักอาศัย อาคารพาณิชย สะพานลอย และเขื่อน เปนตน

วิศวกรรมโครงสราง (structural engineering) เปนวิชาที่ศึกษาเกี่ยวกับการใชกฎและหลักการตางๆ เพื่อที่จะออก
แบบและกอสรางโครงสราง
ขั้นตอนการออกแบบโครงสรางทางวิศวกรรม

โดยทั่วไปแลว ขั้นตอนการออกแบบโครงสรางทางวิศวกรรมจะถูกแบงออกเปน 4 ขั้นตอนหลักคือ การวางแผนงาน 
(planning) การวิเคราะห (analysis) การออกแบบ (design) และการกอสราง (construction)
การวางแผน

ในขั้นตอนนี้ เราเริ่มจากการกํ าหนดจุดประสงคและลักษณะการใชงานของโครงสรางจากความคิดเห็นของผูวา
จาง สถาปนิก นักวางแผน เปนตน จากนั้น ทํ าการเลือกรูปแบบของโครงสรางที่เหมาะสม มีความปลอดภัย (safe) มีความ
สุนทรียภาพ (aesthetic) และมีความประหยัด (economic) ทั้งในการกอสรางและการบํ ารุงรักษาโครงสราง เมื่อไดรูปแบบ
ของโครงสรางที่ตองการแลว เราจะกํ าหนดชนิดของวัสดุที่จะใช การจัดวางองคอาคารของโครงสราง และขนาดความกวาง 
ยาว และสูงของโครงสรางโดยรวม
การวิเคราะห

การวิเคราะหโครงสรางเปนขั้นตอนที่สํ าคัญมากเพราะผลการวิเคราะหที่ไมถูกตองจะนํ าไปสูการออกแบบที่ไมถูก
ตองและจะเปนอันตรายตอชีวิตและทรัพยสินเปนอยางสูง ในขั้นตอนนี้ เริ่มตนเราจะทํ าการจํ าลองโครงสราง (structural 
idealization) ตามการจัดวางองคอาคารของโครงสรางดังที่ไดมาจากขั้นตอนการวางแผน โดยใหมีการเชื่อมตอขององค
อาคารและการรองรับโครงสรางอยางเหมาะสมและพอเพียง จากนั้น คํ านวณหาขนาดของแรงกระทํ าและนํ้ าหนักบรรทุก 
(load) ที่คาดวาจะกระทํ าตอองคอาคารและโครงสราง โดยกํ าหนดใหมีคาอยางนอยที่สุดเทากับคาที่ไดถูกกํ าหนดอยูใน
มาตรฐานการออกแบบ (Design code) และขอกํ าหนดการออกแบบ (Design specification) ในพื้นที่ที่จะทํ าการกอสราง 
เชน ตามขอกํ าหนดของกรุงเทพมหานคร ในกรณีที่โครงสรางที่เรากํ าลังออกแบบอยูในเขตพื้นที่ของกรุงเทพมหานคร 
เปนตน และหาคาแรงที่เกิดขึ้นภายใน (Internal force) และการเปลี่ยนตํ าแหนง (displacement) ขององคอาคารและโครง
สราง
การออกแบบ

ในขั้นตอนนี้ เราจะทํ าการออกแบบหาขนาดรูปตัดและจุดเชื่อมตอ (connection) ขององคอาคารของโครงสราง 
โดยใชคาของแรงภายในที่คํ านวณไดจากขั้นตอนที่แลว โดยเราจะตองออกแบบองคอาคารและโครงสรางใหมีกํ าลัง 
(strength) มีเสถียรภาพ  (stability) และมีการแอนตัว (deflection) และการสั่น (vibration) ตามที่ไดกํ าหนดไวในมาตรฐาน
และขอกํ าหนดการออกแบบในพื้นที่นั้นๆ เชน ตามขอกํ าหนดของกรุงเทพมหานคร ในกรณีที่โครงสรางที่เรากํ าลังออกแบบ
อยูในเขตพื้นที่ของกรุงเทพมหานคร เปนตน

โดยทั่วไปแลว การวิเคราะหและการออกแบบควรจะมีการทํ าซํ้ าหลายครั้ง เพื่อใหไดขนาดของโครงสรางที่เหมาะ
สม และเพื่อตรวจสอบความถูกตองของผลการคํ านวณ
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การกอสราง
การกอสรางจะตองถูกตรวจสอบใหเปนไปตามที่ไดออกแบบไวมากที่สุดเทาที่จะเปนไปได และจะตองเปนไปตาม

แผนการกอสรางและแผนการจัดการการกอสรางที่ไดวางไว
1.2 ประเภทของโครงสราง (Classifications of Structures)

เนื่องจากโครงสรางในทางวิศวกรรมโยธามีความหลายหลายมาก ดังนั้น วิศวกรโครงสราง (Structural engineer) 
จะตองมีความรูและความเขาใจเกี่ยวกับรูปแบบตางๆ ของโครงสรางเปนอยางดี และสามารถที่จะแยกประเภทของโครง
สรางตามรูปแบบ (form) และการใชงาน (function) ของโครงสรางได
องคอาคารของโครงสราง (Structural Elements)

เราจะแบงประเภทขององคอาคารของโครงสรางไดดังตอไปนี้
Tie Rod และ Strut
tie rod เปนองคอาคารของโครงสรางที่ตานทานตอการกระทํ าของแรงภายนอกโดยการพัฒนาแรงดึง (tensile 

force) ขึ้นในองคอาคารของโครงสรางเทานั้น ยกตัวอยางเชน โครงขอหมุน ดังที่แสดงในรูปที่ 1-1 ภายใตการกระทํ าของแรง 
P  ที่จุด C  ชิ้นสวน AC  และ BC  ของโครงขอหมุนจะตานทานตอแรง P  ดวยการพัฒนาแรงดึงขึ้นในตัวของชิ้นสวน
ดังกลาว โดยทั่วไปแลว tie rod มักจะมีขนาดหนาตัดที่เล็กเมื่อเปรียบเทียบกับความยาว (slender) เนื่องจากแรงดึงจะทํ าให
เกิดการตึงตัวใน tie rod ซึ่งจะปองกันไมใหเกิดการโกงเดาะ (buckling) ขึ้นใน tie rod

รูปที่ 1-1

ในทางตรงกันขาม strut จะเปนองคอาคารของโครงสรางที่ตานทานตอการกระทํ าของแรงภายนอกโดยการพัฒนา
แรงกดอัด (compressive force) ขึ้นในองคอาคารของโครงสรางเทานั้น ยกตัวอยางเชน โครงขอหมุน ดังที่แสดงในรูปที่ 1-1 
เมื่อแรง P  มีทิศทางที่ตรงกันขามกับที่แสดงในรูป ชิ้นสวน AC  และ BC  จะตานทานตอแรง P  ดวยการพัฒนาแรงกด
อัดขึ้นในตัวของชิ้นสวนดังกลาว โดยทั่วไปแลว ถาแรงกดอัดที่เกิดขึ้นมีคาเทากับแรงดึงที่เกิดขึ้นแลว ชิ้นสวน AC  และ 
BC  ที่รับแรงกดอัดจะมีขนาดใหญกวาชิ้นสวน AC  และ BC  ที่รับแรงดึง เนื่องจากการโกงเดาะ (buckling) ที่จะเกิดขึ้น
ชิ้นสวนที่รับแรงกดอัด

คานเปนองคอาคารของโครงสรางที่มีลักษณะตรง วางอยูในแนวนอน และรองรับแรงหรือนํ้ าหนักบรรทุก (load) ใน
แนวดิ่งไปตามความยาวของคาน คานมักจะถูกออกแบบใหตานทานเฉพาะโมเมนตดัด (Bending moments) แตถาคาน
เปนคานที่ส้ันแลว เราอาจจะตองออกแบบคานโดยพิจารณาถึงแรงเฉือนดวย โดยทั่วไปแลว คานมักจะถูกเรียกตามลักษณะ
การรองรับของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 1.2

หนาตัดของคานเหล็กมักจะมีรูปรางดังที่แสดงในรูปที่ 1.3 เราเรียกคานแบบนี้วา Wide-flange beam ซึ่งเปนหนา
ตัดของคานที่ใชวัสดุอยางมีประสิทธิภาพ เพราะวาแรงภายในที่ปกบน (top flange) และปกลาง (bottom flange) ของคาน
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จะทํ าใหเกิดแรงคูควบ (couple) ซึ่งจะตานโมเมนต (Moment) M  ที่เกิดขึ้นจากแรงภายนอก และเอว (web) ของคานจะทํ า
หนาที่ตานแรงเฉือน (shear force) V  ที่เกิดขึ้น

คานคอนกรีต (concrete beam) มักจะมีหนาตัดเปนรูปส่ีเหลี่ยมผืนผาเพราะงายตอการกอสราง เนื่องจาก
คอนกรีตมีกํ าลังรับแรงดึง (tensile strength) ตํ่ า ประมาณ 10% ของกํ าลังรับแรงอัด (compressive strength) ดังนั้น คาน
คอนกรีตมักจะถูกเสริมโดยเหล็กเสริม (steel rebar) ในสวนของคานคอนกรีตที่รับแรงดึงและแรงเฉือน ดังเชนที่แสดงในรูปที่ 
1-4 ซึ่งเรียกวา คานคอนกรีตเสริมเหล็ก (reinforced concrete beam)

รูปที่ 1-2

รูปที่ 1-3

รูปที่ 1-4

เสา (Columns)
เสาเปนองคอาคารของโครงสรางที่อยูในแนวดิ่งและรองรับแรงอัดในแนวแกน (axial compressive loads) ที่ถาย

ลงมาจากพื้นหรือคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 1-5 เสาเหล็ก (steel columns) มักจะมีหนาตัดเปนทอกลมกลวง ทอเหลี่ยมกลวง 
หรือ wide-flange เสาที่ทํ าดวยคอนกรีต (reinforced concrete column) มักจะมีหนาตัดเปนรูปทรงกลมหรือรูปส่ีเหลี่ยม 
โดยสวนใหญแลว เสาจะถูกกระทํ าโดยแรงอัดในแนวแกนและโมเมนตดัดรวมกัน ดังที่แสดงในรูปที่ 1-5 เสาแบบนี้จะมีพฤติ
กรรมแบบ Beam-column
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รูปที่ 1-5
โครงสราง (Structures)

ระบบโครงสราง (structural system) เกิดจากการนํ าองคอาคารของโครงสรางตามที่ไดกลาวไปแลว และโครง
สรางตางๆ ที่จะกลาวถึงตอไปนี้มาประกอบเขาดวยกัน

โครงขอหมุน (Trusses)   
โครงขอหมุนเปนโครงสรางที่เหมาะสมในกรณีที่ระยะระหวางจุดรองรับ (span) ของโครงสรางมีความยาวมาก 

และความลึกหรือความสูงของโครงขอหมุนไมเปนปจจัยสํ าคัญในการออกแบบและกอสรางโครงขอหมุน โครงขอหมุนจะ
ประกอบดวยชิ้นสวนที่รองรับรับแรงดึงและแรงอัด ชิ้นสวนเหลานี้จะถูกจัดเรียงในลักษณะของสามเหลี่ยมตอเนื่องกันไป ซึ่ง
จะทํ าใหโครงขอหมุนมีพฤติกรรมเหมือนกับคานขนาดใหญ โดยที่โมเมนตดัดที่เกิดขึ้นในโครงขอหมุนจะถูกเปล่ียนเปนแรง
ดึงและแรงอัดในชิ้นสวนของโครงขอหมุน ในลักษณะที่แสดงในรูปที่ 1-6 ดังนั้น โครงขอหมุนจะใชวัสดุนอยกวาคานในการ
รองรับแรงกระทํ าที่มีขนาดเทากันและจะมีนํ้ าหนักเบากวาคาน

โครงขอหมุนถูกแบงออกเปน 2 รูปแบบใหญๆ คือ โครงขอหมุน 2 มิติ (planar truss) และโครงขอหมุน 3 มิติ  
(space truss) โดยที่ planar truss เปนโครงขอหมุนที่มีชิ้นสวนของโครงขอหมุนและแรงกระทํ าอยูในระนาบเดียวกัน และ
มักจะถูกใชเปนโครงสรางของสะพานและหลังคา สวน space truss จะเปนโครงขอหมุนที่มีชิ้นสวนและแรงกระทํ าวางอยูใน 
3 มิติ ซึ่งมักจะใชในโครงสรางจํ าพวก tower cranes และปนจั่น (derricks) โดยทั่วไปแลว โครงขอหมุนมักจะถูกใชเมื่อ 
span ของโครงสรางมีคาอยูระหวาง m 3  ถึง m 120

รูปที่ 1-6
Cables และ Arches
เคเบิล (cable) และโคงตั้ง (arch) เปนโครงสรางอีกรูปแบบหนึ่งที่มักจะถูกนํ ามาใชเมื่อโครงสรางมี span ที่ยาว

มากๆ cable เปนโครงสรางที่ดัดไปมาไดงาย (flexible) และรองรับแรงกระทํ าโดยการพัฒนาแรงดึงในตัว cable เพื่อตาน
แรงกระทํ าภายนอก ดังนั้น cable จะมีรูปรางตกทองชาง (sag) ดังที่แสดงในรูปที่ 1-7 cable มักจะถูกใชเพื่อรองรับสะพาน
และหลังคาอาคาร โดยทั่วไปแลว cable จะมีขอไดเปรียบเหนือคานและโครงขอหมุนเมื่อ span ของโครงสรางมีความยาว
มากกวา m 45  เพราะเมื่อ span มีความยาวเพิ่มขึ้น ราคาคากอสรางและความลึกของคานและโครงขอหมุนจะเพิ่มขึ้น
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อยางรวดเร็ว ซึ่งเปนการไมประหยัด อยางไรก็ตาม การใช cable นั้นจะถูกจํ ากัดโดยนํ้ าหนักของตัว cable และวิธีการยึด
เหนี่ยว (anchorage) cable เขากับฐานรองรับ

arch เปนโครงสรางที่มีความโคง (curvature) กลับดานกับเคเบิล ดังที่แสดงในรูปที่ 1-8 ดังนั้น arch จะตานทาน
แรงกระทํ าโดยการพัฒนาแรงอัด (compressive forces) ขึ้นภายในตัว arch เปนหลัก เนื่องจาก arch จะตองมีความแกรง 
(rigidity) เพื่อที่จะรักษารูปรางภายใตแรงกด ซึ่งจะกอใหเกิดแรงเฉือน (shear) และโมเมนตดัด (bending moment) ขึ้นภาย
ในตัว arch และเราจะตองพิจารณาแรงและโมเมนตดังกลาวในการออกแบบ arch โดยทั่วไปแลว arch มักจะถูกใชในโครง
สรางของสะพานและโครงหลังคาของ dome

           
รูปที่ 1-7 รูปที่ 1-8

Frame (โครงขอแข็ง)
โครงขอแข็ง (frames) มักจะถูกใชในอาคาร ซึ่งไดมาจากการนํ าคานและเสามาเชื่อมตอกันดวยขอตอแบบหมุด 

(pinned joint) หรือขอตอแข็ง (rigid joint) ดังรูปที่ 1-9
โครงขอแข็งมักจะถูกแบงยอยออกเปนโครงขอแข็ง 2 มิติ (planar frame) และโครงขอแข็ง 3 มิติ (space frame) 

แรงที่กระทํ าตอโครงขอแข็งจะกอใหเกิดการดัด (bending) บนคานและเสา ในกรณีที่โครงขอแข็งประกอบขึ้นจากคานและ
เสาโดยใชขอตอแข็ง (rigid joints) แลว โครงขอแข็งนั้นจะเปนโครงสรางแบบ indeterminate และกํ าลังรับแรงกระทํ าของ
โครงขอแข็งจะขึ้นอยูกับ moment interactions ระหวางคานกับเสาที่ขอตอแข็งนั้น ดังนั้น ในการที่จะทํ าใหโครงขอแข็งมีประ
สิทธิภาพดีขึ้นนั้น เราอาจจะตองลดขนาดของคานและเพิ่มขนาดของเสา

รูปที่ 1-9
Surface Structures
surface structures เปนโครงสรางที่มีพื้นผิวอยูใน 3 มิติและถูกสรางขึ้นโดยใชวัสดุที่มีขนาดบาง เมื่อเปรียบเทียบ

กับความกวางและความยาวของโครงสรางโดยรวม ดังที่แสดงในรูปที่ 1-10a ในกรณีที่วัสดุที่ใชอยูในรูปของ tent แลว โครง
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สรางนี้จะมีประพฤติกรรมแบบ membrane และจะตานทานแรงกระทํ าโดยแรงดึงเทานั้น เมื่อ surface structures ถูกสราง
ขึ้นดวยวัสดุที่แกรง ซึ่งจะอยูในรูปของ folded plate หรือ cylinder แลว โครงสรางนี้มักจะถูกเรียกวา Thin plates หรือ Thin 
shells ดังที่แสดงในรูปที่ 1-10b

(a.)

(b.)
รูปที่ 1-10

1.3  นํ้ าหนักบรรทุก (Loads)
นํ้ าหนักบรรทุกหรือ load ที่ใชในการออกแบบโครงสรางมักจะถูกกํ าหนดอยูในมาตรฐานหรือขอบัญญัติ (code) 

ตางๆ โดยทั่วไปแลว วิศวกรโครงสรางจะตองใช code อยู 2 ประเภทในการอางอิง คือ มาตรฐานอาคาร (building code) 
และมาตรฐานการออกแบบ (design code)

มาตรฐานอาคาร (building code) จะระบุขอกํ าหนดตางๆ ที่องคกรของรัฐบาลบัญญัติขึ้นมาเพื่อกํ าหนดคาตํ่ าสุด
ของแรงหรือนํ้ าหนักบรรทุกที่จะใชในการออกแบบโครงสราง (minimum design load) และมาตราฐานตํ่ าสุดที่จะใชในการ
กอสรางโครงสรางนั้น เชน ขอบัญญัติกรุงเทพมหานครของกรุงเทพมหานคร Uniform Building Code ของ International 
Conference of Building Officials และ American National Standard Building Code ของ American National 
Standard Institute (ANSI) เปนตน

มาตรฐานการออกแบบ (design code) จะกํ าหนดมาตรฐานของรายละเอียดทางเทคนิคในการออกแบบโครง
สราง เชน ขอบัญญัติกรุงเทพมหานครของกรุงเทพมหานคร มาตรฐาน ว.ส.ท. ของวิศวกรรมสถานแหงประเทศไทย 
Building Code Requirements for Reinforced Concrete ของ American Concrete Institute (ACI) Standard 
Specifications for Highway Bridges ของ American Association of State Highway and Transportation Officials 
(AASHTO) และ Manual of Steel Construction ของ American Institute of Steel Construction (AISC) เปนตน

อยางไรก็ตาม มาตรฐานเหลานี้เปนเฉพาะแนวทางที่ใชในการออกแบบโครงสรางเทานั้น ในกรณีที่มีความผิด
พลาดเกิดขึ้นในการออกแบบ ความรับผิดชอบทั้งหมดจะตกอยูกับวิศวกรผูวิเคราะหและออกแบบโครงสราง

ในการออกแบบโครงสราง เราจะเริ่มจากสวนของโครงสรางที่รับแรงโดยตรงกอน จากนั้น เราจะออกแบบสวนอื่นๆ 
ของโครงสรางที่ทํ าหนาที่รองรับสวนโครงสรางนั้นๆ เปนลํ าดับไป จนกระทั่งถึงฐานราก (foundation) ยกตัวอยางเชน ในการ
ออกแบบอาคาร เราจะออกแบบแผนพื้น (floor slab) เปนอันดับแรก แลวตามดวยคานที่รองรับแผนพื้น เสาที่รองรับคาน 
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และสุดทายที่ฐานราก ดังนั้น ในการที่จะออกแบบอาคาร เราจํ าเปนที่จะตองเริ่มจากการหาขนาดและทิศทางของแรงหรือนํ้ า
หนักบรรทุกที่กระทํ าอยูบนพื้นของอาคารกอน โดยปกติแลว โครงสรางมักจะถูกกระทํ าโดยแรงหรือนํ้ าหนักบรรทุกตางๆ ดังที่
จะไดกลาวตอไปนี้
นํ้ าหนักบรรทุกคงที่ (Dead Loads)

นํ้ าหนักบรรทุกคงที่หรือ dead loads  เปนนํ้ าหนักของโครงสรางหรือเปนนํ้ าหนักของวัตถุใดๆ ที่วางอยูบนโครง
สรางอยางถาวร  โดยปกติแลว นํ้ าหนักบรรทุกคงที่จะเปนนํ้ าหนักของเสา นํ้ าหนักคาน นํ้ าหนักแผนพื้น และนํ้ าหนักทอ
ระบายนํ้ า เปนตน เมื่อเราทราบชนิดของวัสดุและขนาดขององคอาคารแลว เราจะหานํ้ าหนักขององคอาคารไดจากคาความ
หนาแนนของวัสดุคูณกับขนาดขององคอาคาร ตารางที่ 1-1 แสดงคาตํ่ าสุดของนํ้ าหนักบรรทุกคงที่ที่จะใชในการออกแบบ  
(minimum design dead loads)

ตารางที่ 1-1 คาคาตํ่ าสุดของนํ้ าหนักบรรทุกคงที่ที่จะใชในการออกแบบโครงสราง
คอนกรีตเสริมเหล็ก 23.6 3kN/m

เหล็ก 77.0 3kN/m

อิฐ 18.9 3kN/m

ไม 6.0 3kN/m

ไมอัด 5.7 3kN/m

อลูมิเนียม 25.9 3kN/m

วัสดุมุงหลังคา 50-180 2N/m

โครงหลังคาไม 100-200 2N/m

ฝาเพดาน 140-250 2N/m

กํ าแพงอิฐมอญ 1.8-3.5 2kN/m

กํ าแพงอิฐบล็อก 1.0-2.0 2kN/m

กํ าแพงคอนกรีตบล็อก 1.0-2.4 2kN/m

ฝาไม ไมอัด รวมเครา 120-300 2N/m

พื้นไม รวมตง 300 2N/m
ตัวอยางที่ 1-1

จงหา dead load ของคานคอนกรีตเสริมเหล็ก ดังที่แสดงในรูปที่ 1-11

รูปที่ 1-11
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พิจารณาคานคอนกรีตเสริมเหล็ก เราจะหานํ้ าหนักของคานซึ่งเปน dead load ที่กระทํ าตอคานและมีการกระจาย
สม่ํ าเสมอตลอดความยาวของคานไดโดยการคํ านวณหาผลคูณของปริมาตรของคานตอความยาว 1 m ของคานและความ
หนาแนนของคอนกรีตเสริมเหล็ก

จากหนาตัดของคาน ปริมาตรของคานคอนกรีตเสริมเหล็กตอความยาว 1 m ของคานจะมีคาเทากับ
0.1 m (0.55 m )+0.15 m (0.40 m ) = 0.115 3m

ดังนั้น จากตารางที่ 1-1 นํ้ าหนักของคานตอความยาวคาน 1 m จะมีคาเทากับ
0.115 3m (23.6 3kN/m ) = 2.714 kN หรือ 0w  = 2.714 kN/m
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นํ้ าหนักบรรทุกจร (Live loads)
นํ้ าหนักบรรทุกจรหรือ live loads เปนนํ้ าหนักบรรทุกที่มีการเปลี่ยนแปลงทั้งขนาด (magnitude) และตํ าแหนง 

(location) ตามเวลา หรือเปนนํ้ าหนักของวัตถุใดๆ ที่วางอยูบนโครงสรางแบบชั่วคราวและแรงกระทํ าที่เกิดจากธรรมชาติ 
เชน แรงลมและแรงแผนดินไหว เปนตน เรา สามารถที่จะแบงนํ้ าหนักบรรทุกจรไดดังนี้

นํ้ าหนักบรรทุกจรบนอาคาร (Building loads)
นํ้ าหนักบรรทุกจรที่กระทํ าอยูบนพื้นของอาคาร (floor slab) จะถูกสมมุติใหมีการกระจายสมํ่ าเสมอและมีคาขึ้นอยู

กับลักษณะการใชงานของอาคาร ดังเชนที่แสดงไวในตารางที่ 1-2

ตารางที่ 1-2 คา minimum design live loads ที่มักใชในการออกแบบอาคาร
หลังคา 0.5 2kN/m

กันสาด 1.0 2kN/m

ที่พักอาศัย โรงเรียนอนุบาล หองนํ้ า หองสวม 1.5 2kN/m

อาคารชุด หอพัก โรงแรม 2.0 2kN/m

สํ านักงาน ธนาคาร 2.5 2kN/m

อาคารพาณิชย มหาวิทยาลัย วิทยาลัย โรงเรียน 3.0 2kN/m
หองโถง บันได ทางเดินของอาคารชุด หอพัก โรงแรม

โรงพยาบาล สํ านักงาน และธนาคาร 3.0 2kN/m
หางสรรพสินคา โรงมหรสพ หอประชุม ภัตตาคาร

และที่จอดหรือเก็บรถยนตนั่ง 4.0 2kN/m
หองโถง บันได ทางเดินของอาคารพาณิชย 

มหาวิทยาลัย วิทยาลัย และโรงเรียน 4.0 2kN/m
คลังสินคา พิพิธภัณฑ อัฒจันทร โรงงานอุตสาหกรรม

โรงพิมพ หองเก็บเอกสารและพัสดุ 5.0 2kN/m
หองโถง บันได ทางเดินของหางสรรพสินคา โรงมหรสพ 

หอประชุม ภัตตาคาร และหอสมุด 5.0 2kN/m

หองเก็บหนังสือของหอสมุด 6.0 2kN/m

ที่จอดหรือเก็บรถยนตบรรทุกเปลา และรถอื่นๆ 8.0 2kN/m

นอกจากคาตํ่ าสุดของนํ้ าหนักบรรทุกจรแบบกระจายสมํ่ าเสมอแลว ในโครงสรางบางประเภทเชนลานจอดรถ เรา
จะตองพิจารณาคานํ้ าหนักบรรทุกจรแบบจุด (minimum concentrated live loads) ดวย เชน นํ้ าหนักของรถยนต เปนตน 
เพื่อหาตํ าแหนงของนํ้ าหนักบรรทุกจรที่จะกอใหเกิดหนวยแรงสูงสุดบนพื้นอาคาร

ในโครงสรางตางๆ ยกเวน โรงมหรสพ หอประชุม หอสมุด พิพิธภัณฑ อัฒจันทร คลังสินคา โรงงานอุตสาหกรรม 
อาคารจอดรถยนตหรือเก็บรถยนต ขอบัญญัติกรุงเทพมหานคร พ.ศ. 2522 กํ าหนดใหมีการลดคาตํ่ าสุดของนํ้ าหนักบรรทุก
จรแบบกระจายสมํ่ าเสมอที่กระทํ าอยูบนพื้น เพื่อใชในการคํ านวณหานํ้ าหนักที่ถายลงเสาและฐานราก เนื่องจากความนาจะ
เปนที่นํ้ าหนักบรรทุกจรที่กํ าหนดจะกระทํ าตลอดทั้งพื้นของโครงสรางในเวลาเดียวกันนั้นมีนอยมาก ดังตารางที่ 1-3

ANSI A58.1-1982 อนุญาตใหลดขนาดของคาตํ่ าสุดของนํ้ าหนักบรรทุกจรแบบกระจายสมํ่ าเสมอบนองคอาคารที่
มีพื้นที่อิทธิพล (influence area) เทากับ 2ft 400  หรือมากกวาจากสมการ



เอกสารประกอบการสอนวิชาทฤษฎีโครงสราง Theory of Structures เรียบเรียงโดย ผศ.ดร. สิทธิชัย แสงอาทิตย SUT 1-10

L L
Af

= +










0 0 25 15. (1-1)

เมื่อ L =  คาของนํ้ าหนักบรรทุกจรที่ลดลง
Lo =  คาของนํ้ าหนักบรรทุกจรตามมาตรฐานการออกแบบของ ANSI
Af =  คาพื้นที่อิทธิพล ซึ่งมีคาเทากับ 4 เทาของพื้นประสิทธิผลที่รองรับนํ้ าหนักบรรทุก (effective load-carrying 

floor area) ของเสา และ 2 เทาของพื้นประสิทธิผลที่รองรับนํ้ าหนักบรรทุกของคาน
คา L  นี้จะถูกจํ ากัดไมใหมีคานอยกวา 50% ของ Lo  สํ าหรับองคอาคารที่รองรับพื้นเพียง 1 ชั้นและจะไมใหนอย

กวา 40% ของ Lo สํ าหรับองคอาคารที่รองรับมากกวา 1 ชั้น การลดลงของนํ้ าหนักบรรทุกจรแบบกระจายสมํ่ าเสมอนี้จะไม
อนุญาตใหกระทํ าในอาคารสาธารณะ อาคารที่จอดรถ และหลังคา

ตารางที่ 1-3
หลังคาหรือดาดฟา ลดลงไดรอยละ 0
ชั้นที่ 1 ถัดจากหลังคาหรือดาดฟา ลดลงไดรอยละ 0
ชั้นที่ 2 ถัดจากหลังคาหรือดาดฟา ลดลงไดรอยละ 0
ชั้นที่ 3 ถัดจากหลังคาหรือดาดฟา ลดลงไดรอยละ 10
ชั้นที่ 4 ถัดจากหลังคาหรือดาดฟา ลดลงไดรอยละ 20
ชั้นที่ 5 ถัดจากหลังคาหรือดาดฟา ลดลงไดรอยละ 30
ชั้นที่ 6 ถัดจากหลังคาหรือดาดฟา ลดลงไดรอยละ 40
ชั้นที่ 7 ถัดจากหลังคาหรือดาดฟา และชั้นตอลงไป ลดลงไดรอยละ 50

นํ้ าหนักบรรทุกจรบนสะพาน (Bridge Loads)
มาตรฐานสะพานบนทางหลวง (Standard Specifications for Highway Bridges) ของ American Association 

of State Highway and Transportation Officials (AASHTO) ประเทศสหรัฐอเมริกา ไดกํ าหนดนํ้ าหนักบรรทุกจรของรถ
บรรทุกที่จะใชในการออกแบบสะพาน โดยใชคานํ้ าหนักลอ (wheel loads) และระยะหางของลอของรถบรรทุก ดังที่แสดงใน
รูปที่ 1-12 และเราจะคํ านวณหาคาหนวยแรงสูงสุดจากนํ้ าหนักบรรทุกจร (maximum live-load stress) ในองคอาคารตาง ๆ 
ของสะพานไดโดยการวางนํ้ าหนักลอรถในสวนที่วิกฤติที่สุดของสะพาน

รูปที่ 1-12
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เนื่องจากพื้นของสะพานหรือคอสะพานมักจะมีความขรุขระ ซึ่งทํ าใหยวดยานที่วิ่งผานมีการกระโดดและกระแทก
กับพื้นของสะพาน ซึ่งกอใหเกิดแรงกระแทก (impact loads) กระทํ าตอสะพาน ดังนั้น  ในการออกแบบสวนโครงสรางของ
สะพานนั้น AASHTO ไดกํ าหนดสมการที่จะใชในการคํ านวณหาแรงกระแทกนี้ ซึ่งมีคาเปนเปอรเซ็นที่นํ้ าหนักบรรทุกจรควร
จะมีคาเพิ่มขึ้นเนื่องจากแรงกระแทก ซึ่งถูกเรียกวาเศษสวนของแรงกระแทก (impact fraction) หรือ I  โดยที่

I
L

=
+
50

125
  แตไมมากกวา 0.3

เมื่อ L  เปนความยาวของ spans ที่ถูกกระทํ าโดยนํ้ าหนักบรรทุกจรมีหนวยเปน foot   
แรงลม (Wind  Loads)
เมื่อโครงสรางขวางทางการเคลื่อนที่ของลม พลังงานจลน (Kinetic energy) ของลมจะถูกแปลงเปนพลังงานศักย 

(potential energy) ซึ่งกอใหเกิดแรงลม (wind loads) กระทํ ากับโครงสรางนั้น แรงลมจะขึ้นอยูกับความหนาแนน (density) 
และความเร็ว (velocity) ของอากาศ มุมที่ลมกระทํ ากับโครงสราง รูปรางและความแกรง (stiffness) ของโครงสราง และ
ความหยาบของผิวของโครงสราง กรุงเทพมหานครไดออกขอบัญญัติกรุงเทพมหานคร พ.ศ. 2522 สํ าหรับใชคํ านวณออก
แบบโครงอาคารเนื่องจากแรงลมดังตอไปนี้

แรงลมสํ าหรับสวนของอาคาร
- ที่สูงไมเกิน 10 เมตร 0.5 2kN/m

- ที่สูงกวา 10 เมตร แตไมเกิน 20 เมตร 0.8 2kN/m

- ที่สูงกวา 20 เมตร แตไมเกิน 40 เมตร 1.2 2kN/m

- ที่สูงกวา 40 เมตร 1.6 2kN/m

โดยทั่วไปแลว เราสามารถที่จะคํ านวณหาคาของแรงลมไดโดยใชวิธีสถิตย (static) หรือวิธีจลน (dynamic) ในวิธี 
static นั้น ความดันของลมที่เปล่ียนแปลงไปมาซึ่งเกิดจากการพัดของลมจะถูกประมาณจากความดันของลมเฉลี่ย (Mean 
wind pressure) ซึ่งกระทํ าอยูทางดานที่ลมกระทํ า (windward) และดานทายลม (leeward) ของโครงสราง ความดันของลม 
q นี้จะถูกหามาไดโดยใชสมการของพลังงานจลนของลมในรูป

q v=
1
2

2ρ  

เมื่อ ρ  =  ความหนาแนนของอากาศ =  33slug/ft10376.2 −× หรือ 3kg/m 1.2244=

v   =  ความเร็วลม (miles/ ชั่วโมง หรือ กิโลเมตร/ชั่วโมง)
หลังจากที่เราแปลงหนวยตาง ๆ เราจะไดวา

2)]mph([00256.0(psf) vq =
22 )]km/h([04724.0)(N/m vq =

22 )]km/h([004816.0)(kg/m vq =  (1-2)
เมื่อ q เปนความดันของลมที่กระทํ าอยูบนพื้นที่เรียบและตั้งฉากกับทิศทางของความเร็วลม โดยทั่วไปแลว ในประเทศสหรัฐ
อเมริกา ความเร็วลมที่ 100 mph  หรือ 160 km/h มักจะถูกนํ ามาใชในการออกแบบโครงสรางที่มีความสูงนอยๆ (low-
rise structure) อยางไรก็ตาม คาความเร็วลมที่ถูกตองจะขึ้นอยูกับลักษณะภูมิประเทศและสิ่งแวดลอมรอบโครงสรางและ
ความสูงของโครงสรางจากพื้นดิน

ระดับความสูงของโครงสรางจากพื้นดินนั้นมีความสํ าคัญมากในการคาหาความดันลมโดยวิธีนี้ เนื่องจากวา
ความเร็วลมจะมีคาสูงขึ้น เมื่อระดับความสูงจากพื้นดินมีคามากขึ้น ดังนั้น ตึกที่สูงกวาจะถูกกระทํ าโดยความดันลมที่มีคา
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มากกวาตึกที่เตี้ยกวา หลังจากที่เราทราบคาความดันของลมเฉลี่ยแลว เราจะคูณคาความดันของลมเฉลี่ยนั้นดวยคา
สัมประสิทธิ์ตางๆ เพื่อหาคาความดันลมที่จะใชในการออกแบบ p  โดยคาสัมประสิทธิ์เหลานี้จะประกอบดวย

1. คาสัมประสิทธิ์ความสูงของโครงสราง ลักษณะที่ตั้งของโครงสราง (exposure) และการกระโชกของลม (wind 
gust) eC

2. คาสัมประสิทธิ์ความสํ าคัญของโครงสราง wI
3. คาสัมประสิทธิ์ของความดันลม (pressure coefficient) เนื่องจากจากรูปรางของโครงสราง qC

สุดทาย คาความดันลม p  ที่ไดจะถูกคูณดวยระยะระหวางโครงสรางหลักที่ใชรับแรงลม เพื่อเปล่ียนหรือถายคาความดันลม
มาเปนแรงลมที่กระทํ าตอโครงสรางนั้น
ตัวอยางที่ 1-2

จงหาแรงลมที่กระทํ าตอโครงสรางของโรงงานผลิตอิฐบล็อค ซึ่งมีแบบแปลนของโครงสรางหลักที่ใชตานทานตอ
แรงลม ดังที่แสดงในรูปที่ 1-13 ตามมาตรฐานของ Uniform Building Code กํ าหนดให

1. โรงงานนี้ตั้งอยูในเขตพื้นที่นิคมอุตสาหกรรมในเขตจังหวัดนครราชสีมา โดยที่พื้นที่รอบโรงงานนี้เปนทุงโลง 
ลอมรอบดวยโรงงานอุตสาหกรรมอีกจํ านวนหนึ่งที่มีความสูงใกลเคียงกัน

2. จากขอมูลของกรมอุตุนิยมวิทยาและแผนที่แบงเขตความเร็วลม (Wind-zone map) กํ าหนดใหความเร็วลม
ในเขตพื้นที่ดังกลาวมีคาเทากับ 160 km/h

รูปที่ 1-13

การคํ านวณหาคาแรงลมที่กระทํ าตอโครงสรางของโรงงานผลิตอิฐบล็อคตามมาตรฐานของ Uniform Building
Code มีขั้นตอนดังตอไปนี้

1. คํ านวณหาคาความดันลม (wind pressure) เนื่องจากลมกระทํ าตอโครงสรางดวยความเร็ว 160 km/h

q  = 0.04724 (160)2= 1.21 2kN/m
2. หาคาสัมประสิทธิ์ eC  ซึ่งเปนคาสัมประสิทธิ์ที่รวมถึงความสูงของโครงสราง (height) ลักษณะที่ตั้งของโครง

สราง (exposure) และการกระโชกของลม (wind gust) จากตารางที่ 1-14 จากแบบแปลนของโครงสรางที่ใหมา ความสูง
เฉล่ียของหนาจั่วของโครงสรางของโรงงานผลิตอิฐบล็อคมีคาเทากับ (7+4)/2 = 5.5 m  และจากรูปที่ 1-14 ลักษณะที่ตั้ง
ของโครงสรางถูกจัดอยูใน Exposure C  ดังนั้น เราจะไดวา

ระดับความสูงเฉลี่ยเหนือพื้นดิน = 4.6 m , คาสัมประสิทธิ์ eC  = 1.06
ระดับความสูงเฉลี่ยเหนือพื้นดิน = 6.0 m , คาสัมประสิทธิ์ eC  = 1.13
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ความแตกตางของความสูงเฉลี่ย = 6.0-4.6 = 1.4 m
ความแตกตางของคาสัมประสิทธิ์ eC  = 1.13-1.06 = 0.07

ดังนั้น เมื่อระดับความสูงเฉลี่ยเหนือพื้นดิน = 5.5 m แลว
eC  = 1.06+0.07(0.9)/1.4 = 1.105

รูปที่ 1-14

ตารางที่ 1-4 คาสัมประสิทธิ์ eC

ระดับความสูงเฉลี่ยเหนือพื้นดิน ( m ) Exposure D Exposure C Exposure B
0-4.6 1.39 1.06 0.62
6.0 1.45 1.13 0.67
7.6 1.50 1.19 0.72
9.1 1.54 1.23 0.76
12.2 1.62 1.31 0.84
18.3 1.73 1.43 0.95
24.4 1.81 1.53 1.04
30.5 1.88 1.61 1.13
36.6 1.93 1.67 1.20
48.8 2.02 1.79 1.31
61.0 2.10 1.87 1.42
91.4 2.23 2.05 1.63

122.0 2.34 2.19 1.80

3. หาคาสัมประสิทธิ์ wI  ซึ่งเปนคาสัมประสิทธิ์ที่แสดงถึงความสํ าคัญของโครงสราง (importance factor) จาก
ตารางที่ 1-5 เนื่องจากโรงงานที่เราพิจารณาอยูเปนโรงงานผลิตอิฐบล็อค ซึ่งในขั้นตอนการผลิตไมไดใชวัตถุดิบที่เปน
อันตราย ดังนั้น wI = 1.0

ตารางที่ 1-5 คาสัมประสิทธิ์ wI

ลักษณะการใชงาน Importance factor
I. Essential facilities 1.15
II. Hazardous facilities 1.15
III. Special occupancy structures 1.00
IV. Standard occupancy structures 1.00
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4. หาคาสัมประสิทธิ์ qC  ซึ่งเปนคาสัมประสิทธิ์ของความดันลม (pressure coefficient) จากลักษณะและรูปราง
ของโครงสรางหลักของโรงงานผลิตอิฐบล็อคที่ตานทานลม จากตารางที่ 1-6 เราจะหาคาสัมประสิทธิ์ qC  ของผนังและหลัง
คาของโครงสรางไดดังตอไปนี้

สวนของโครงสราง คาสัมประสิทธิ์ qC ทิศทางที่แรงลมกระทํ า
ผนังดานรับลม 0.8 inward
ผนังดานทายลม 0.5 outward
หลังคาดานรับลม 0.4 inward
หลังคาดานทายลม 0.7 outward

ตารางที่ 1-6 คาสัมประสิทธิ์ qC  ของโครงสรางหลักที่ใชตานแรงลม
รายละเอียดของโครงสราง คาสัมประสิทธิ์ qC

ผนัง
          - ผนังดานรับลม (Windward wall)
          - ผนังดานทายลม (Leeward wall)

0.8 inward
0.5 outward

หลังคา
     ลมพัดในทิศทางตั้งฉากกับแนวสันหลังคา (Ridge)
          - หลังคาดานทายลม (Leeward roof) หรือหลังคา
             แบบแบนราบ (Flat roof)
          - หลังคาดานรับลม (Windward roof)
                   ความชันหลังคานอยกวา 1:6
                   ความชันหลังคามีคา 1:6 แตนอยกวา 3:4

                   ความชันหลังคามีคา 3:4 ถึง 1:1
                   ความชันหลังคามีคามากกวา 1:1
     ลมพัดในทิศทางขนานกับแนวสันหลังคา (Ridge) และ
     แบบแบนราบ (Flat roof)

0.7 outward

0.7 outward
0.9 outward หรือ
0.3 inward
0.4 inward
0.7 inward

0.7 outward

5. คํ านวณหาคาความดันลมที่กระทํ าบนผนังและหลังคาของโครงสราง p  จากสมการ
qICCp wqe=

สวนของโครงสราง คาความดันลม p  ( 2kN/m ) ทิศทางที่แรงลมกระทํ า
ผนังดานรับลม p  = 1.105x0.8 x1.0 x1.21 = 1.07 2kN/m inward
ผนังดานทายลม p  = 1.105x0.5x1.0x1.21 = 0.67 2kN/m outward
หลังคาดานรับลม p  = 1.105x0.4x1.0x1.21 = 0.53 2kN/m inward
หลังคาดานทายลม p  = 1.105x0.7x1.0x1.21 = 0.94 2kN/m outward
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6. คํ านวณหาคาของแรงลมที่กระทํ าบนโครงสรางหลักของโรงงานผลิตอิฐบล็อค โดยการคูณคาความดันลม p
ดวยระยะหางระหวางโครงสรางหลัก ซึ่งมีคาเทากับ 6 m  (สมมุติให การถายแรงจากผนังและหลังคาลงสูโครงสรางเปน
การถายแรงแบบทางเดียว) และสุดทาย เราสามารถที่จะเขียนการกระทํ าของแรงไดดังที่แสดงในรูปที่ 1-15

สวนของโครงสราง คาแรงลม ( kN/m ) ทิศทางที่แรงลมกระทํ า
ผนังดานรับลม p  = 1.07 2kN/m (6 m ) = 6.42 kN/m inward
ผนังดานทายลม p  =  0.67 2kN/m (6 m ) = 4.02 kN/m outward
หลังคาดานรับลม p  = 0.53 2kN/m (6 m ) = 3.18 kN/m inward
หลังคาดานทายลม p  = 0.94 2kN/m (6 m ) = 5.64 kN/m outward

รูปที่ 1-15

ในกรณีของอาคารสูง (high-rise building) หรือมีรูปรางที่มีการตอบสนองตอแรงลมที่รุนแรง หรืออยูในพื้นที่ที่มี
ลมพัดรุนแรงมากแลว วิธีหาแรงลมแบบ dynamic จะถูกนํ ามาใช โดยการใชอุโมงคลม (wind-tunnel) ในการทดสอบแบบ
จํ าลองยอ  (scaled model) ของอาคารและสิ่งกอสรางที่ตั้งอยูรอบๆ อาคาร โดยที่ความดันของลมที่กระทํ าตอแบบจํ าลอง
จะหามาไดจากอุปกรณวัดความดัน (pressure transducer) ที่ติดอยูบนแบบจํ าลอง นอกจากนั้นแลว ถาแบบจํ าลองมี
ความแกรงเปนสัดสวนกับความแกรงของอาคารแลว คาการโกงตัวของอาคารก็จะสามารถหามาไดจากการทดสอบนี้
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แรงเนื่องจากแผนดินไหว (Earthquake Loads)
แผนดินไหวกอใหเกิดแรงกระทํ าตอโครงสรางโดยการกระทํ าตอกัน (interaction) ของการเคลื่อนที่ของพื้นดิน 

(ground motion) และการตอบสนองของโครงสราง โดยที่ขนาดของแรงเนื่องจากแผนดินไหวจะขึ้นอยูกับขนาดและชนิด
ของความเรงของพื้นดิน (ground acceleration) และมวลและความแกรง (stiffness) ของโครงสราง

รูปที่ 1-16

พิจารณาแบบจํ าลองของอาคารชั้นเดียว ดังที่แสดงในรูปที่ 1-16 โดยที่ block  1m  เปนมวลรวม (lumped mass) 
ของหลังคาและ 1k  เปนความแกรงรวม (lumped stiffness) ของเสา ในชวงที่เกิดแผนดินไหว พื้นดินจะเกิดการสั่นทั้งใน
แนวดิ่งและแนวนอน การเคลื่อนที่ในแนวดิ่งมักจะมีคานอยมากและมักจะไมนํ ามาคิดในการออกแบบ ความเรงในแนวนอน 

)(tys&&  จะทํ าใหเกิดแรงเฉือน (Shear force) ขึ้นในเสาของอาคารซึ่งจะกอใหเกิดการเคลื่อนที่ 1y  ของ block อยางตอเนื่อง
ไปกับพื้นดิน ถาเสามีความแกรงสูงและ block มีมวลนอยแลว คาบของการสั่นของ block จะส้ันและ block จะมีความเรง
และการเคลื่อนที่เกือบเทากับพื้นดิน ซึ่งจะทํ าใหคาความแตกตางของการเปลี่ยนตํ าแหนงของ block กับพื้นดินที่นอยมาก 
และหนวยแรงที่เกิดขึ้นในองคอาคารจะมีคานอย แตในทางกลับกัน ถาเสามีความความแกรงนอยและ block มีมวลที่มาก
แลว การเคลื่อนที่เนื่องจากแผนดินไหวจะกอใหเกิดความเรงบนตัว block เพียงเล็กนอย แตจะกอใหเกิดการเปลี่ยนตํ าแหนง
สัมพัทธระหวาง block กับพื้นดินที่มีคามาก ซึ่งจะทํ าใหเกิดหนวยแรงที่มีคาสูงมากบนโครงสรางและอาจจะทํ าใหโครงสราง
เกิดความเสียหายหรือพังทลายลงมาได

ในทางปฏิบัติ ความเรง ความเร็ว และการเปลี่ยนตํ าแหนงที่เกิดขึ้น จะสามารถหามาไดในรูปของกราฟแสดงการ
ตอบสนองตอแผนดินไหว (earthquake response spectrum) หลังจากที่ไดกราฟนี้มาแลว เราจะสามารถคํ านวณหาแรง
เนื่องจากแผนดินไหวไดโดยใชทฤษฎีของ structural dynamics การวิเคราะหนี้จะคอนขางยุงยากและใชเวลานาน ปกติจะ
กระทํ าโดยใช computer

โดยทั่วไปแลว การออกแบบโครงสรางเพื่อตานทานตอแผนดินไหว (earthquake design) จะกระทํ าเมื่อโครงสราง
มีขนาดใหญ หรือเปนโครงสรางที่ตั้งอยูในพื้นที่ที่มีการเกิดแผนดินไหวบอยครั้ง หรือในอาคารสูง หรือใน nuclear power 
plant ในประเทศสหรัฐอเมริกา การตรวจสอบวาโครงสรางนั้นจะตองออกแบบใหตานทานตอแผนดินไหวขนาดเทาใดจะทํ า
ไดโดยการตรวจสอบจาก seismic map ใน ANSI A 58.1-1982 สํ าหรับโครงสรางขนาดเล็ก การวิเคราะหหาแรงเนื่องจาก
แผนดินไหวจะกระทํ าไดโดยวิธีสถิตย (static) วิธีการนี้จะเปนการประมาณคาแรงเนื่องจากแผนดินไหวใหอยูในรูปของแรง
แบบสถิตย (static loads) กระทํ าตอโครงสรางทางดานขาง เชน ANSI A58.1-1992 ไดกํ าหนดสมการที่จะใชในการคํ านวณ
หาคาแรงเฉือนที่เกิดขึ้นที่ฐานราก (base shear ) ของโครงสรางเนื่องจากแผนดินไหวอยูในรูป

V ZIKCSW= (1-3)
โดยที่คา factor ตางๆ เหลานี้จะหาไดจากตารางใน ANSI code ซึ่ง

Z     ขึ้นอยูกับ earthquake zone
I ขึ้นอยูกับ ความสํ าคัญของอาคารในแงของการใชงาน
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K ขึ้นอยูกับ รูปรางของโครงสรางของอาคาร
C ขึ้นอยูกับ vibrational characteristics ของโครงสรางของอาคาร
S ขึ้นอยูกับ ชนิดของดินที่รองรับโครงสราง
W ขึ้นอยูกับ นํ้ าหนักของโครงสราง

แรงดันนํ้ าสถิตยและแรงดันของดิน(Hydrostatic and Soil Pressure)
เมื่อโครงสรางถูกใชในการกักเก็บนํ้ าหรือกันดินแลว แรงดันที่เกิดจากวัสดุเหลานี้จะตองนํ ามาพิจารณาในการออก

แบบดวย ตัวอยางของโครงสรางเหลานั้นประกอบดวย ถังนํ้ า เขื่อน และกํ าแพงกันดิน (retaining wall) แรงดันเหลานี้จะหา
มาไดโดยใชหลักทาง hydrostatic และกลศาสตรของดิน

แรงอื่นๆ
ยังมีนํ้ าหนักบรรทุกจรชนิดอื่นๆ ที่ตองนํ ามาพิจารณาในการออกแบบโครงสราง ซึ่งขึ้นอยูกับที่ตั้งและการใชงาน

ของโครงสราง ซึ่งประกอบไปดวยแรงที่เกิดจากการระเบิด การเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิ และการทรุดตัวที่ไมเทากันของฐานราก 
เปนตน
Load Combinations

โดยปกติแลว ในการออกแบบโครงสรางเราจะใหโครงสรางถูกกระทํ าโดยผลรวมของแรงและนํ้ าหนักบรรทุกตางๆ 
ที่ถูกกํ าหนดไวในมาตรฐานการออกแบบ เพื่อที่จะหาคาแรงวิกฤติและใกลเคียงกับความเปนจริงที่สุดที่กระทํ าอยูบนโครง
สราง โดยรูปแบบการรวมของแรงตางๆ จะพิจารณาจากความเปนไปไดที่แรงเหลานั้นจะกระทํ าตอโครงสรางในเวลาเดียว
กัน ซึ่งถูกกํ าหนดใหอยูในรูปของ load factor ตัวอยางตอไปนี้เปน load combinations ที่ไดกลาวถึงไวในมาตรฐานการออก
แบบตางๆ โดยกํ าหนดให D  = Dead load L  = Live load W  = Wind load  และ E = Earthquake load
Load and Resistance Factor Design (LRFD) หรือ Ultimate Strength Design (USD)
ในกรณีของโครงอาคารคอนกรีตเสริมเหล็ก

1.) 1.4D  + 1.7 L
2.) 0.75 [1.4D  + 1.7 L  + 1.7W ]
3.) 0.9D  + 1.3W
4.) 1.4D  + 1.7 L  + 1.7(soil pressure)
5.) 0.75 [1.4D  + 1.7(temperature load) + 1.7 L ]
6.) 1.4(D  + temperature load)

ในกรณีของโครงอาคารเหล็ก
1.) 1.4D
2.) 1.2D  + 1.6 L  + 0.5(roof live load)
3.) 1.2D  + 0.5 L  (หรือ 0.8W ) + 1.6(roof live load)
4.) 1.2D  + 0.5 L  + 0.5(roof live load) + 1.3W
5.) 1.2D  + 0.5 L  + 1.5E
6.) 0.9D  -1.3W  (หรือ 1.5E )

Allowable Stress Design (ASD)
1.) D  + L  + [roof live load]
2.) D  + L  + [W  หรือ E ]
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บทที่ 2
การวิเคราะหโครงสราง Statically Determinate

2.1 การสรางแบบจํ าลองเพ่ือใชในการวิเคราะหและออกแบบโครงสราง
การวิเคราะหและออกแบบโครงสรางมีความไมเที่ยงตรงแมนยํ าเนื่องจาก
1. ทฤษฏีที่ใชในการวิเคราะหและออกแบบโครงสรางจะขึ้นอยู กับสมมุติฐานตางๆ เกี่ยวกับพฤติกรรม

(behavior) และคุณสมบัติทางกล (mechanical properties) ของวัสดุและโครงสราง ซึ่งมักจะแตกตางจาก
พฤติกรรมและคุณสมบัติทางกลของวัสดุและโครงสรางที่เกิดขึ้นจริง เพื่อทํ าใหการวิเคราะหและออกแบบ
โครงสรางมีความงายขึ้น ยกตัวอยางเชน ในการวิเคราะหและออกแบบคานคอนกรีตเสริมเหล็ก เรามักจะ
สมมุติใหคอนกรีตเสริมเหล็กมีคาโมดูลัสยืดหยุน E  (modulus of elasticity) ที่คงที่ตลอดความยาวคาน แต
เนื่องจากวา ในความเปนจริงแลว เรามักจะเสริมเหล็กที่หนาตัดตางๆ ไมเทากันตามคาของหนวยแรง 
(stress) ที่เกิดขึ้นที่หนาตัดนั้นๆ ของคาน เปนตน

2. ขนาด ตํ าแหนง และรูปแบบของแรงและนํ้ าหนักบรรทุกที่กระทํ าตอโครงสรางมีการแปรเปลี่ยนไปมาตลอด
เวลาและมีคาไมคงที่

3. ปจจัยอื่นๆ เชน จุดรองรับ จุดเชื่อมตอ ขนาดหนาตัดของโครงสราง เปนตน ที่มักจะมีความแตกตางจากที่ได
สมมุติไวเมื่อตอนทํ าการวิเคราะหและออกแบบโครงสราง

ในบางกรณี ผลที่ไดจากการวิเคราะหโครงสรางจะแตกตางจากที่เกิดขึ้นในโครงสรางจริงคอนขางมาก ดังนั้น เรา
จํ าเปนที่จะตองทราบวิธีการจํ าลองโครงสรางที่ถูกตองและเหมาะสม เพื่อที่ผลลัพธที่ไดจากการวิเคราะหมีคาใกลเคียงกับ
การตอบสนองจริงของโครงสรางจริงมากที่สุด และนํ าไปใชไดในทางปฏิบัติ
แบบจํ าลองของจุดเช่ือมตอและจุดรองรับ (Idealized Connections และ Supports)

แบบจํ าลองของจุดเชื่อมตอและจุดรองรับขององคอาคารของโครงสรางที่มักจะใชในการสรางแบบจํ าลองของ
โครงสรางมีอยู 4 แบบคือ

- จุดตอหมุด (pined joint)
- จุดตอยึดแนน (rigid joint)
- จุดรองรับหมุด (Pinned support)
- จุดรองรับยึดแนน (Fixed support)

ซึ่งการเลือกใชนั้นจะขึ้นอยูกับลักษณะและการใชงานของโครงสราง ดังที่แสดงในรูปที่ 2-1
องคอาคารที่ถูกเชื่อมตอโดยจุดตอหมุดและจุดรองรับหมุดจะมีการหมุนสัมพัทธซึ่งกันและกันเกิดขึ้นไดบางเล็ก

นอย ซึ่งเรามักจะพบจุดตอและจุดรองรับหมุดในโครงสรางเหล็ก (Steel structure) และโครงสรางไม แตสํ าหรับองคอาคาร
ที่ถูกเชื่อมตอโดยจุดตอยึดแนนและจุดรองรับยึดแนนแลว องคอาคารที่ถูกเชื่อมตอจะไมมีการหมุนสัมพัทธระหวางองค
อาคารเกิดขึ้นเลย ซึ่งมักจะพบในโครงสรางคอนกรีตเสริมเหล็ก

ไวในการวิเคราะหโครงสราง เราจะตองทราบวาแบบจํ าลองที่ใชมีความใกลเคียงกับการตอบสนองจริงของโครง
สรางอยางไร และเพียงใด โดยทั่วไปแลว จุดรองรับและจุดตอหมุดในโครงสรางมักจะมีพฤติกรรมที่แตกตางไปจากพฤติ
กรรมของจุดรองรับและจุดตอหมุดที่ไดสมมุติไวในการวิเคราะหโครงสราง แตจะมีความแกรง (Stiffness) ในการตานทาน
โมเมนตดัดอยูบาง เนื่องจากความเสียดทาน (Friction) ที่จุดรองรับหรือจุดตอและพฤติกรรมของวัสดุที่ใชทํ าจุดรองรับหรือ
จุดตอนั้น นอกจากนั้นแลว จุดตอและจุดรองรับแบบยึดแนนในโครงสรางก็ไมเปนไปตามที่สมมุติไวดวย เนื่องจากจุดเชื่อม
ตอดังกลาวยังคงมีการใหตัวไดอยูบาง ภายใตแรงกระทํ า
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รูปที่ 2-1

ตารางที่ 2-1 แสดงสัญลักษณของจุดตอหรือจุดรองรับชนิดตางๆ ที่มักพบในโครงสราง โดยที่จุดตอหรือจุดรองรับ
ดังกลาวจะมีแรงปฏิกริยา (reaction) กระทํ าตอองคอาคารในลักษณะตางๆ ขึ้นอยูกับการที่จุดตอหรือจุดรองรับปองกันไม
ใหเกิดการเปลี่ยนตํ าแหนง (Displacements) ขององคอาคารอยางไร

ตารางที่ 2-1
ชนิดของจุดตอหรือจุดรองรับ สัญลักษณ แรงปฏิกริยา
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- ถาจุดรองรับหรือจุดตอปองกันการเลื่อน (Translation) ขององคอาคารในทิศทางใด จุดรองรับหรือจุดตอนั้น
จะทํ าใหเกิดแรงปฎิกริยากระทํ ากับองคอาคารในทิศทางนั้น

- ถาจุดรองรับหรือจุดตอปองกันการหมุนขององคอาคารในทิศทางใด จุดรองรับหรือจุดตอนั้นจะทํ าใหเกิด
โมเมนตดัด (Bending moment) กระทํ ากับองคอาคารในทิศทางนั้น

ยกตัวอยางเชน หมุด (Pin) จะปองกันไมใหมีการเลื่อนในทิศทางใดๆ ดังนั้น หมุดจะทํ าใหเกิดแรงปฏิกริยา xF
และ yF  กระทํ าตอองคอาคาร และจุดรองรับยึดแนน (Fixed support) จะปองกันไมใหเกิดการเลื่อนและหมุนขององค
อาคารในทุกทิศทาง ดังนั้น จุดรองรับนี้จะทํ าใหเกิดแรงปฏิกริยา Fx , Fy  และโมเมนตดัด M  กระทํ าตอองคอาคาร

เราควรที่จะทราบไวดวยวา ในจุดรองรับหรือจุดตอหมุดในโครงสรางจริงนั้น แรงปฏิกริยาที่เกิดขึ้นที่จุดเชื่อมตอซึ่ง
ถายผานมาจากองคอาคารจะมีลักษณะเปนแรงแผกระจาย (distributed loads) ดังที่แสดงในรูปที่ 2-2 แตเนื่องจากวาพื้น
ที่ผิวที่แรงกระทํ ามีขนาดเล็กมากเมื่อเทียบกับพื้นที่ผิวทั้งหมดขององคอาคาร ดังนั้น เราจะจํ าลองแรงปฏิกริยาใหเปนแรง
เปนจุดได

รูปที่ 2-2
แบบจํ าลองของโครงสราง

พิจารณาโครงสรางของปนจั่นแขนยื่น (Jib crane) ดังที่แสดงในรูปที่ 2-3a ในการวิเคราะหโครงสรางนี้ เราจะไม
พิจารณาความลึกของคานและเสา และรายละเอียดของ trolley เราจะสมมุติใหจุดรองรับที่ A  เปนจุดรองรับยึดแนนและ
ใหจุดตอที่ B  เปนจุดตอแข็ง (Rigid joint) ดังนั้น แบบจํ าลองของโครงสรางดังกลาวจะมีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ 2-3b 
หลังจากที่เราทํ าการวิเคราะหแบบจํ าลองของโครงสรางแลว ผลที่ไดจะถูกนํ าไปออกแบบโครงสรางของปนจั่นแขนยื่น

รูปที่ 2-3

คาน (Beam) และคานขนาดใหญ (Girder) มักจะใชในการรองรับพื้นของอาคาร girder จะเปนองคอาคารหลักที่
รองรับแรงที่ถายมาจากพื้นผานทางคาน รูปที่ 2-4a แสดงแบบจํ าลองของแผนพื้น (Floor slab) ซึ่งถูกรองรับโดยตง (Joists) 
ที่ระยะทุกๆ 2 เมตรและตงจะถูกรองรับโดย girder AB  และ CD  ในการวิเคราะหโครงสรางนี้ เราจะสมมุติใหจุดรองรับที่
ปลายดานหนึ่งของตงเปนจุดรองรับหมุด และจุดรองรับที่ปลายอีกดานหนึ่งเปน roller นอกจากนั้นแลว ใหปลายดานหนึ่ง
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ของ girder เชื่อมตอกับเสาเปนแบบหมุด และที่ปลายอีกดานหนึ่งเชื่อมตอกับเสาเปนแบบ roller ดังนั้น เราจะเขียนรูป top 
view ของโครงสรางตามรูปที่ 2-4a ไดตามที่แสดงในรูปที่ 2-4b

รูปที่ 2-4

ถาคานเปนคานคอนกรีตเสริมเหล็กแบบหลอในที่  (Cast-in-place reinforced concrete beam) ดังที่แสดงในรูป
ที่ 2-5a การเชื่อมตอหรือรองรับของคานและเสาจะเปนแบบยึดแนนและเราจะเขียนรูป top view ของโครงสรางนี้ไดดังที่
แสดงในรูปที่2-5b

รูปที่ 2-5
การถายแรงบนโครงสราง (Tributary Loadings)

นํ้ าหนักบรรทุกที่กระทํ าอยูบนโครงสรางมักจะถูกถายจากองคอาคารหนึ่งไปยังองคอาคารอื่นๆ กอนที่จะถูกถาย
ลงสูพื้นดินที่รองรับอาคาร ยกตัวอยางเชน นํ้ าหนักบรรทุกที่กระทํ าอยูบนแผนพื้นจะถูกถายลงสูคาน จากคานสูเสา และ
จากเสาลงสูฐานราก เปนตน นอกจากนั้นแลว เรามักจะวิเคราะหและออกแบบโครงสรางโดยการแยกองคอาคารตางๆ ของ
โครงสรางออกเปนชิ้นๆ ยกตัวอยางเชน ในการวิเคราะหและออกแบบคาน เราจะพิจารณาแยกคานออกจากพื้นและเสา 
เปนตน ดังนั้น ในการวิเคราะหและออกแบบโครงสราง เราจะเริ่มจากการคํ านวณหาแรงและนํ้ าหนักบรรทุกที่กระทํ าบนแต
ละองคอาคารของโครงสรางกอน จากนั้น ทํ าการถายแรงและนํ้ าหนักบรรทุกจากองคคารหนึ่งไปยังองคอาคารอื่นๆ โดยเรา
จะตองทราบถึงลักษณะการถายแรงและนํ้ าหนักบรรทุกจากองคคารหนึ่งไปยังองคอาคารอื่นๆ วาเปนอยางไรดวย
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โดยทั่วไปแลว การถายแรงที่กลาวถึงจะเปนการสงถายแรงปฏิกริยาที่เกิดขึ้นที่องคอารคารนั้นไปยังองคอาคาร
อื่นๆ ยกตัวอยางเชน แรงปฏิกริยาของพื้นจะถายลงสูคาน ที่จุดเชื่อมตอของพื้นและคาน และแรงปฏิกริยาของคานจะถูก
ถายลงสูเสา ที่จุดเชื่อมตอของคานและเสา  เปนตน

การถายแรงจากพื้นลงสูคานจะขึ้นอยูกับลักษณะของพื้น วัสดุที่ใชทํ าพื้นและคาน และวิธีการกอสราง โดยทั่วไป 
การถายแรงดังกลาวจะถูกแบงออกไดเปน 2 แบบคือ

1. การถายแรงทางเดียว (One-way action)
2. การถายแรงสองทาง (Two-way action)

การถายแรงทางเดียว (One-Way Action)

รูปที่2-6

พิจารณาพื้นของอาคาร ดังที่แสดงในรูปที่2-6a ซึ่งถูกรองรับโดยคาน AB  คาน CD  และคาน EF  นํ้ าหนัก
บรรทุกที่กระทํ าบนแผนพื้นจะถายลงสูคานดังกลาวในลักษณะการถายแรงทางเดียว (One-way action) และเราจะเรียก
พื้นลักษณะนี้วา แผนพื้นทางเดียว (One-way slab) นอกจากนั้นแลว จากรูป เราจะเห็นวา แรงปฏิกริยาของ คาน AB
คาน CD  และคาน EF  จะถายลงสู girder AE  และ BF  ซึ่งรองรับคานดังกลาวอยู และแรงปฏิกริยาของ girder 
AE  และ BF  จะถายลงสูเสาที่รองรับ girder เหลานั้น

กํ าหนดใหแรงที่กระทํ าอยูบนพื้นเปนแรงแผกระจายสมํ่ าเสมอ (uniformly distributed load) และมีขนาดเทากับ 
2kN/m 0.50  ดังนั้น เราจะสามารถทํ าการถายแรงกระทํ าจากพื้นไปยังองคอาคารของโครงสรางไดดังตัวอยางตอไปนี้

1. คาน CD  จะรองรับแรงที่ถายจากพื้นโดยมีพื้นที่ถายแรง (tributary area) ดังที่แสดงโดยสีทึบในรูปที่ 2-6b 
และแรงนี้จะมีลักษณะเปนแรงกระจายสมํ่ าเสมอที่มีขนาด ( 2kN/m 0.50 )( m 2 ) = kN/m 1.0  ดังที่
แสดงในรูปที่ 2-6c

2. แรงปฏิกริยาของคาน CD  ขนาด kN 2.0  จะถายลงที่กึ่งกลาง span ของ girder AE  และ BF  ในรูป
แบบแรงกระทํ าเปนจุด (Concentrated load) ดังที่แสดงในรูปที่ 2-6d
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3. แรงปฏิกริยาของคาน CD  ขนาด kN 2.0 และแรงปฏิกริยาของคาน AB  และคาน EF  ขนาด 
kN 0.1  จะกระทํ าตอ girder AE  ดังที่แสดงในรูปที่ 2-6d และจะทํ าใหเกิดแรงปฏิกริยา kN 2.0  ถายลง

สูเสาที่จุด A   และ E
รูปแบบอื่นๆ ของแผนพื้นทางเดียวที่เราพบเห็นโดยทั่วไปคือ พื้นทีท่ํ าดวยพื้นคอนกรีตสํ าเร็จรูปอัดแรง พื้น

คอนกรีตเสริมเหล็กทางเดียว (One-way reinforcement) และพื้นคอนกรีตที่หลออยูบน corrugated metal deck

รูปที่ 2-7

ในทางกลับกัน ถาพื้นคอนกรีตมีการเสริมเหล็กสองทิศทาง (Two-way reinforcement) แลว ลักษณะการถายแรง
จากพื้นลงสูองคอาคารที่รองรับพื้นอาจจะเปนแบบทางเดียวหรือสองทางก็ได ขึ้นอยูกับอัตราสวนของความกวางตอความ
ยาวของพื้น ยกตัวอยางเชน พื้น ตามรูปที่ 2-7 ถาอัตราสวนของ L2  ตอ L1  มีคามากกวาหรือเทากับ 2 แลว พื้นจะมีพฤติ
กกรมแบบแผนพื้นทางเดียว เพราะวาเมื่อ L1  มีคาลดลงแลว คาน AB  คาน CD  และคาน EF  จะมีความแกรงเพิ่ม
ขึ้นในการที่จะรับแรงที่ถายลงมาจากพื้น
การถายแรงสองทาง (Two-Way Action)

รูปที่ 2-8

ตามรูปที่ 2-7 เมื่ออัตราสวน 12 / LL < 2 แลว พื้นจะถายแรงกระทํ าไปยังคานและ girders ในลักษณะสองทิศ
ทาง พื้นนี้มักจะถูกเรียกวาแผนพื้นสองทาง  (Two-way slab) ดังเชนที่แสดงในรูปที่ 2-8a ซึ่งเปนโครงสรางคอนกรีตเสริม
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เหล็กที่มีอัตราสวน L L2 1/  = 1.5 พื้นที่ถายแรงของคาน AB  และคาน CD  จะหาไดจากการลากเสนตรงทํ ามุม 45 o

กับแนวคาน AB  และคาน CD  ตามลํ าดับ จนไปตัดกับเสนที่ลากผานกึ่งกลางของคาน AC  และคาน BD  ดังที่แสดง
ในรูป ซึ่งพื้นที่ถายแรงของคาน AB  และคาน CD  จะเปนรูปส่ีเหลี่ยมคางหมู และพื้นที่ถายแรงของคาน AC  และคาน 
BD  จะเปนรูปสามเหลี่ยม กํ าหนดใหแรงที่กระทํ าตอพื้นมีการกระจายสมํ่ าเสมอและมีคาเทากับ 2kN/m 0.50  ดังนั้น 
คาสูงสุดของแรงกระจายที่กระทํ าอยูบนคานจะมีคาเทากับ ( 2kN/m 0.50 )( m 2 ) = kN/m 1.0  รูปที่12-8b และ 12-
8c แสดงแบบจํ าลองของคาน AB  และคาน AC  ตามลํ าดับ
2.2 หลักการ Superposition (Principle of Superposition)

หลักการ superposition เปนหลักการที่มีความสํ าคัญมากในการวิเคราะหโครงสราง ซึ่งทฤษฎีและวิธีวิเคราะห
โครงสรางหลายทฤษฏีถูกพัฒนาขึ้นมาโดยใชหลักการนี้เปนพื้นฐาน หลักการ superposition กลาววา

"คาการเปล่ียนตํ าแหนง (displacement) หรือคาหนวยแรง (stress) ลัพธที่จุดใดจุดหนึ่งบนโครงสราง 
เนื่องจากนํ้ าหนักบรรทุกและแรงกระทํ าสามารถหาไดจากการรวมทางพีชคณิตของคาการเปล่ียนตํ าแหนงหรือ
คาหนวยแรงที่เกิดขึ้นจากแรงแตละแรงและนํ้ าหนักบรรทุกแตละนํ้ าหนักบรรทุกที่กระทํ าอยูบนโครงสรางนั้น"

หลักการ superposition จะใชไดเมื่อ
1. วัสดุที่ใชทํ าโครงสรางจะตองมีพฤติกรรมอยูในชวง linear elastic ซึ่งในชวงนี้นํ้ าหนักบรรทุกหรือแรง

กระทํ าจะแปรผันโดยตรงกับคาการเปลี่ยนตํ าแหนงและคาหนวยแรงที่เกิดขึ้นในตัววัสดุ เชน ในกรณีของแทง
เหล็กที่ถูกกระทํ าโดยแรงดึง P  หนวยแรงตั้งฉากที่เกิดขึ้นที่จุดกึ่งกลางแทงเหล็กจะมีคาเทากับ σ  = 
P A/  (σ  α P ) เมื่อ A  เปนพื้นที่หนาตัดของแทงเหล็ก และการยืดตัวที่ปลายของแทงเหล็กจะมีคาเทา
กับ δ  = PL AE/  (δ  α P ) เมื่อ L  เปนความยาวของแทงเหล็กและ E  เปนโมดูลัสยืดหยุน 
(Modulus of elasticity) ของเหล็ก

2. การเปลี่ยนแปลงรูปรางของโครงสรางจะตองมีคานอยมาก เมื่อโครงสรางถูกกระทํ าโดยนํ้ าหนักบรรทุก
และแรงกระทํ า เพราะวาเมื่อคาการเปลี่ยนตํ าแหนงมีคามากแลว ตํ าแหนงและทิศทางของแรงกระทํ าจะ
เปล่ียนไปจากเดิม ซึ่งทํ าใหผลรวมที่เกิดจากแรงกระทํ าตางๆ ที่กระทํ าแยกกันมีคาไมเทากับผลที่เกิดจากแรง
กระทํ าตางๆ ที่กระทํ าพรอมกัน ดังที่แสดงในรูปที่ 2-9 เราจะเห็นวาคาโมเมนตดัด (Bending moment) ที่เกิด
ขึ้นที่จุดรองรับยึดแนนขณะที่แรง P  กระทํ า จะมีคาไมเทากับคาโมเมนตดัดของผลรวมของแรง P1  และ 
P2  ซึ่ง PPP =+ 21  เมื่อ P1  และ P2  ทํ าให span ของคานเปลี่ยนจาก d  เปน d1  และ d2  ตาม
ลํ าดับ ( P d ≠ P1 d1 + P2 d2  เนื่องจาก d ≠  d1 + d2 )

รูปที่ 2-9
2.3 สมการความสมดุล (Equations of Equilibrium)

จากวิชากลศาสตรวิศวกรรม (engineering mechanics) เราทราบมาแลววา โครงสรางจะอยูในสมดุล 
(equilibrium) เมื่อโครงสรางนั้นมีดุลภาพของแรง (balance of force) และดุลภาพของโมเมนต (balance of moment)

ดุลภาพของแรงจะปองกันการเคลื่อนที่ของโครงสรางอยางมีความเรง (acceleration) หรือ F∑ = 0 และดุล
ภาพของโมเมนตจะปองกันการหมุนของโครงสรางรอบจุด o  ใดๆ หรือ Mo∑ = 0
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โดยทั่วไปแลว สมการความสมดุล (equations of equilibrium) ของโครงสรางจะเขียนอยูในระบบแกนตั้งฉาก 
Cartesian  (orthogonal Cartesian coordinate) ใน 3 มิติ ซึ่งมีแกนเปน x , y , และ z  หรือ

Fx∑ = 0 Fy∑ = 0 Fz∑ = 0
M x∑ = 0 M y∑ = 0 M z∑ = 0 (2-1)

แตโดยสวนใหญแลว โครงสรางและแรงกระทํ ามักจะอยูในระนาบเดียวกัน (coplanar) ซึ่งสมการความสมดุลจะ
ลดรูปลงเปน

Fx∑ = 0 Fy∑ = 0
Mo∑ = 0   (2-2)

เมื่อ Fx∑  และ Fy∑  เปนผลรวมทางพีชคณิตขององคประกอบของแรงในแนวแกน x  และแนวแกน y  ตามลํ าดับ 
และ Mo∑  เปนผลรวมทางพีชคณิตของโมเมนตขององคประกอบของแรงเหลานั้น รอบแกนซึ่งตั้งฉากกับระนาบ 
x y−  (แกน z ) ที่ผานจุด o  ใดๆ

ในการใชสมการความสมดุลเพื่อหาแรงปฏิกริยาที่จุดใดๆ บนโครงสรางนั้น จะมีขั้นตอนการหาดังตอไปนี้
1. เราจะเขียนแผนภาพ free body diagram ของโครงสราง โดยการแยกโครงสรางใหเปนอิสระจากจุดรองรับ
2. เขียนทิศทางและสัญลักษณของแรงปฏิกริยาและโมเมนตที่จะเกิดขึ้นลงที่จุดรองรับนั้น
3. ใชสมการความสมดุลหาแรงและโมเมนตปฏิกริยา
โดยใชหลักการเดียวกัน เราจะหาแรงและโมเมนตภายในโครงสรางที่จุดใดๆ ไดโดยใชวิธี method of sections ดัง

นี้
1. ตัดโครงสรางออกเปนสองสวนที่จุดที่เราตองการหาแรงและโมเมนตภายใน โดยใหแนวตัดตั้งฉากกับแนว

แกนของโครงสราง
2. เขียนแผนภาพ free body diagram ของชิ้นสวนเหลานั้น
3. ใชสมการความสมดุลหาแรงและโมเมนตภายใน
โดยทั่วไปแลว แรงและโมเมนตภายในที่หนาตัดของโครงสรางใน 2 มิติจะประกอบไปดวย แรงตั้งฉาก N (normal 

force) แรงเฉือน V (shear force) และโมเมนตดัด M  (bending moment) โดยเราจะกํ าหนดใหมีทิศทางที่เปนบวก ดังที่
แสดงในรูปที่ 2-10

รูปที่ 2-10
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2.4 Determinacy และ Stability
Determinacy

เราทราบมาแลวจากวิชากลศาสตรวิศวกรรมวา สมการความสมดุลเปนเงื่อนไขที่จํ าเปนและเพียงพอตอความสม
ดุลของโครงสราง เมื่อเราสามารถหาแรงและโมเมนตที่ไมทราบคาในโครงสรางไดโดยการใชสมการความสมดุลเพียงอยาง
เดียวแลว โครงสรางดังกลาวจะถูกเรียกวา Statically determinate structures แตถาโครงสรางมีแรงและโมเมนตที่ไมทราบ
คามากกวาจํ านวนของสมการความสมดุลแลว โครงสรางดังกลาวจะถูกเรียกวา Statically indeterminate structures

โดยทั่วไปแลว การที่จะหาวาโครงสรางเปน statically determinate หรือ statically indeterminate นั้น เราจํ าเปน
ตองเขียนแผนภาพ free body diagram ขององคอาคาร (ทั้งหมดหรือเพียงบางสวน เทาที่เห็นวาจํ าเปน) ของโครงสรางนั้น 
แลวทํ าการเปรียบเทียบจํ านวนของแรงและโมเมนตปฏิกริยาที่ไมทราบคาทั้งหมดกับจํ านวนของสมการความสมดุลของ
โครงสรางทั้งหมดที่มีอยู ในกรณีของโครงสรางในระนาบเดียวกัน (coplanar structures) แตละองคอาคารของโครงสราง
จะมีสมการความสมดุลไดมากที่สุด 3 สมการ ดังนั้น ถาให n  เปนจํ านวนขององคอาคารในโครงสรางและ r  เปนจํ านวน
ขององคประกอบของแรงและโมเมนตปฏิกริยาแลว

r  = 3 n Statically determinate
r  > 3 n Statically indeterminate

ถาโครงสรางเปน statically indeterminate แลว เราจะหาสมการเพิ่มเติมที่จะนํ ามาหาแรงและโมเมนตปฏิกริยาที่
ไมทราบคาไดโดยการใชสมการแสดงความสัมพันธระหวางแรงและการเปลี่ยนตํ าแหนงที่จุดตางๆ บนโครงสราง สมการนี้
มักถูกเรียกวาสมการความสอดคลอง (compatibility equations) ซึ่งจะตองมีจํ านวนเทากับ degree of indeterminacy 
ของโครงสรางนั้น
ตัวอยางที่ 2-1

r  = 3 n =1 r  = 3 n Statically determinate beam

r  = 6 n =1 r  > 3 n Statically indeterminate beam with 3 degrees
of indeterminacy

r  = 7 n =2 r  > 3 n Statically indeterminate structure with 1
degrees of indeterminacy
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r  = 3 n =1 r  = 3 n Statically determinate frame

r  = 12 n =2 r  > 3 n Statically indeterminate frame with 6 degrees
of indeterminacy
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เสถียรภาพ (Stability) ของโครงสราง
ในการที่โครงสรางจะอยูในความสมดุลนั้น นอกจากโครงสรางจะตองมีความสอดคลองกับเงื่อนไขของสมการ

ความสมดุลแลว โครงสรางนั้นจะตองถูกรองรับและถูกยึดรั้งเขากับโครงสรางอื่นๆ หรือฐานรากอยางเหมาะสมและเพียงพอ 
เพื่อทํ าใหโครงสรางมีเสถียรภาพ

การรองรับและการยึดรั้ง (constraints) โครงสรางที่ไมเหมาะสมสามารถแบงไดเปน 2 แบบคือ
การยึดโครงสรางอยางไมเพียงพอ  (Partial constraint)
การยึดโครงสรางอยางไมเพียงพอเปนการที่โครงสรางมีแรงและโมเมนตปฏิกริยานอยกวาสมการความสมดุล ดัง

ตัวอยางที่แสดงในรูปที่ 2-11 เมื่อพิจารณาแผนภาพ free body diagram ของโครงสรางดังกลาว เราจะเห็นวา Fx∑ ≠

0 ดังนั้น โครงสรางจึงไมอยูในสมดุลในแนวแกนนอน

รูปที่ 2-11

การยึดโครงสรางอยางไมเหมาะสม (Improper constraint)
การยึดโครงสรางอยางไมเหมาะสมเปนการที่โครงสรางมีแรงและโมเมนตปฏิกริยาที่ไมทราบคาเทากับจํ านวนสม

การความสมดุล แตโครงสรางขาดเสถียรภาพ ดังที่แสดงในรูปที่ 2-12 จากแผนภาพ free body diagram ของคาน เราจะ
เห็นวา Mo∑ = Pd  ≠ 0 ซึ่งทํ าใหเกิดการหมุนของคานรอบจุด o

รูปที่ 2-12

อีกกรณีหนึ่งของการยึดโครงสรางอยางไมเหมาะสมคือ การที่โครงสรางมีแรงปฏิกริยาที่ขนานกันทั้งหมด ดังที่
แสดงในรูปที่ 2-13 เมื่อแรง P  กระทํ าตอคานในรูป เราจะเห็นไดวา Fx∑ ≠  0

ดังนั้น เราจะสรุปไดวา ในกรณีของโครงสรางในระนาบเดียวกัน ถากํ าหนดให n  เปนจํ านวนขององคอาคารใน
โครงสราง และ r  เปนจํ านวนขององคประกอบของแรงและโมเมนตปฏิกริยาที่ไมทราบคาแลว
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r  < 3 n  unstable
r  ≥  3 n unstable ถาโครงสรางนั้นมีแรงปฏิกริยาที่ขนานกันทั้งหมด หรือมีแนวของแรงปฏิ

กริยาทั้งหมดตัดรวมกันที่จุดๆ หนึ่ง หรือถาโครงสรางมีรูปแบบที่พังทลายได

รูปที่ 2-13
2.5 การใชสมการความสมดุล (Application of the Equations of Equilibrium)

โครงสรางที่จะพิจารณาตอไปนี้ จะเปนโครงสรางแบบ statically determinate และมีเสถียรภาพ ขั้นตอนในการ
หาคาแรงและโมเมนตปฏิกริยาที่จุดรองรับของโครงสราง และที่จุดเชื่อมตอขององคอาคารของโครงสราง จะแบงออกไดเปน 
2 ขั้นตอนใหญๆ คือ เขียนแผนภาพ free body diagram และใชสมการความสมดุล
ตัวอยางที่ 2-2

จงหาคาของแรงปฏิกริยาที่จุดรองรับ A  และ C  และ Internal hinge ที่จุด B  ของโครงสรางของอาคารซึ่งถู
กระทํ าโดยแรงลม (wind load) ตามที่แสดงในรูปที่ 2-14a

(a)
รูปที่ 2-14

จากการตรวจสอบโครงสรางของอาคาร เราจะเห็นไดวา โครงสรางนี้ประกอบดวยสวนของโครงสราง 2 สวนคือ 
ADB  และ BEC  ดังที่แสดงในรูปที่ 2-14b โดยที่จุดรองรับ A  และ C  และจุดตอ (joint) ที่ B  เปนจุดรองรับและจุด
ตอแบบหมุด (pin) ดังนั้น จากรูปที่ 2-14b โครงสรางนี้จึงมีแรงปฏิกริยาที่ไมทราบคาทั้งหมด 6 คาคือ

- แรงปฏิกริยา xA  และ yA ที่จุดรองรับ A
- แรงปฏิกริยาภายใน xB  และ yB  ที่จุดตอ B
- แรงปฏิกริยา xC  และ yC  ที่จุดรองรับ C
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เนื่องจากโครงสรางประกอบดวยสวนของโครงสราง 2 สวน ดังนั้น เราจึงมีสมการความสมดุลที่จะใชในการ
คํ านวณหาแรงปฏิกริยาที่ไมทราบคาทั้งหมดเทากับ 2(3) = 6 สมการ และเนื่องจากจํ านวนของสมการความสมดุลมีจํ านวน
เทากับแรงปฏิกริยาที่ไมทราบคา ดังนั้น โครงสรางนี้จึงเปนโครงสรางแบบ statically determinate

(b)

(c)

พิจารณาแผนภาพ free body diagram ของโครงสราง ดังที่แสดงในรูปที่ 12-14c เราจะหาคาแรงปฏิกริยา yA
และ yC  ไดดังนี้
+ ;0=∑ AM (25.68+16.08)2+(15.90+28.20)( o13.53cos )5.5+15.90( o13.53sin )2

-28.20( o13.53sin )6- yC (8) = 0

yC = 14.89 kN

+↑∑ = ;0yF - yA -15.90( o13.53sin )+28.20( o13.53sin )+14.89 = 0

yA  =  24.73 kN
พิจารณาแผนภาพ free body diagram ของสวน ADB  ที่แสดงในรูปที่ 12-14b เพื่อหาแรงปฏิกริยา xA  xB

และ yB
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+ ;0=∑ BM xA (7)-24.73(4)-25.68(5)-15.9(2.5) = 0

xA  = 38.15 kN
→+∑ = ;0xF -38.15+25.68+15.90 o13.53cos - xB  = 0

xB  = -2.93 kN
เครื่องหมายลบแสดงวาทิศทางของแรงปฏิกริยา xB  ที่เราสมมุติมีทิศทางตรงกันขามกับที่เกิดขึ้นจริง

+↑∑ = ;0yF -24.73-15.90 o13.53sin + yB =0

yB = 37.45 kN
พิจารณา free body diagram ของสวน BEC  ที่แสดงในรูปที่ 12-14b เพื่อหาแรงปฏิกริยา xC

→+∑ = ;0xF - xC +16.08+28.20 o13.53cos -2.93= 0

xC =30.07 kN
เราควรที่จะทราบดวยวา เราสามารถที่จะหาคาของแรงปฏิกริยาที่ไมทราบคาดังกลาวได โดยการหาคาของแรงป

ฏิกริยาภายใน xB  และ yB  ที่จุดรองรับ B  กอน ซึ่งจะทํ าไดโดยการใชสมการความสมดุลของโมเมนตบนสวน AB  โดย
ใหผลรวมของโมเมนตรอบจุดรองรับ A  มีคาเปนศูนยและใชสมการความสมดุลของโมเมนตบนสวน BC โดยใหผลรวม
ของโมเมนตรอบจุดรองรับ C  มีคาเปนศูนย จากนั้น ทํ าการแกสมการหาคาของ xB  และ yB  สุดทาย ใชสมการความสม
ดุลของแรงบนสวน AB  และ BC  หาคาแรงปฏิกริยาที่เหลือ
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บทที่ 3 
การวิเคราะหโครงขอหมุนแบบ Statically Determinate 

3.1 รูปแบบของโครงขอหมุน (Types of Trusses) 
 โครงขอหมุน (truss) เปนโครงสรางที่ไดมาจากการนําชิ้นสวนที่ตรงและมีขนาดหนาตัดที่เล็กเมื่อเทียบกับความ
ยาวหลายๆ ชิ้นมาเชื่อมตอกันที่ปลายในรูปแบบที่เปนสามเหลี่ยม เพื่อใหไดมาซึ่งโครงสรางที่มีน้ําหนักเบา แกรง และมี
เสถียรภาพ ดังตัวอยางที่แสดงในรูปที่ 3-1a การเชื่อมตอดังกลาวมักจะทําโดยใชสลักเกลียว (bolting) หรือการเชื่อม 
(welding) เขากับแผนประกับ (gusset plates) ดังที่แสดงตามรูปที่ 3-1b หรือโดยใชสลักเกลียวหรือการเชื่อมปลายของ
ชิ้นสวนดังกลาวเขาดวยกันโดยตรง ดังที่แสดงตามรูปที่ 3-1c โดยทั่วไปแลว แรงภายนอกจะกระทําตอโครงขอหมุนที่
จุดเชื่อมตอดังกลาวเทานั้น 
 

 
รูปที่ 3-1 

โครงขอหมุนรองรับหลังคา (Roof Truss) 
 roof truss เปนโครงขอหมุนที่ใชในการรองรับหลังคา ดังตัวอยางที่แสดงในรูปที่ 3-2 ตามรูป แรงที่กระทําบนแผน
มุงหลังคาจะถายลงมาที่จุดตอของโครงขอหมุนโดยผานทางแป (purlin) roof truss มักจะถูกรองรับโดยเสาหรือกําแพง 
roof truss ที่ถูกรองรับโดยเสามักจะถูกเรียกวา Bent ซึ่งมักจะถูกออกแบบใหมีความแกรง (rigidity) สูง เพื่อตานทานตอ
แรงกระทําที่มีทิศทางขนานไปกับ bent เชน แรงลม เปนตน ชองวางระหวาง bent สองอันมักจะถูกเรียกวาชวงเสา (bay) 
ซึ่งชวงเสาควรจะมีระยะประมาณ 4.5 เมตร เมื่อ roof truss มี span ประมาณ 18 เมตร และมีระยะประมาณ 6 เมตร เมื่อ 
roof truss มี span ประมาณ 30 เมตร โดยปกติแลว bent ที่อยูติดกันมักจะถูกยึดติดกันดวยค้ํายันแบบทแยง (diagonal 
bracing) เพื่อจะทําใหโครงสรางมีความแข็งแกรงมากขึ้นในการตานทานแรงกระทําที่มีทิศทางตั้งฉากกับ bent 
 

 
รูปที่ 3-2 

 

 ในการเลือกรูปแบบของ roof truss นั้น เราจะตองพิจารณาจากความยาวของ span ของหลังคา ความชัน 
(slope) ของหลังคา และชนิดของวัสดุที่ใชมุงหลังคา รูปที่ 3-3 แสดงรูปแบบตางๆ ของ roof truss รูปที่ 3-3 a ถึง 3-3c เปน 
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Howe และ Pratt truss ซึ่ง เหมาะกับหลังคาที่มีระยะระหวางเสา (span) ประมาณ 18-30 เมตร แตถา span ยาวกวานี้ 
Fink truss ตามรูปที่ 3-3f มักจะถูกนํามาใช ถาหลังคามีความชันนอย Warren truss ตามรูปที่ 3-3d มักจะถูกนํามาใช 
Sawtooth truss ตามรูปที่ 3-3e เหมาะสําหรับอาคารที่ตองการแสงสวางเขาสูอาคารโดยตรง Arched truss ตามรูปที่ 3-3g 
เหมาะสําหรับอาคารที่สูงและมี span ที่กวางมาก เชน gymnasium เปนตน 
 

 
 

รูปที่ 3-3 

โครงขอหมุนรองรับพ้ืนสะพาน (Bridge Truss) 
 

 
 

รูปที่ 3-4 
 

รูปที่ 3-4 แสดงตัวอยางของ bridge truss เราจะเห็นไดวา แรงที่กระทําบนพื้นของสะพาน (bridge deck) จะถาย
ลงที่คานซอย (stringer) แลวแรงที่กระทําตอคานซอยก็จะถายตอไปที่คานรับพื้น (floor beam) จากนั้น แรงที่กระทําตอ
คานรับพื้นก็จะถายไปลงที่จุดตอของ bridge truss และสุดทายที่จุดรองรับหรือฐานรากของ bridge truss ตามรูป จันทัน
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หรือคอรดบน (top cord) และขื่อหรือคอรดลาง (bottom cords) ของ bridge truss ถูกค้ํายันทางขวาง (lateral bracing) 
เพื่อตานทานแรงกระทําดานขาง (lateral forces) ซึ่งเกิดจากลมและตานทานตอการเซ (sidesway) ซึ่งเกิดจากน้ําหนัก
บรรทุกที่เคลื่อนที่ผานสะพาน นอกจากนั้นแลว bridge truss มักจะถูกค้ํายันโดยใช portal bracing และ sway bracing 
ดังที่แสดงตามรูปดวย เพื่อเพิ่มเสถียรภาพใหมากขึ้น สวนที่ยึดอยูภายในระหวางคอรดบนและคอรดลางมักจะถูกเรียกวา 
Web 

รูปที่ 3-5 แสดงตัวอยางของ bridge truss สําหรับสะพานที่มี span เดียว Pratt, Hawe, และ Warren truss 
ตามที่แสดงในรูปที่ 3-5a ถึง 3-5d มักจะใชในสะพานที่มีความยาวของ span ถึงประมาณ 60 เมตร ในกรณีที่ความยาว
ของ span มีคามากกวา 60 เมตรจนถึงความยาวประมาณ 90 เมตร Bridge truss เชน Parker truss ดังที่แสดงในรูปที่ 3-
5e จะใชวัสดุนอยกวาโครงขอหมุน 3 แบบแรก 

 

 
รูปที่ 3-5 

 

 รูปแบบของ bridge truss ที่ประหยัดวัสดุที่สุดคือ รูปแบบที่ชิ้นสวนของโครงขอหมุนในแนวทแยง (diagonals) 
ทํามุมเอียงระหวาง 45 o  ถึง 60 o กับแนวนอน ดังนั้น ถาความยาวของ span ของสะพานมีคามากขึ้นแลว ความลึกของ 
bridge truss ก็จะมีคามากขึ้นดวย ซึ่งจะสงผลใหความยาวของ panels ของ bridge truss มีคามากขึ้นและน้ําหนักของ
ระบบพื้นของสะพานก็จะมีคามากขึ้นตามไปดวย เพื่อที่จะควบคุมน้ําหนักของระบบพื้นของสะพานใหอยูในคาจํากัดที่ยอม
ให (tolerable limits) แลว Subdivided truss อยางเชน Baltimore truss ดังที่แสดงในรูปที่ 3-5f ไดถูกพัฒนาขึ้นมาใชใน
กรณีนี้ นอกจากนั้นแลว เราอาจจะใช K-truss ตามรูปที่ 3-5g ก็ได 
ขอสมมุติฐานในการวิเคราะหโครงขอหมุน (Assumptions for Truss Analysis) 
 กอนที่จะออกแบบโครงขอหมุน เราจําเปนที่จะตองทําการวิเคราะหหาแรงในชิ้นสวนของโครงขอหมุนกอน ซึ่งเรา
จะใชสมมุติฐาน 3 ขอ ดังตอไปนี้ 

1. จุดตอหรือขอตอ (Joint) ของโครงขอหมุนเปนหมุนที่ไรแรงเสียดทาน (frictionless pin) ดังนั้น 
ผลรวมของโมเมนตดัดที่ขอตอนี้จะมีคาเปนศูนย 

2. แรงภายนอกหรือน้ําหนักบรรทุกจะกระทําตอโครงขอหมุนที่จุดตอเทานั้น โดยเราจะไมพิจารณา
น้ําหนักของชิ้นสวนของโครงขอหมุน เนื่องจากมีคานอยมากเมื่อเทียบกับแรงกระทํา 
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3. วัสดุที่ใชทําช้ินสวนของโครงขอหมุนมีพฤติกรรมอยูในชวง linear elastic 
 จากสมมุติฐานที่ 1 เราจะไดวา ชิ้นสวนของโครงขอหมุนจะรับแรงดึงในแนวแกน (tensile axial force) หรือแรงกด
อัดในแนวแกน (compressive axial force) เทานั้น  

สมมุติฐานขอที่ 2 จะทําใหไมเกิดการดัดขึ้นในชิ้นสวนของโครงขอหมุนเนื่องจากแรงในแนวแกน  
สมมุติฐานขอที่ 3 กําหนดใหการเปลี่ยนแปลงรูปรางของโครงขอหมุนภายใตแรงกระทํามีคานอยมาก ซึ่งทําใหเรา

สามารถวิเคราะหโครงขอหมุนไดโดยใชรูปรางของโครงขอหมุนกอนที่จะถูกแรงภายนอกกระทํา  
เราควรทราบดวยวา ในกรณีที่ชิ้นสวนของโครงขอหมุนที่รับแรงดึงและแรงอัดมีความยาวเทากันและถูกกระทํา

โดยแรงที่มีขนาดเทากันแลว ชิ้นสวนที่รับแรงอัดมักจะมีหนาตัดที่ใหญกวาชิ้นสวนที่รับแรงดึง เพราะวาชิ้นสวนที่รับแรงอัด
มักจะขาดเสถียรภาพเนื่องจากการโกงเดาะ (buckling) 
3.2 ประเภทของโครงขอหมุนที่อยูในระนาบเดียว (Classification of Coplanar Trusses) 
 เราสามารถที่จะแยกประเภทของโครงขอหมุนที่อยูในระนาบเดียวออกไดเปน 3 ประเภทคือ โครงขอหมุนพื้นฐาน 
(simple truss) โครงขอหมุนประกอบ (compound truss) และโครงขอหมุนซับซอน (complex truss) 
โครงขอหมุนพื้นฐาน (Simple Truss) 
 พิจารณาโครงขอหมุน ดังที่แสดงในรูปที่ 3-6a ซึ่งประกอบดวยชิ้นสวน 4 ชิ้นเชื่อมตอกันดวยหมุด โครงขอหมุนนี้
จะไมสามารถรับแรงกระทําได ถาไมมีชิ้นสวนในแนวทแยง AC  หรือ BD  มาเสริม ดังนั้น รูปแบบพื้นฐานที่สุดของโครง
ขอหมุนซึ่งมีความแกรง (rigidity) และมีเสถียรภาพ (stability) จะมีรูปรางเปนรูปสามเหลี่ยม ดังที่แสดงในรูปที่ 3-6b 
 

 
รูปที่ 3-6  

 

จากรูปที่ 3-7a เราจะขยายโครงขอหมุน abc  ออกไดโดยการเพิ่มชิ้นสวนของโครงขอหมุนทีละ 2 ชิ้น ยกตัวอยาง
เชน ad  และ cd  เปนตน ซึ่งทําใหมีจุดตอของโครงขอหมุนเพิ่มขึ้น 1 จุด โครงขอหมุนที่มีลักษณะเชนนี้จะถูกเรียกวา 
โครงขอหมุนพื้นฐาน หรือ Simple truss ดังตัวอยางที่แสดงไวในรูปที่ 3-7a และ 3-7b อยางไรก็ตาม ตามรูปที่ 3-7b เรา
จะเห็นไดวา โครงขอหมุนพื้นฐานไมจําเปนตองประกอบไปดวยการตอช้ินสวนแบบสามเหลี่ยมทั้งหมด 
 

 
รูปที่ 3-7 
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โครงขอหมุนประกอบ (Compound Truss) 
 โครงขอหมุนประกอบเปนโครงขอหมุนที่ไดจากการเชื่อมตอโครงขอหมุนพื้นฐานเขาดวยกัน ซึ่งมักจะใชใน
โครงสรางที่มี span ที่ยาวมากขึ้นจากโครงขอหมุนพื้นฐาน เราสามารถที่จะประกอบโครงขอหมุนพื้นฐานใหเปนโครงขอ
หมุนประกอบได 3 แบบคือ 

แบบที่ 1: เชื่อมตอกันโดยมีจุดตอและชิ้นสวนรวมกัน ดังที่แสดงในรูปที่ 3-8a ซึ่งเราจะเห็นวา โครงขอหมุน
พื้นฐานเชื่อมตอกันโดยมีจุดตอรวมกันที่ a  และใชชิ้นสวน bc  รวมกัน 

แบบที่ 2: เชื่อมตอกันโดยใชชิ้นสวน 3 ชิ้น ดังที่แสดงในรูปที่ 3-8b ซึ่งเราจะเห็นวา โครงขอหมุนพื้นฐานถูก
เชื่อมตอกันโดยใชชิ้นสวน ad , bd , และ ac  

แบบที่ 3: เชื่อมตอกันโดยใช secondary simple truss เปนชิ้นสวนของ main simple truss อยางที่แสดงในรูปที่ 
3-8c เราจะเห็นวา abcdea  เปน main simple truss โดยมี secondary simple truss ab , bc , cd  และ de  เปน
ชิ้นสวนของ main simple truss นั้น 

 
รูปที่ 3-8 

โครงขอหมุนซับซอน (Complex Truss) 
 โครงขอหมุนซับซอนเปนโครงขอหมุนที่เราไมสามารถจัดใหเปนโครงขอหมุนพื้นฐานหรือโครงขอหมุนซับซอนได 
ดังที่แสดงในรูปที่ 3-9 
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รูปที่ 3-9 

Determinacy 
 เมื่อโครงขอหมุนอยูในระนาบเดียวกับแรงกระทํา  (coplanar truss) ผลรวมของโมเมนตที่จุดตอจะมีคาเทากับ
ศูนยเพราะจุดตอของโครงขอหมุนเปนหมุดที่ไมมีแรงเสียดทาน ซึ่งจะทําใหเรามีสมการสมดุลของแรงที่จุดตอของโครงขอ
หมุนเพียง 2 สมการเทานั้นคือ Fx∑ = 0  และ Fy∑  = 0 ถาให j  เปนจํานวนของจุดตอของโครงขอหมุน ดังนั้น เรา
จะมีจํานวนทั้งหมดของสมการสมดุลที่จะใชในการวิเคราะหหาแรงในชิ้นสวนของโครงขอหมุนเทากับ 2 j  
 แรงในชิ้นสวนของโครงขอหมุนและแรงปฏิกิริยาที่จุดรองรับจะเปนแรงไมทราบคา (unknown forces) ถาให b  
เปนจํานวนชิ้นสวนของโครงขอหมุนซึ่งมีคาเทากับแรงในชิ้นสวนของโครงขอหมุน และ r  เปนจํานวนของแรงปฏิกิริยาที่จุด
รองรับแลว โครงขอหมุนจะมีจํานวนของแรงที่ไมทราบคาทั้งหมดเทากับ (b r+ ) ดังนั้น เราจะหา determinacy ของโครง
ขอหมุนไดวา 
    (b r+ ) = 2 j    Statically determinate 
    (b r+ ) > 2 j   Statically indeterminate   (3-1) 
และ degree of indeterminacy จะมีคาเทากับ (b r+ ) - 2 j  
เสถียรภาพ (Stability) 
 ถา  (b r+ ) < 2 j  แลว โครงขอหมุนจะขาดเสถียรภาพ ในกรณีอื่นๆ เราจะตรวจสอบการขาดเสถียรภาพของ
โครงขอหมุนไดดังตอไปนี้ 

เสถียรภาพภายนอก (External Stability) 
 โครงขอหมุนจะขาดเสถียรภาพภายนอก เมื่อแรงปฏิกิริยามีทิศทางที่ขนานกัน (parallel reactions) ดังที่แสดงใน
รูปที่ 3-10a และเมื่อแรงปฏิกิริยาที่เกิดขึ้นกระทํารวมกันที่จุดใดจุดหนึ่ง (concurrent reactions) ดังที่แสดงในรูปที่ 3-10b 
 

 
รูปที่ 3-10 

เสถียรภาพภายใน (Internal Stability) 
 เราจะตรวจสอบเสถียรภาพภายในของโครงขอหมุนไดจากการพิจารณาลักษณะการจัดเรียงชิ้นสวนของโครงขอ
หมุน โครงขอหมุนจะมีเสถียรภาพภายใน เมื่อจุดตอของโครงขอหมุนถูกจัดเรียงและถูกยึดติดกันอยางไมมีการเคลื่อนที่
แบบวัตถุแกรง (rigid body) เมื่อเทียบกับจุดตออื่นๆ ดังเชนในโครงขอหมุนพื้นฐานตามที่แสดงในรูปที่ 3-11a เปนตน  
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รูปที่ 3-11 

 

รูปที่ 3-11b แสดงตัวอยางของโครงขอหมุนที่มีการจัดเรียงชิ้นสวนที่ไมเหมาะสม โครงขอหมุนนี้จะขาดเสถียรภาพ
ภายใตแรงกระทํา เนื่องจากไมมีการยึดจุดตอ A  เขากับจุดตอ B  หรือจุดตอ C  เขากับจุดตอ D  

การตรวจสอบเสถียรภาพภายในของโครงขอหมุนประกอบจะทําไดโดยการพิจารณาการจัดเรียงโครงขอหมุน
พื้นฐานเขาดวยกัน ยกตัวอยางเชน โครงขอหมุนประกอบ ตามรูปที่ 3-12 จะเปนโครงขอหมุนประกอบที่ขาดเสถียรภาพ
ภายใน เนื่องจากชิ้นสวน AD , BE , และ CF  มีแนวแกนที่รวมกันที่จุด o  ซึ่งถามีแรงภายนอกมากระทําที่จุดตอ A , 
B , หรือ C  แลว โครงขอหมุน ABC  จะเกิดการหมุนขึ้น ซึ่งทําใหโครงขอหมุนขาดเสถียรภาพ 

 

                                 
รูปที่ 3-12     รูปที่ 3-13 

 

ในกรณีของโครงขอหมุนซับซอน การตรวจสอบนี้จะไมสามารถที่จะกระทําไดโดยงาย แตจะทําไดโดยวิธีวิเคราะห
หาแรง (force analysis) เชน โครงขอหมุนซับซอน ตามรูปที่ 3-13 จะไมมีเสถียรภาพภายใน เมื่อระยะ d  = d′ เทานั้น 

กลาวโดยสรุปแลว เราจะไดวา 
 (b r+ ) < 2 j   unstable 

(b r+ ) ≥  2 j  unstable เมื่อแรงปฏิกิริยาของโครงขอหมุนที่เกิดขึ้นกระทํารวมที่จุด
เดียวกัน (concurrent) หรือเมื่อแรงปฏิกิริยาที่เกิดขึ้นมีทิศทางที่ขนานกัน 
(parallel) หรือถารูปแบบของโครงขอหมุนเปนรูปแบบที่พังทลายได 
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ตัวอยางที่ 3-1 
 

 
 

b  = 23 r =3 j =13 23+3 = 2(13) Statically determinate compound truss: type 2 
 

 
 

b  = 13 r =3 j =8 13+3 = 2(8) Statically determinate truss 
 

 
 

b  = 20 r =3 j =10 20+3 > 2(10) Statically indeterminate truss with 3 degree of 
indeterminacy 

 

 
 

b  = 15 r =3 j =9 15+3 = 2(9) Externally unstable truss 
 

 
 

b  = 8 r =3 j =6 8+3 < 2(6) Internally unstable truss 
 

 
 

b  = 17 r =5 j =10 17+5 > 2(10) Internally unstable truss 
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3.3 วิธีตัดรูปรอบจุดตอ (Method of Joints) 
 เมื่อโครงขอหมุนอยูในสภาวะสมดุลแลว จุดตอของโครงขอหมุนก็จะอยูในสภาวะสมดุลดวย ในการวิเคราะหโครง
ขอหมุนโดยวิธี method of joints เราจะใชเงื่อนไขความสมดุลของแรง Fx∑ = 0  และ Fy∑ = 0 ที่จุดตอของโครงขอ
หมุน ในวิธีการนี้ หลังจากที่เราไดคาแรงปฏิกิริยาที่จุดรองรับ (support reactions) ของโครงขอหมุนแลว เราจะวาด
แผนภาพ free body diagram ของจุดตอ แลวใชสมการความสมดุลหาคาของแรงที่เกิดขึ้นที่จุดตอเหลานั้น โดยเราจะเริ่ม
จาก จุดตอที่มีแรงไมทราบคา (unknown forces) ไมเกิน 2 คา 
 โดยทั่วไปแลว การหาทิศทางของแรงภายในชิ้นสวนของโครงขอหมุนจะทําไดโดยการสมมุติใหแรงภายในชิ้นสวน
ที่ไมทราบคามีทิศทางเปนแบบแรงดึงเสมอ ดังนั้น ถาคาที่คํานวณไดมีคาเปนบวก แรงนั้นก็จะเปนแรงดึง และถาเปนลบ 
แรงนั้นก็จะเปนแรงอัด จากนั้น เราจะใชทิศทางและขนาดของแรงที่เราหาไดกระทําตอจุดตออื่นๆ ตอๆ ไป แลวทําการหา
คาแรงไมทราบคาที่จุดตอเหลานั้น อีกวิธีการหนึ่งจะเปนแบบการตรวจสอบ ซึ่งตองอาศัยความเขาใจเปนหลัก อยางเชน
ตามรูปที่ 3-19b ซึ่งเปนแผนภาพ free body diagram ของจุดตอ B ของโครงขอหมุนตามรูปที่ 3-14a เราจะเห็นวา FBC  
ควรที่จะเปนแรงอัดที่กระทําตอหมุด B เนื่องจากวาแรงในแนวแกนนอน o45sinBCF  ตองมีคาเทากับ 1000 N  
( Fx∑ = 0) และรูปที่ 3-14b แรงในแนวแกนตั้ง o45cosBCF  ตองมีคาเทากับแรงในแนวแกนตั้ง FBA  ซึ่งควรที่จะมี
ทิศทางแบบแรงดึง ถาเปนไปได วิธีการทั้งสองนี้ควรที่จะใชรวมกัน 
 

 
รูปที่ 3-14 

3.4 Zero-Force Members 
 การวิเคราะหโครงขอหมุนโดยวิธี method of joints จะกระทําไดงายขึ้น ถาเราสามารถหา zero-force members 
หรือชิ้นสวนของโครงขอหมุนที่ไมมีแรงกระทําได โดยที่ชิ้นสวนของโครงขอหมุนจะเปน zero-force member เมื่อ  

1. จุดตอของโครงขอหมุนเกิดจากการเชื่อมตอกันโดยชิ้นสวนเพียง 2 ชิ้นและไมมีแรงภายนอกหรือแรงปฏิกิริยา
กระทําที่จุดตอนั้น เชน ชิ้นสวนที่เชื่อมตอกันที่จุดตอ D ในรูปที่ 3-15 เปนตน 

 

 
รูปที่ 3-15 
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2. จุดตอของโครงขอหมุนเกิดจากการเชื่อมตอกันโดยชิ้นสวน 3 ชิ้น โดยที่ 2 ใน 3 ของชิ้นสวนเหลานั้นอยูใน
แนวเดียวกัน (collinear) และไมมีแรงภายนอกหรือแรงปฏิกิริยากระทําที่จุดตอนั้น ชิ้นสวนที่เหลือจะเปน 
zero-force member เชน ชิ้นสวน BE ตามที่แสดงในรูปที่ 3-16 ซึ่งเชื่อมตออยูกับชิ้นสวน AB และ BC และ
ไมมีแรงกระทําที่จุดตอ B นั้น เปนตน 

 

 
 

รูปที่ 3-16 
 

เราควรทราบดวยวา เราจะไมสามารถตัด zero-force members ออกจากโครงขอหมุนได เนื่องจากชิ้นสวน
เหลานี้มักจะถูกใชในการรักษาเสถียรภาพของโครงขอหมุนในระหวางการกอสรางและในกรณีที่แรงกระทําตอโครงขอหมุน
มีการเปลี่ยนแปลงทิศทางและตําแหนงที่กระทํา 
3.5 วิธีตัดรูปตัด (Method of Sections) 
 การวิเคราะหโครงขอหมุนโดยวิธี method of sections จะใชเมื่อเราตองการหาแรงภายในชิ้นสวนของโครงขอ
หมุนเพียงบางชิ้นสวนเทานั้น วิธีการนี้เริ่มจากการตัดโครงขอหมุนผานชิ้นสวนของโครงขอหมุนที่เราตองการหาคาแรง
ภายในออกเปน 2 สวน ถาโครงขอหมุนอยูในสมดุลแลว สวนที่ถูกตัดแยกออกจากกันก็จะอยูในสมดุลดวย ดังนั้น เราจะใช
สมการความสมดุลของแรงและโมเมนตบนสวนของโครงขอหมุน (อาจจะใชแคสวนใดสวนหนึ่งหรือทั้งสองสวนพรอมกัน 
ขึ้นอยูกับสถานการณที่มีอยู) หาคาแรงภายในที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนของโครงขอหมุน 
 ในวิธีการนี้ การพิจารณาสวนที่จะตัดผานมีความสําคัญมาก โดยที่จุดที่จะตัดผานตองมีคาแรงไมทราบคาไมเกิน 
3 คา เพราะวาเรามีสมการความสมดุลแค 3 สมการตอหนึ่งสวนของโครงขอหมุน ยกตัวอยางเชน ถาเราตองการหาคาแรง
ในชิ้นสวน EC  ตามที่แสดงในรูปที่ 3-17 เราควรตัดโครงขอหมุนในแนว 1-1 และเราจะเขียนแผนภาพ free body 
diagram ไดตามรูปที่ 3-17b และ 3-17c ซึ่งมีแรงที่ไมทราบคาอยู 3 แรงคือ FBC ECF  และ EDF  จากนั้น ใชสมการความ
สมดุล 3 สมการหาคาแรงดังกลาว  
 การหาทิศทางของแรงภายในชิ้นสวนของโครงขอหมุนที่ไมทราบคาจะมีลักษณะคลายกันกับที่ไดกลาวไปแลว 
โดยสมมุติใหแรงภายในชิ้นสวนของโครงขอหมุนที่ไมทราบคามีทิศทางเปนแรงดึงเสมอ ดังนั้น ถาคาแรงที่คํานวณไดมีคา
เปนบวก แรงนั้นก็จะเปนแรงดึงและถาเปนลบ แรงนั้นก็จะเปนแรงอัด อีกวิธีการหนึ่งจะเปนแบบการตรวจสอบ อยางเชน
ตามรูปที่ 3-17b เราจะเห็นวา แรง FBC  ควรที่จะเปนแรงดึงที่กระทําตอหมุด B  เนื่องจากวาในทิศทางนี้ FBC  จะ
กอใหเกิดสมดุลของโมเมนตรอบจุด E  กับโมเมนตเนื่องจากแรงกระทําขนาด 2 kN  ที่จุดตอ A  นอกจากนั้นแลวแรง 
ECF  ก็ควรที่จะเปนแรงดึง เพราะวาในทิศทางนี้ องคประกอบของแรง ECF  ในแนวดิ่งจะมีทิศทางพุงขึ้นบน ซึ่งจะทําให

เกิดสมดุลในแนวดิ่งกับแรง 2 kN  ถาเปนไปได วิธีการทั้งสองนี้ควรที่จะนํามาใชรวมกัน 
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รูปที่ 3-17 

3.6 โครงขอหมุนประกอบ (Compound Trusses) 
 โดยทั่วไปแลว การวิเคราะหโครงขอหมุนประกอบจะทําไดโดยใชวิธี method of joints และ method of sections 
รวมกัน โดยเริ่มตน เราจะจําแนกประเภทของโครงขอหมุนออกเปน 3 ประเภทตามที่ไดกลาวถึงไปแลว และใชขั้นตอนดัง
ตัวอยางตอไปนี้ในการวิเคราะห 
โครงขอหมุนประกอบ แบบที่ 1: 
ตัวอยางที่ 3-2  

         
(a) 

รูปที่ 3-18 
 

1. หาคาแรงปฏิกิริยาที่จุดรองรับของโครงขอหมุนประกอบ  
จากแผนภาพ free body diagram ของโครงขอหมุนและสมการความสมดุล เราจะไดวา แรงปฏิกิริยา 
kN 0=xA  kN 5=yA  และ kN 5=yE  
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(b) 

 

2. ใช method of sections โดยตัดโครงขอหมุนประกอบผานชิ้นสวนเชื่อมตอและจุดตอที่เชื่อมโครงขอหมุน
พื้นฐาน  จากนั้น หาคาแรงที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนที่เชื่อมตอโครงขอหมุน 

ในกรณีใช section aa −  ตัดโครงขอหมุนประกอบ ซึ่งเราจะเขียนแผนภาพ free body diagram ของสวนของ
โครงขอหมุนที่ถูกตัดไดดังแสดง จากนั้น ใช ∑ = 0CM  ในการหาคาแรง HGF  ซึ่งเราจะได (C) kN 46.3=HGF  

 

     
(c) 

 

3. ทําการวิเคราะหโครงขอหมุนพื้นฐานทั้งสองโดยใชวิธี method of joints และ method of sections ตามที่ได
กลาวไปแลว 
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โครงขอหมุนประกอบ แบบที่ 2:  
ตัวอยางที่ 3-3 

1.หาคาแรงปฏิกิริยาที่จุดรองรับของโครงขอหมุนประกอบ 
 

 
(a) 

รูปที่ 3-19 
 

2.ใช method of sections โดยตัดโครงขอหมุนประกอบผานชิ้นสวนที่เชื่อมตอโครงขอหมุนพื้นฐานทั้ง 3 ชิ้นสวน 
แลวใชแผนภาพ free body diagram ของสวนของโครงขอหมุนที่ถูกตัด ในการหาคาแรงในชิ้นสวนทั้ง 3 นั้น 
 ในกรณีใช section aa −  ตัดโครงขอหมุนประกอบ ซึ่งเราจะเขียนแผนภาพ free body diagram ของสวนของ
โครงขอหมุนที่ถูกตัดไดดังแสดง จากนั้น ใชสมการสมดุล 3 สมการในการหาคาแรง CEF  BHF  และ DGF  โดยที่ 

(C) kN 675.2== BHCE FF  (T) kN 783.3=DGF  
 

 
(b) 

 

3. ทําการวิเคราะหโครงขอหมุนพื้นฐานทั้งสองโดยใชวิธี method of joints และ method of sections ตามที่ได
กลาวไปแลว 
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โครงขอหมุนประกอบ แบบที่ 3: 
ตัวอยางที่ 3-4  

 1. หาคาแรงปฏิกิริยาที่จุดรองรับของโครงขอหมุนประกอบ 
 

           
(a) 

รูปที่ 3-20 
 

2. เอา secondary simple trusses ออกจาก โครงขอหมุนประกอบโดยแทน secondary simple trusses ดวย 
"ชิ้นสวนสมมุติ"  ซึ่งทําใหโครงขอหมุนประกอบนี้อยูในรูปของ main simple truss   

 

 
(b) 

 

3. เขียนแผนภาพ free body diagram ของ secondary simple trusses ดังกลาว และหาคาแรงปฏิกิริยา 
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(c) 

 

4.  แรงปฏิกิริยาที่หามาไดกระทําตอ main simple truss แลว วิเคราะหหาแรงที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนตางๆ ของ main 
simple truss 
 

 
(d) 

 

5. ใชแรงที่หาไดในขอ 4 ในการวิเคราะหหาแรงที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนตางๆ ของ secondary simple trusses  
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3.7 โครงขอหมุนซับซอน (Complex Trusses) 
 โดยทั่วไปแลว การวิเคราะหหาแรงในชิ้นสวนของโครงขอหมุนซับซอนจะทําไดโดย method of joints โดยเราจะ
เขียนสมการความสมดุล 2 สมการตอ 1 จุดตอ ซึ่งถาเรามีจํานวนจุดตอทั้งหมดเทากับ j  แลว เราจะไดสมการความสมดุล
ทั้งหมด 2 j  จากนั้น เขียนสมการความสมดุลที่ไดใหอยูในรูปของสมการหลายชั้น (simultaneous equations) สุดทาย แก
สมการหลายชั้นดังกลาวเพื่อหาแรงในชิ้นสวนของโครงขอหมุนซับซอน อยางไรก็ตาม ถึงแมนวาวิธีการนี้จะเปนวิธีการที่
ตรงไปตรงมา แตการตั้งสมการและการแกสมการหลายชั้นจะมีความยุงยากมาก อีกวิธีการหนึ่งที่จะนํามาใชซึ่งเหมาะ
สําหรับโครงขอหมุนซับซอนที่มีขนาดเล็กและสามารถทําดวยมือไดคือ method of substitute members ซึ่งมีพื้นฐานมา
จากหลักการ superposition และมีขั้นตอนดังที่จะกลาวตอไปนี้ (พิจารณารูปที่ 3-21 ประกอบ) 
 

 
รูปที่ 3-21 

 

1. หาคาแรงปฏิกิริยาที่จุดรองรับตางๆ ของโครงขอหมุน 
2. ลดรูปของโครงขอหมุนใหอยูในรูปของโครงขอหมุนพื้นฐานที่มีเสถียรภาพ โดยการยายโอนชิ้นสวนของโครง

ขอหมุนใหมีแรงไมทราบคาที่จุดตอตางๆ ไมเกิน 2 คาเทานั้น ยกตัวอยางเชน ในโครงขอหมุนซับซอน ตามรูป
ที่ 3-21a นั้น เราจะยายชิ้นสวน AD  ไปที่ EC  ตามรูปที่ 3-21b เปนตน 

3. หาคาแรงในชิ้นสวนตางๆ ในโครงขอหมุนพื้นฐานที่ไดจากขั้นตอนที่ 2 โดยใช method of joints ตามรูปที่ 3-
21b กําหนดใหคาแรงในชิ้นสวน i  เนื่องจากแรงภายนอก P  ที่จุดตอ E  มีคาเทากับ ′Si  

4. เอาแรงภายนอกที่กระทําตอโครงขอหมุนพื้นฐานออก และใหแรง 1 หนวยซึ่งมีทิศทางตรงกันขามแตอยูใน
แนวเดียวกันกระทําที่จุดตอทั้งสองของชิ้นสวนที่ถูกยายโอน แลววิเคราะหหาแรงในชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอ
หมุนอีกครั้ง ตามรูปที่ 3-21c กําหนดใหคาแรงในชิ้นสวน i ซึ่งเกิดจากแรง 1 หนวยในทิศทางของชิ้นสวนที่
ถูกยายโอน AD  มีคาเทากับ si  

5. เนื่องจากในความเปนจริงนั้น คาแรง 1 หนวยดังกลาวควรมีขนาดที่ไมทราบคา x  ซึ่งกอใหเกิดแรงใน
ชิ้นสวน i มีขนาดเทากับ xsi  โดยใชหลักการ superposition เมื่อเรารวมคาของแรงในแตละชิ้นสวนของ
โครงขอหมุนที่ไดมาจากขั้นตอนที่ 3 และ 4 เขาดวยกันแลว เราจะไดวา คาแรงที่เกิดขึ้นในชิ้นสวน i ( Si ) มี
คาเทากับ 

   Si  = ′Si  + xsi   



เอกสารประกอบการสอนวิชาทฤษฎีโครงสราง Theory of Structures เรียบเรียงโดย ผศ.ดร. สิทธิชัย แสงอาทิตย SUT 3-17

  แตเนื่องจากวา ชิ้นสวนที่เราไดจากการยายโอน เชน ในกรณีของชิ้นสวน EC  ตามรูปที่ 3-21b ไมไดมีอยูจริง
ในโครงขอหมุนซับซอน ดังนั้น แรงที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนดังกลาวหรือ ECS  จะมีคาเปนศูนย ดังนั้น 
    0 = ECS ′  + ECxs  
ซึ่งจะทําใหเราสามารถหาคาของ x ไดจาก x = - ECS ′ / ECs  และจากนั้น คาของแรงที่เกิดขึ้นจริงในชิ้นสวนตางๆ ( Si ) ก็
จะหามาไดโดยการแทนคาลงในสมการ Si  = ′Si  + xsi    
ตัวอยางที่ 3-5 
 จงวิเคราะห complex truss ดังที่แสดงในรูปที่ 3-22 ซึ่งถูกกระทําโดยแรง kN 20 =P  
 

             
รูปที่ 3-22 

 

ตารางที่ 3-1 
Members )kN(iS ′  si  ixs  Si  
AB  25 -1 25 50 
BC  25 -1 25 50 
CD  0 -1.4 35 35 

DE  0 -1.1314 28.283 28.283 

EF  32.325 -0.97 24.25 56.57 

AF  40 -1.2 30 70 

BE  -30 1.2 -30 -60 
CF  -28.571 0.857 -21.425 -50 
CE  7.693 0.3077 -7.693 0 

 

1. ทําการวิเคราะห complex truss ตามขั้นตอนที่ 1 ถึงขั้นตอนที่ 4 และจากรูปที่ 3-21b และ 3-21c ดังได
กลาวถึงไปแลว ซึ่งเราจะหาคาแรงในแนวแกนในชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอหมุน ′Si  และ si  ไดดังที่แสดง
ใน column ที่ 2 และ 3 ของตารางที่ 3-1 

2. หาคาของ unknown x  ไดจากสมการ ECS  = ECS ′  + ECxs  = 0 ซึ่งเราจะไดวา 
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x = -
EC

EC

s
S ′ = -

3077.0
693.7  

ADSx == kN -25.0   
3. คํานวณหาคา ixs  ดังที่แสดงใน column ที่ 4 ของตารางที่ 3-1 
4. แทนคาตางๆ ที่คํานวณไดลงในสมการ Si  = ′Si  + xsi  เพื่อหาคาของแรงที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนตางๆ ของ

โครงขอหมุน ดังที่แสดงใน  column ที่ 5 
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บทที่ 4 
แรงและโมเมนตภายในองคอาคารของโครงสราง 

4.1 แรงภายใน (Internal Load) 
 แรงภายใน (internal load) เปนแรงหรือโมเมนตที่เกิดขึ้นที่หนาตัดใดหนาตัดหนึ่งของโครงสราง ภายใตการ
กระทําของแรงหรือน้ําหนักบรรทุกภายนอกที่กระทําอยูบนโครงสรางนั้น ซึ่งเราจะหาไดโดยใชวิธี method of sections 
โดยทั่วไปแลว แรงภายในโครงสรางที่อยูในระนาบเดียว (coplanar structure) จะประกอบดวยแรงตั้งฉาก N  (normal 
force) แรงเฉือน V  (shear force) และโมเมนตดัด M  (bending moment) แรงภายในเหลานี้เปนผลลัพธที่เกิดจาก
ความตานทานของโครงสรางตอแรงกระทํา ซึ่งอยูในรูปของการกระจายของหนวยแรง (stress distribution) บนหนาตัดของ
โครงสรางที่จุดตัดนั้น ในทางกลับกัน ถาเราทราบคาแรงและโมเมนตภายในที่เกิดขึ้นที่หนาตัดและถาเราสมมุติการกระจาย
ของหนวยแรงใหสอดคลองกับการกระทําของแรงภายนอกแลว เราจะสามารถหาคาของหนวยแรงนั้นได 
 โดยทั่วไปแลว ขั้นตอนในการหาแรงภายในจะประกอบไปดวย 3 ขั้นตอนหลักคือ 

1. หาแรงปฏิกิริยาที่จุดรองรับ (support reactions) 
2. เขียนแผนภาพ free body diagram ของสวนตัดองคอาคาร 
3. ใชสมการความสมดุลหาแรงภายใน 

Sign Convention 
 กําหนดให sign convention ของแรงตั้งฉาก แรงเฉือน และโมเมนตดัด ดังที่แสดงในรูปที่ 4-1 มีคาเปนบวก เรา
จะเห็นวา แรงตั้งฉากจะมีคาเปนบวก เมื่อแรงตั้งฉากนั้นเปนแรงดึง แรงเฉือนจะมีคาเปนบวก เมื่อแรงเฉือนนั้นมีทิศทาง
หมุนตามเข็มนาฬิกา และโมเมนตดัดจะมีคาเปนบวก เมื่อโมเมนตดัดทําใหองคอาคารของโครงสรางแอนตัวเปนรูปกระทะ 
 

 
รูปที่ 4-1 

4.2 ฟงกชันของแรงเฉือนและโมเมนตดัด (Shear and Moment Functions) 
 ในการออกแบบคาน เราจะตองทราบการแปรเปลี่ยนของคาแรงเฉือนและโมเมนตดัดซึ่งเปนฟงกชันกับตําแหนง 
x  ในแนวแกนของคานกอน โดยเราจะหาไดโดยวิธี method of sections ทําการตัดคานที่ตําแหนง x  ใดๆ ซึ่งวัดอางอิง
จากปลายดานใดดานหนึ่งของคาน จากนั้น นําคาสูงสุดของโมเมนตดัดและแรงเฉือนมาออกแบบหนาตัดของคาน 

โดยทั่วไปแลว เมื่อแรงและโมเมนตที่กระทําตอคานเปนแรงกระทําเปนจุด (concentrated load) ดังเชนที่จุด C  
และจุด D  ในรูปที่ 4-2 หรือเมื่อคาของแรงกระจาย (distributed load) มีการเปลี่ยนแปลงอยางทันทีทันใด ดังเชนที่จุด B  
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ในรูปที่ 4-2 แลว ฟงกชันของแรงเฉือนและโมเมนตดัดจะมีความไมตอเนื่อง (discontinuity) ที่จุดนั้นๆ ในกรณีเชนนี้ เราจะ
หาฟงกชันของแรงเฉือนและโมเมนตดัดจากแตละชวงของคาน ซึ่งอยูระหวางความไมตอเนื่องของแรงและโมเมนตดังกลาว 
ดังที่แสดงในรูปที่ 4-2 จากรูป เราจะเห็นไดวา คานดังกลาวควรถูกแบงออกไดเปน 3 ชวงคือ ชวง AB  มีพิกัด 
(coordinate) เปน 1x  ชวง BC  มีพิกัดเปน 2x  และชวง CD  มีพิกัดเปน 3x  โดยที่พิกัดทั้งสามอาจจะมีจุดเริ่มตน
เดียวกันที่จุด A  เพียงจุดเดียว ดังที่แสดงในรูปที่ 4-2a หรืออาจจะมีจุดเริ่มตนที่จุดที่ตางกัน ดังที่แสดงในรูปที่ 4-2b ก็ได 
ถาเราสังเกต เราจะเห็นไดวา ในกรณีนี้ถาเราใชพิกัดแบบแรก เราจะหาฟงกชันของ V และ M ไดงายกวาในกรณีที่เราใช
พิกัดแบบที่สอง 

          
 

รูปที่ 4-2 
ตัวอยางที่ 4-1 
 จงหาฟงกชันของแรงเฉือนและโมเมนตดัดของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 4-3a กําหนดให =0w kN/m 10  และ 
=P  kN 2   

เราจะหาฟงกชันของแรงเฉือนและโมเมนตดัดของคานไดดังตอไปนี้ 
 1. หาแรงปฏิกิริยาที่จุดรองรับ A  และ C  

 
(a) 

รูปที่ 4-3 
 

+∑ = ;0CM    )5(AR  + 2(2) - 0.5(3)10(2+3/3) = 0 

AR  = 8.2 kN  
↑+∑ = ;0yF    AR  + CR  - 0.5(3)10 – 2 = 0 

CR  = 8.8 kN  
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 2. เขียนแผนภาพ free body diagram ของสวนตัดของคาน 
m; 30 1 ≤≤ x  

  
(b) 

โดยการใชสามเหลี่ยมคลาย เราจะสามารถหาคาของ )( 1xw  ได โดยที่ 11 3
10)( xxw =  ดังนั้น เราจะไดวา 

kN 
3
52.8

3
10)(5.02.8)( 2

1111 xxxxV −=−=  

m-kN 
9
52.8)

3
(

3
10)(5.02.8)( 3

11
1

1111 xxxxxxxM −=−=  

m; 5m 3 2 ≤≤ x  

   
(c) 

 

ระยะหางระหวางจุด B  และรอยตัดมีคาเทากับ m 32 −x  
kN 8.810)3(5.02.8)( 2 −=−=xV  

m-kN 308.6))3(
3
3(10)3(5.02.8)( 2222 +−=−+−= xxxxM  

 

             
(d) 

m; 20 3 ≤≤ x  
kN 2)( 3 =xV  

m-kN 2)( 33 xxM =  
 จากสมการของแรงเฉือนและโมเมนตดัดที่หาได เราจะสามารถเขียน shear diagram และ moment diagram 
ของคานไดดังที่แสดงในรูป และตําแหนงที่เกิดโมเมนตดัดสูงสุดและคาโมเมนตดัดสูงสุดจะหาไดดังนี้ 

จากสมการของ )( 1xV  เราจะสามารถหาระยะ  1x  ซึ่งทําให )( 1xV  จะมีคาเปนศูนยจากการแทนคา 
0)( 1 =xV  ลงในสมการของ )( 1xV  ดังนั้น 
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2
13

52.80 x−=   ⇒ m 218.21 =x  

ดังนั้น คาสูงสุดของโมเมนตดัดที่เกิดขึ้นในคานจะมีคาเทากับ 

m-kN 126.12)218.2(
9
5)218.2(2.8)m 218.2( 3

1 =−==xM  
 

 
 

 
(e) 
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4.3 แผนภาพของแรงเฉือนและโมเมนตของคาน (Shear and Moment Diagrams for a Beam) 
 เมื่อเรานําคาแรงเฉือน V และโมเมนต M ซึ่งเปนฟงกชันของพิกัด x  มาเขียนกราฟแลว กราฟที่ไดจะถูกเรียกวา 
shear diagram และ moment diagram ตามลําดับ ในบางกรณีที่คานถูกกระทําโดยแรงตางๆ ที่คอนขางซับซอน อยางเชน
ที่แสดงในรูปที่ 4-4 การเขียน shear diagram และ moment diagram จะมีความยุงยากและใชเวลานาน ซึ่งจากการ
พิจารณาหาความสัมพันธที่จะกลาวถึงตอไปนี้จะชวยใหการเขียน shear diagram และ moment diagram งายขึ้น 
 

 
รูปที่ 4-4 

สวนของคานที่ถูกกระทําโดยแรงกระจาย (Regions for Distributed Loads) 
 พิจารณาคาน AD  ดังที่แสดงในรูปที่ 4-4a และแผนภาพ free body diagram ของสวนของคานที่มีความยาว
นอยมาก ∆x  ซึ่งตัดออกมาที่ระยะ x  และ +x ∆x  จากจุดรองรับ A  ดังที่แสดงในรูปที่ 4-4b กําหนดใหทิศทางของ
แรงและแรงคูควบ (couple) มีคาเปนบวก แรงลัพธที่เกิดจากแรงกระจาย w x( )  จะมีคาเทากับ w x( ) ∆x  และกระทําที่
ระยะ ∈ ∆x  จากจุด o  เมื่อ 10 <∈<  

โดยใชสมการความสมดุล เราจะไดวา 
+↑ 0=∑ yF ;   V  - w x( ) ∆x  - (V +∆V ) = 0    

∆V  = - w x( ) ∆x  
+ 0=∑ oM ;  -V ∆x  - M  + w x( ) ∆x  [∈ ∆x ] + ( M  + ∆M ) = 0 

∆M  = V ∆x  - w x( )  ∈ ∆x 2  
เมื่อหารสมการทั้งสองดวย ∆x  และใส limit โดยให∆x→ 0 แลว เราจะไดวา 

     
dx
dV  = -w x( )       (4-1) 

(ความชันของ shear diagram ที่จุดใดๆ = คาลบของแรงกระจายที่จุดนั้น) 

     
dx
dM  = V       (4-2) 

(ความชันของ moment diagram  ที่จุดใดๆ = คาแรงเฉือนที่จุดนั้น) 
จากสมการที่ 4-1 ถึง 4-2 เราจะเห็นวา สมการของแรงเฉือน V x( )  จะมีกําลังของตัวแปร x  มากกวาสมการ

ของแรงแผกระจาย w x( )  หนึ่งคา และสมการของโมเมนต M x( )  จะมีกําลังของตัวแปร x  มากกวาสมการของแรง
เฉือน V x( ) หนึ่งคา  และจากสมการที่ 4-2 เราจะเห็นวาเมื่อ 0=V  แลว 0/ =dxdM  ซึ่งหมายความวา จุดที่มีแรง
เฉือนเทากับศูนยจะเปนจุดที่คาของโมเมนตมีคาสูงสุด เมื่อ shear diagram เปล่ียนคาจากบวกเปนลบที่จุดนั้น และจะเปน
จุดที่โมเมนตมีคาต่ําสุดเมื่อ shear diagram เปล่ียนคาจากลบเปนบวกที่จุดนั้น 
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รูปที่ 4-5 

 

ถาเราเขียนสมการที่ 4-1 และ 4-2 ใหอยูในรูป dV  = − w x dx( )  และ dM  = V dx  ซึ่งแทนพื้นที่ภายใต 
แรงกระจายและใต shear diagram ตามลําดับ แลวทําการอินทิเกรต (integration) สมการทั้งสอง เราจะไดวา 

∆V  = − ∫ w x dx( )      (4-3) 
(การเปลี่ยนแปลงของแรงเฉือน = คาลบของพื้นที่ภายใตแรงกระจาย) 

∆M  = ∫ dxxV  )(      (4-4) 
(การเปลี่ยนแปลงของโมเมนต = พื้นที่ภายใต  shear diagram) 

ซึ่งความหมายของสมการที่ 4-3 และ 4-4 จะเห็นไดชัดเจนขึ้นเมื่อพิจารณารูปที่ 4-5 
ตัวอยางที่ 4-2 
 จงเขียน shear diagram และ moment diagram ของคาน ACB  ซึ่งถูกกระทําโดยน้ําหนักบรรทุกกระจาย
สมํ่าเสมอ (Uniformly distributed load) w  ดังที่แสดงในรูปที่ 4-6a 

 

 
(a) 

รูปที่ 4-6 
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จากรูป คานมีความสมมาตรของแรงกระทําและรูปรางรอบจุดกึ่งกลางคาน C  ดังนั้น เมื่อเราใชสมการความ
สมดุลบน free body diagram ของคาน เราจะหาแรงปฏิกิริยาที่จุดรองรับได โดยที่ 

2
wLRR ByAy ==   และ 0=AxR  

จากนั้น ทําการตัดคานที่ระยะ x  จากจุดรองรับ A  แลว เขียน free body diagram ของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 
4-6a และเราจะหา function ของแรงเฉือนและโมเมนตดัดภายในที่เกิดขึ้นที่หนาตัดดังกลาวไดดังนี้ 

+↑ ;0=∑ yF     0
2

)( =+−−
wLwxxV  

wxwLxV −=
2

)(  

+ ∑ = ;0M     0
22

)( =−+ xwLxwxxM  

22
)(

2wxxwLxM −=  

 จากสมการของแรงเฉือน )(xV  และโมเมนตดัด )(xM ที่หามาได เราจะเห็นไดวา 

wwxwL
dx
d

dx
xdV

−=−= )
2

()(  

)(
2

)
22

()( 2

xVwxwLwxxwL
dx
d

dx
xdM

=−=−=  

ซึ่งสอดคลองกับสมการที่ (4-1) และ (4-2) และเมื่อนําสมการของแรงเฉือน )(xV  และโมเมนตดัด )(xM มาเขียน shear 
diagram และ moment diagram เราจะไดแผนภาพดังที่แสดงในรูปที่ 4-6b 
 

 
(b) 

 

 จากแผนภาพ เราจะเห็นไดวา แรงเฉือนมีคาเทากับศูนยที่ระยะ 2/Lx =  โดยที่ shear diagram เปล่ียนคาจาก
บวกเปนลบที่จุดดังกลาว ซึ่งจุดนี้สอดคลองกับจุดที่คาโมเมนตมีคามากที่สุด นอกจากนั้นแลว จาก shear diagram การ
เปล่ียนแปลงของแรงเฉือนระหวางจุด A  ไปยังจุด C  มีคาเทากับ  
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22
0 wLwLV AC −=−=∆ −  

ซึ่งมีคาเทากับคาลบของพื้นที่ภายใตแรงกระจายในชวง จุด A  ถึงจุด C  ดังที่แสดงในสมการที่ (4-3)  

2
)0

2
(2/

0

2/

0

wLwLwxwdxV L
L

AC −=−−=−=−=∆ ∫−  

และจาก moment diagram การเปลี่ยนแปลงของโมเมนตระหวางจุด A  ไปยังจุด C  มีคาเทากับ 

8
0

8

22 wLwLM AC =−=∆ −  

ซึ่งมีคาเทากับคาของพื้นที่ภายใต shear diagram ในชวง จุด A  ถึงจุด C  ดังที่แสดงในสมการที่ (4-4) ซึ่งมีคาเทากับ  

8
0

8
]

22
[)

2
(

22
2/

0

22/

0

wLwLwxxwLdxwxwLM L
L

AC =−=−=−=∆ ∫−  
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ตัวอยางที่ 4-3 
จงเขียน shear diagram และ moment diagram ของคานยื่น ซึ่งถูกกระทําโดยน้ําหนักบรรทุกแบบกระจายเชิง

เสน (linearly distributed load) ดังที่แสดงในรูปที่ 4-7a  
จากรูป สมการของน้ําหนักบรรทุกที่ระยะ x  หรือ )(xw  จะหามาไดโดยใชสามเหลี่ยมคลาย 

x
xw
−

=
4

)(
m4
kN 10  

xxw 5.210)( −=  
 

 
(a) 

รูปที่ 4-7 
 

 จาก free body diagram ของสวนตัดของคานที่ระยะ x  เราจะหาสมการของแรงเฉือนและโมเมนตดัดไดดังนี้ 

+↑ ;0=∑ yF   0)5.210()]5.210(10[
2
1)( =−−−−−− xxxxxV  

kN 10
4
5)( 2 xxxV −=  

+ ∑ = ;0M   0)
2

()5.210()
3
2()]5.210(10[

2
1)( =−+−−+

xxxxxxxM  

m-kN 5
12
5)( 23 xxxM −=  

 เราสามารถตรวจสอบความถูกตองของสมการของแรงเฉือนและโมเมนตดัดที่ได โดยใชสมการที่ (4-1) และ (4-2)  

)(xV =
dx
dM  = ]5

12
5[ 23 xx

dx
d

− = xx 10
4
5 2 −  

w x( ) =
dx
dV

− = ]10
4
5[ 2 xx

dx
d

−− = )105.2( −− x = x5.210 −  

และเราจะเขียน shear diagram และ moment diagram ของคานได ดังที่แสดงในรูปที่ 4-7b 
จาก shear diagram การเปลี่ยนแปลงของแรงเฉือนระหวางจุด A  ไปยังจุด B   

kN 20=∆ −ACV  
ซึ่งมีคาเทากับคาลบของพื้นที่ภายใตแรงกระจายในชวงจุด A  ถึงจุด B  ดังที่แสดงในสมการที่ (4-3)  

kN 20)25.110()5.210(
4

0

2
4

00

−=−−=−−=−=∆ ∫∫− xxdxxwdxV
L

AC  
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จาก moment diagram การเปลี่ยนแปลงของโมเมนตระหวางจุด A  ไปยังจุด B  
m-kN 33.53−=∆ −ACM  

ซึ่งมีคาเทากับคาของพื้นที่ภายใต shear diagram ในชวง จุด A  ถึงจุด C  ดังที่แสดงในสมการที่ (4-4) ซึ่งมีคาเทากับ  

m-kN 33.53]5
12
5[)10

4
5( 4

0
23

0

2 −=−=−=∆ ∫− xxdxxxM
L

AC  
 

 
(b) 
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สวนของคานที่ถูกกระทําโดยแรงเปนจุดและแรงคูควบ (Regions of Concentrated Force and Couple) 
สมการของแรงเฉือนและโมเมนตตามที่ไดกลาวไปแลวนั้น จะไมสามารถใชไดตรงจุดที่แรงเปนจุดและแรงคูควบ 

กระทํา เนื่องจากวาสมการดังกลาวไมไดรวมถึงการเปลี่ยนแปลงอยางไมตอเนื่องของคาของแรงเฉือนและแรงคูควบที่จุดที่
แรงดังกลาวกระทํา 

 
รูปที่ 4-8 

 

พิจารณาแผนภาพ free body diagram ของสวนของคานที่มีขนาดความยาวนอยมาก ∆x  ซึ่งตัดออกมาตรงจุด
ที่แรงเปนจุดและแรงคูควบกระทํา ดังที่แสดงในรูปที่ 4-8a โดยใชสมการความสมดุลของแรง เราจะไดการเปลี่ยนแปลงของ
แรงเฉือนอยูในรูป 
+↑ ;0=∑ yF      V  - F  - (V + V∆ ) = 0 

∆V  = - F      (4-5) 
จากสมการที่ 4-5 เราจะตีความหมายไดวา เมื่อแรงเปนจุด F  มีทิศทางพุงเขาหาคาน (+) แลว คา ∆V  จะมีคาเปนลบ (-
) และ shear diagram จะมีคาลดลงเทากับคา F  นั้น 

โดยใชสมการความสมดุลของโมเมนตรอบจุด o  บน free body diagram ของสวนของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 4-
8b เราจะไดการเปลี่ยนแปลงของโมเมนตอยูในรูป 
+ Mo∑ = 0;   M  + ∆M - M ′  - xV ∆  - M   = 0 
ถา ∆x  → 0,      ∆M  = M ′       (4-6) 
จากสมการที่ 4-6 เราจะตีความหมายไดวา เมื่อแรงคูควบ M ′  มีทิศทางตามเข็มนาฬิกาแลว คา ∆M จะมีคาเปนบวก  
และ moment diagram จะมีคาเพิ่มขึ้นเทากับคา M ′  นั้น 
ตัวอยางที่ 4-4 
 จงเขียน shear diagram และ moment diagram ของคาน ABC  ซึ่งถูกกระทําโดยแรง P  ดังที่แสดงในรูปที่ 4-
9 
 จาก free body diagram ของคาน เราจะหาแรงปฏิกิริยาที่จุดรองรับ A  และ C  ไดเปน 

4
3PRA =  และ 

4
PRC =  

 จากนั้น เราเขียน shear diagram และ moment diagram ของคานได ดังที่แสดงในรูปที่ 4-9 โดยถาเรา
กําหนดใหระยะ x  มีจุดเริ่มตนที่จุดรองรับ A  แลว เราจะไดวา 
เมื่อ ;4/0 Lx ≤≤  

4
3)( PxV =  

xPxM
4

3)( =  

เมื่อ ;4/ LxL ≤≤  
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4
)( PxV −=  

)(
4

)( xLPxM −=  
 

 
(a) 

รูปที่ 4-9 
 

จาก shear diagram เราจะเห็นวา ที่จุดที่แรง P  (ซึ่งมีทิศทางพุงลง) กระทํา (จุด B ) คาของการเปลี่ยนแปลง
ของแรงเฉือนจะมีคาลดลงเทากับคาแรงกระทํา P  นั้น นอกจากนั้นแลว เราจะเห็นไดวา เนื่องจากไมมีแรงกระจาย w  
กระทําตอคานในชวง AB  และ BC  ดังนั้น shear diagram ในชวงดังกลาวจึงมีคาคงที่ ซึ่งสอดคลองกับสมการที่ (4-2) 

หรือ 0=
dx
dV  

จาก moment diagram เราจะเห็นวา ในชวง AB  คา slope ของ moment diagram มีคาเปนบวกและมีคา
เทากับ  

4
3

416
3

=
LP  

ซึ่งสอดคลองกับคาที่เราหาไดจากการใชสมการที่ (4-2)  

4
3

=
dx
dM  

นอกจากนั้นแลว คาของการเปลี่ยนแปลงของโมเมนตจากจุด A  ไปยังจุด B  จะมีคาเทากับ 

PLPL
16
30

16
3

=−  

ซึ่งสอดคลองกับคาที่เราหาไดจากสมการที่ 4-4 

PLxPdxPM
LL

AB 16
3

4
3

4
3

4/

0

4/

0

===∆ ∫−  
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ตัวอยางที่ 4-5 
จงเขียน shear diagram และ moment diagram ของคาน ABC  ซึ่งถูกกระทําโดยโมเมนต 0M  ในทิศทาง

ตามเข็มนาฬิกาที่จุดกึ่งกลางของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 4-10  
เราจะเขียน shear diagram และ moment diagram ของคานในกรณีนี้ไดตามวิธีการที่ไดกลาวมาแลว และได

แสดงไวในรูปที่ 4-10 จาก shear diagram และ moment diagram ดังกลาว เราจะสังเกตุเห็นไดวา 
1. เนื่องจากคานถูกกระทําโดยโมเมนตเทานั้น ดังนั้น จากสมการที่ 4-1 shear diagram ของคานจะมีคาคงที่

ตลอดความยาวคาน 
2. จาก moment diagram เราจะเห็นวา ที่จุดที่โมเมนต 0M  ซึ่งมีทิศทางตามเข็มนาฬิกา คาของการ

เปล่ียนแปลงของแรงเฉือนจะมีคาเพิ่มขึ้นเทากับคาโมเมนต 0M  นั้น  
3. เนื่องจากคาของแรงเฉือนมีคาเปนลบตลอดความยาวคาน ดังนั้น slope ของ moment diagram ก็จะมีคา

เปนลบ 
 

 
รูปที่ 4-10 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



เอกสารประกอบการสอนวิชาทฤษฎีโครงสราง Theory of Structures เรียบเรียงโดย ผศ.ดร. สิทธิชัย แสงอาทิตย SUT 4-14

ตัวอยางที่ 4-6 
จงเขียนแผนภาพ shear diagram และ moment diagram ของคานโดยการพิจารณาหาความสัมพันธของแรง

กระทํา แรงเฉือน และโมเมนตดัด 
 

 
(a) 

   
(b) 

      
(c) 

รูปที่ 4-11 
 

 เริ่มตน เราจะหาคาของแรงปฏิกิริยาที่จุดรองรับทั้งสองของคานโดยใชแผนภาพ free body diagram ของคาน  
ดังที่แสดงในรูปที่ 4-11a 
 1. เนื่องจากแรงปฏิกิริยาที่จุดรองรับ A  มีคาเทากับ kN 8.20 และทีทิศทางพุงขึ้น ดังนั้น คาแรงเฉือนที่จุดนี้จะ
มีคาเทากับ kN 8.20+ และเนื่องจากจุดรองรับ A  เปนหมุด (pin) คาโมเมนตที่จุดนี้จะมีคาเปนศูนย ดังที่แสดงใน
แผนภาพ shear diagram และ moment diagram 

 2. ในชวง AB  ของคาน สมการของแรงกระทําอยูในรูป 11 3
10)( xxw =  ซึ่งเปนสมการเสนตรงและมีคาเปน

บวก ดังนั้น จากสมการที่ 4-1 )()(
1

1 xw
dx
xdV

−=  เราจะไดวา คาความชันของ shear diagram ในชวงนี้จะตองมีคา

เปนลบและสมการของแรงเฉือน )( 1xV  จะอยูในรูปของสมการ polynomial กําลังสอง ซึ่งจะเปนเสนโคงคว่ําลง โดยที่
คาแรงเฉือนที่ระยะ 1x  จากจุด A  จะหาไดจากสมการที่ 4-3 โดยที่ 

2
1

0
111 3

5
3

1020.8)(
1

xdxxxVV
x

−=−=−=∆ ∫  

2
11 3

520.8)( xxV −=  
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เมื่อ m 31 =x แลว kN 80.6)3(
3
520.8)m 3( 2

1 −=−==xV  จากนั้น เราจะเขียน shear diagram ของคาน

ในชวง AB  ไดดังที่แสดงในรูปที่ 4-11b 
 เนื่องจากสมการของแรงเฉือนในชวง AB  ของคานที่วิเคราะหไดอยูในรูปของสมการ polynomial กําลังสอง และ

มีคาลดลงจาก kN 20.8 ที่จุด A  เปน kN 80.6−  ที่จุด B  ดังนั้น จากสมการที่ 4-2 )()(
1

1 xV
dx
xdM

=  เราจะได

วา คาความชันของ moment diagram ในชวงนี้จะตองมีคาลดลงจากจุด  A  ไปยังจุด B  และสมการของโมเมนต 
)( 1xM จะอยูในรูปของสมการ polynomial กําลังสาม ซึ่งจะเปนเสนโคงคว่ําลง โดยที่คาโมเมนตที่ระยะ 1x  จากจุด A  

จะหาไดจากสมการที่ 4-4 โดยที่ 
3
11

0
1

2
11 9

52.8]
3
52.8[0)(

1

xxdxxxMM
x

−=−=−=∆ ∫  

3
111 9

52.8)( xxxM −=  

เมื่อ m 31 =x แลว m-kN 6.9)3(
9
5)3(2.8)m 3( 3

1 =−==xM จากนั้น เราจะเขียน moment diagram ของ

คานในชวง AB  ไดดังที่แสดงในรูปที่ 4-11c 

ตําแหนง 1x  ที่เกิดคาโมเมนตสูงสุดจะหาไดจากสมการ 0)()(
1

1 == xV
dx
xdM  ดังนั้น 1x  ที่เกิดคาโมเมนต

สูงสุดจะคาเทากับ 0
3
52.8 2

1 =− x  และ m 218.21 =x ดังนั้น คาสูงสุดของโมเมนตดัดที่เกิดขึ้นในคานจะมีคาเทากับ 

m-kN 126.12)218.2(
9
5)218.2(2.8)m 218.2( 3

1 =−==xM  

3. ในชวง BC  ของคาน สมการของแรงกระทําอยูในรูป 0)( 2 =xw  ดังนั้น จากสมการที่ 4-1 0)( 2 =
dx
xdV  

เราจะไดวา คาความชันของ shear diagram ในชวงนี้จะตองมีคาเปนศูนย และสมการของแรงเฉือน )( 2xV  จะอยูในรูป
ของคาคงที่ ซึ่งจะเปนตรงในแนวนอน โดยที่คาแรงเฉือนที่ระยะ 2x  จากจุด B  จะหาไดจากสมการที่ 4-3 โดยที่ 

0)0(80.6)(
2

0
11 =−=+=∆ ∫

x

dxxVV  

kN 80.6)( 1 −=xV  
จากนั้น เราจะเขียน shear diagram ของคานในชวง BC  ไดดังที่แสดงในรูปที่ 4-11b 

 เนื่องจากแรงเฉือนในชวง BC  มีคาคงที่เทากับ kN 80.6−  ดังนั้น จากสมการที่ 4-2 80.6)( 2 −=
dx
xdM  

เราจะไดวา คาของ moment diagram ในชวงนี้จะตองมีคาลดลงอยางสม่ําเสมอโดยมีคา slope เทากับ 80.6−  จากจุด  
B  ไปยังจุด C  และสมการของโมเมนต )( 2xM จะอยูในรูปของสมการเสนตรง โดยที่คาโมเมนตที่ระยะ 2x  จากจุด B  
จะหาไดจากสมการที่ 4-4 โดยที่ 

2
0

22 80.6]80.6[60.9)(
2

xdxxMM
x

−=−=−=∆ ∫  

22 80.660.9)( xxM −=  
เมื่อ m 22 =x แลว m-kN 0.4)2(80.660.9)m 2( 2 −=−==xM จากนั้น เราจะเขียน moment diagram 
ของคานในชวง BC  ไดดังที่แสดงในรูปที่ 4-11c 
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 4. เนื่องจากแรงปฏิกิริยาที่จุดรองรับ C  มีคาเทากับ kN 8.80 และทีทิศทางพุงขึ้น ดังนั้น คาแรงเฉือนที่จุดนี้จะ
มีคาเทากับ kN 2.208.8080.6 +=+− ดังที่แสดงในแผนภาพ shear diagram ในรูปที่ 4-11b 

5. ในชวง CD  ของคาน สมการของแรงกระทําอยูในรูป 0)( 3 =xw  ดังนั้น จากสมการที่ 4-1 0
)( 3 =

dx
xdV  

เราจะไดวา คาความชันของ shear diagram ในชวงนี้จะตองมีคาเปนศูนย และสมการของแรงเฉือน )( 2xV  จะอยูในรูป
ของคาคงที่ ซึ่งจะเปนตรงในแนวนอน โดยที่คาแรงเฉือนที่ระยะ 3x  จากจุด C  จะหาไดจากสมการที่ 4-3 โดยที่ 

0)0(0.2)(
3

0
11 =−=−=∆ ∫

x

dxxVV  

kN 0.2)( 1 +=xV  
เนื่องจากที่จุด D  ของคานมีแรง kN 0.2=P ซึ่งมีทิศทางพุงลงกระทําและจะทําใหเกิดแรงเฉือนมีคาเปนลบ ดังนั้น 
คาแรงเฉือนที่จุดนี้จะมีคาเทากับ kN 00.20.2 =− จากนั้น เราจะเขียน shear diagram ของคานในชวง CD  ไดดังที่
แสดงในรูปที่ 4-11b 

 เนื่องจากแรงเฉือนในชวง CD  มีคาคงที่เทากับ kN 0.2  ดังนั้น จากสมการที่ 4-2 0.2)( 2 =
dx
xdM  เราจะได

วา คาของ moment diagram ในชวงนี้จะตองมีคาเพิ่มขึ้นอยางสม่ําเสมอโดยมีคา slope เทากับ 0.2  จากจุด C  ไปยังจุด 
D  และสมการของโมเมนต )( 3xM จะอยูในรูปของสมการเสนตรง โดยที่คาโมเมนตที่ระยะ 3x  จากจุด C  จะหาไดจาก
สมการที่ 4-4 โดยที่ 

2
0

23 0.2]0.2[)0.4()(
3

xdxxMM
x

==−−=∆ ∫  

22 0.20.4)( xxM +−=  
เมื่อ m 23 =x แลว m-kN 0)2(0.20.4)m 2( 3 =+−==xM จากนั้น เราจะเขียน moment diagram ของ
คานในชวง CD  ไดดังที่แสดงในรูปที่ 4-11c 
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4.4 แผนภาพแรงเฉือนและโมเมนตของโครงขอแข็ง (Shear and Moment Diagrams for a Frame) 
 การเขียน shear diagram และ moment diagram ของโครงขอแข็งมีลักษณะเชนเดียวกับการเขียน shear 
diagram และ moment diagram ของคาน โดยเริ่มตนเราจะหาคาของแรงปฏิกิริยาที่จุดรองรับของโครงขอแข็ง จากนั้น ใช 
method of sections หาสมการของแรงในแนวแกน แรงเฉือน และโมเมนตที่เกิดขึ้นในโครงขอแข็ง แลวเขียน shear 
diagram และ moment diagram 
ตัวอยางที่ 4-7 
 จงเขียน shear diagram และ moment diagram ของ Gable frame ดังที่แสดงในรูปที่ 4-12a 
 

      
(a) 

รูปที่ 4-12 
 

  เราไดหาแรงปฏิกิริยาที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับ A  และ C  ไปแลวในบทที่ 2 ดังที่แสดงในรูปที่ 4-12a  
พิจารณา free body diagram ของสวน AD  ของ Gable frame ดังที่แสดงในรูปที่ 4-12b เราจะหาสมการของ

แรงในแนวแกน แรงเฉือน และโมเมนตดัดของสวนดังกลาวของโครงขอแข็งไดดังตอไปนี้ 
m 40 1 ≤≤ x  

 

   
     (b)      (c) 

 

+↑ 0=∑ yF ;    )( 1xN = 24.73 kN  
+

→ 0=∑ xF ;    )( 1xV + 6.42 1x -38.15=0 
)( 1xV  = 38.15-6.42 1x  kN  



เอกสารประกอบการสอนวิชาทฤษฎีโครงสราง Theory of Structures เรียบเรียงโดย ผศ.ดร. สิทธิชัย แสงอาทิตย SUT 4-18

+ Mo∑ = 0;   )( 1xM + 6.42( 1x )
2
1x -38.15( 1x ) =0 

)( 1xM = 38.15( 1x ) - 3.21 2
1x  m-kN  

เมื่อ m 0.41 =x เราจะไดวา  )m 4( 1 =xN = 24.73 kN  
)m 4( 1 =xV  = 38.15-6.42(4) = 12.47 kN  
)m4( 1 =xM = 38.15(4) - 3.21(16) = 101.25 m-kN  

 พิจารณา free body diagram ของสวน BD  ของ Gable frame ดังที่แสดงในรูปที่ 4-12c  
m 50 2 ≤≤ x  

+ 0=∑ xF ;  - )( 2xN + 2.93 o87.36cos +37.45 o87.36sin =0 
)( 2xN = 24.81 kN  

+ 0=∑ yF ;   )( 2xV -3.18 2x +37.45 o87.36cos - 2.93 o87.36sin = 0 
)( 2xV = -28.20+3.18 2x  kN  

+ Mo∑ = 0; )( 2xM + 3.18( 2x )
2

2x +2.93 o
2 87.36sinx -37.45 o

2 87.36cosx  =0 

)( 1xM = 28.20( 2x ) – 1.59 2
2x  m-kN  

เมื่อ m 0.52 =x เราจะไดวา  )m 5( 2 =xN = 24.81 kN  
)m 5( 2 =xV  = -28.20+3.18(5) = -12.30 kN  

)m 5( 2 =xM = 28.20(5) – 1.59(25) = 101.25 m-kN  
เราควรสังเกตุดวยวา เราจะตรวจสอบความถูกตองของสมการที่คํานวณไดโดยการใชสมการความสมดุลของแรง

และโมเมนตที่จุดตอ D  ยกตัวอยางเชน ในกรณีนี้เราจะเห็นวาคาโมเมนตที่คํานวณได )m 5( 2 =xM  ของสวน BD  มี
คาเทากับคาโมเมนต )m4( 1 =xM  ของสวน AD  เปนตน 

ในทํานองเดียวกัน เราจะสามารถหาสมการของแรงในแนวแกน แรงเฉือน และโมเมนตดัดของโครงสรางในสวน 
BEC  ได และสุดทายนําสมการที่ไดมาเขียนแผนภาพของแรงในแนวแกน (normal force diagram) แผนภาพของแรง
เฉือน (shear diagram) และแผนภาพของโมเมนตดัด (moment diagram) ไดดังที่แสดงในรูปที่ 4-12d-f 

 

   
(d) 
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(e) 

 

               
(f) 
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4.5 การเขียนแผนภาพโมเมนตโดยวิธี superposition (Moment Diagrams by the Method of Superposition) 
 ในการวิเคราะหและออกแบบคานหรือโครงขอแข็ง เรามักจะพบวา คานหรือโครงขอแข็งมักจะถูกกระทําโดยแรง
และโมเมนตหลายคาพรอมๆ กัน ซึ่งจะทําใหการเขียน moment diagram ของคานหรือโครงขอแข็งดังกลาวมีความยุงยาก
มาก ในทางปฏิบัติแลว เราจะใชวิธี superposition ซึ่งมีพื้นฐานมาจากหลักการ superposition มาชวยเขียน moment 
diagram โดยมีขั้นตอนดังตอไปนี้ 

1. ทําการแยกโครงสรางซึ่งถูกกระทําโดยแรงและโมเมนตหลายคาพรอมๆ กัน ออกเปนโครงสรางซึ่งถูกกระทํา
โดยแรงและโมเมนตแตละแรงตามความเหมาะสม 

2. ทําการเขียนแผนภาพ moment diagram ของโครงสรางที่ละกรณี 
3. นําแผนภาพ  moment diagram ทั้งหมดมารวมกันทางพีชคณิต (Algebra) 

ตัวอยางที่ 4-8 
 จงเขียน moment diagram ของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 4-13 โดยวิธี superposition 
 

 
รูปที่ 4-13 

 

จากหลักการ superposition เราจะแบงคานดังกลาวออกไดเปน 4 กรณี ดังที่แสดงในรูปที่ 4-13 
Case 1: แรงกระจายสม่ําเสมอ kN/m 5 ในชวง AB  ของคาน 
Case 2: แรงกระทําเปนจุด kN 20 ที่จุด B  
Case 3: โมเมนต m-kN 40 ที่จุดรองรับ A  
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Case 4: โมเมนต m-kN 40 ที่จุดรองรับ C  
เมื่อเราทําการวิเคราะหและเขียน moment diagram ของคานในแตละกรณีของแรงกระทําแลว เราจะนํา 

moment diagram ดังกลาวมารวมกัน ยกตัวอยางเชน คาของโมเมนตลัพธที่จุด B  จะมีคาเทากับ 
m-kN 2020204020 =−−+  

สุดทาย ผลลัพธที่ไดจะถูกนํามาเขียน moment diagram ของคานเนื่องจากแรงกระทําทั้งหมดกระทําพรอมๆ กัน ดังที่แสดง
ในรูป 

โดยทั่วไปแลว แผนภาพของ moment diagram ของแรงและโมเมนตในรูปแบบตางๆ จะถูกรวบรวมไวใน
มาตรฐานการออกแบบ เชน Structural Steel Designer’s Handbook เปนตน 
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บทที่ 5
Cables และ Arches

5.1  Cables
ในบทนี้ เราจะศึกษาถึงหลักการพื้นฐานที่จะใชในการวิเคราะหเคเบิล (cable) ซึ่งถูกกระทํ าโดยแรงเปนจุด 

(concentrated load) และแรงแผกระจาย (distributed load) ตัวอยางของเคเบิลที่รองรับแรงเปนจุดคือ cable ที่ใชในการ
รองรับหลังคาแขวน (suspension roof) และสะพานแขวน (suspension bridges) เปนตน และตัวอยางของเคเบิลที่รองรับ
แรงแผกระจายคือ สายไฟฟาซึ่งถูกกระทํ าโดยนํ้ าหนักตัวเอง และเคเบิลที่ใชในการรองรับสะพานแขวนที่มีระยะหางระหวาง 
hangers ที่ชิดกันมากและสมํ่ าเสมอ เปนตน

เนื่องจากเคเบิลเปนโครงสรางที่ดัดไปมาไดงาย (flexible) ดังนั้น ในการวิเคราะหเคเบิล เราจะสมมุติใหเคเบิล 
เปนโครงสรางที่ไมสามารถรับแรงเฉือน (shear force) และโมเมนตดัด (bending moment) ได ดังนั้น แรงภายในเคเบิลจะ
เปนแรงดึง (tension forces) ที่มีทิศทางสัมผัส (tangent) กับเคเบิลที่จุดตางๆ ตลอดความยาวของเคเบิลเทานั้น นอกจาก
นั้นแลว เราจะสมมุติใหเคเบิลไมมีการยืดตัวภายใตแรงกระทํ า ดังนั้น ความยาวของเคเบิลกอนถูกกระทํ าโดยแรงและหลังที่
เอาแรงกระทํ าออกจะมีคาเทากัน
5.2 เคเบิลที่ถูกกระทํ าโดยแรงเปนจุด (Cable Subjected to Concentrated Loads)

ในการวิเคราะหเคเบิลที่รองรับแรงกระทํ าเปนจุด เราจะไมพิจารณานํ้ าหนักของเคเบิล ซึ่งมีคานอยมากเมื่อเทียบ
กับแรงกระทํ าเปนจุด

รูปที่ 5-1
การวิเคราะหเคเบิลที่ถูกกระทํ าโดยแรงเปนจุดโดยวิธี joint method

ภายใตแรงกระทํ าเปนจุด เคเบิลจะเกิดการเปลี่ยนแปลงรูปรางจากลักษณะตกทองชาง (sag) เปนสวนของเสน
ตรง ดังที่แสดงตามรูปที่ 5-1 และแรงดึงที่เกิดขึ้นภายในสวนของเคเบิลจะมีคาคงที่ตลอกสวนนั้นของเคเบิล จากรูปที่ 5-1 
กํ าหนดให θ   เปนมุมที่คอรด (chord) ของเคเบิล AB  ทํ ากับแนวนอน และ L  เปนความยาวของ span ของเคเบิล ถา
เราทราบความยาว L1 , L2 , และ L3  และคาของแรงกระทํ าเปนจุด P1  และ P2  แลว เราจะมีตัวแปรที่ไมทราบคา 9 ตัว
แปร ในการวิเคราะหเคเบิลดังกลาว ซึ่งประกอบดวยคาแรงดึง 3 แรงในสวนของเคเบิล AC , CD , และ DB , แรงปฏิ
กริยา 4 แรงที่จุดรองรับ A  และ B , และคาของระยะตกทองชาง yC   และ yD  แตเนื่องจากวาเราจะเขียนสมการความ
สมดุลที่จุด A , B , C , และ D  ไดเพียงแค 8 สมการเทานั้น ดังนั้น เราจํ าเปนที่จะตองทราบคาตัวแปรที่เกี่ยวกับรูปทรง
ทางเรขาคณิต (geometry) ของเคเบิลอีก 1 คา โดยปกติแลว เราจะทราบคาของระยะตกทองชาง yC  หรือ yD  คาใดคา
หนึ่ง ซึ่งจะทํ าใหเราหาแรงดึง แรงปฏิกริยา และระยะตกทองชางที่เหลือได สุดทาย เราจะหาความยาวของเคเบิลได
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ตัวอยางที่ 5-1
จงทํ าการวิเคราะหหาแรงที่เกิดขึ้นใน cable ซึ่งมีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ 5-2a พรอมทั้งหาคาของระยะ h

(a)
รูปที่ 5-2

จากรูป ในการวิเคราะห cable นี้ เราจะมีตัว unknown ทั้งส้ิน 8 คาประกอบดวยแรงปฏิกริยา xA  yA  xD  และ 
yD  แรงใน cable ABT  BCT  และ CDT  และระยะ h  ซึ่งเราจะหาไดโดยใชสมการความสมดุล ∑ = 0xF  และ 

∑ = 0yF  ที่จุด A  B  C  และ D  รวม 8 สมการ นอกจากนั้นแลว เรายังสามารถหาตัว unknown ดังกลาวไดดังวิธีที่
จะแสดงตอไปนี้

(b)

   (d)             (c)
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พิจารณา free body diagram ของ cable ดังที่แสดงในรูปที่ 5-2b โดยที่ความยาวของสวน CD  ของ cable มี
คาเทากับ m 13 ดังนั้น 13/3sin =CDθ  และ 13/2cos =CDθ

+ ∑ = ;0AM 6)
13
3(CDT  - 1)

13
2(CDT  - )2(10  - )4(5 = 0

kN 014.9=CDT
จาก free body diagram ของจุดรองรับ D  เราจะไดวา

kN 5)13/2(014.9 ==xD

kN 5.7)13/3(014.9 ==yD
พิจารณา free body diagram ของจุด C  ดังที่แสดงในรูปที่ 5-2c เพื่อหา BCT   และ BCθ

∑ =→
+

;0xF 9.014( 13/2 )- BCT BCθcos =0

∑ =↑+ ;0yF 9.014( 13/3 )- BCT BCθsin -5.0 = 0

BCθ  = o565.26

BCT  = 5.590 kN
พิจารณา free body diagram ของจุด D  ดังที่แสดงในรูปที่ 5-2d เพื่อหา ABT   และ ABθ

∑ =→
+

;0xF 5.590( o565.26cos )- ABT ABθcos =0

∑ =↑+ ;0yF 5.590( o565.26sin )+ ABT ABθsin -10.0 = 0
o31.56=ABθ

kN 014.9=ABT
เนื่องจาก CDAB TT =  ดังนั้น xx DA =  และ yy DA =

ระยะ h  หาไดจากความสัมพันธ 2/tan hAB =θ  ดังนั้น
m 0.3=h

และความยาวของ cable จะมีคาเทากับ

L  = (2) o31.56cos
2 + o565.26cos

2 = 9.447 m
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การวิเคราะหเคเบิลที่ถูกกระทํ าโดยแรงเปนจุดโดยใชทฤษฎีเคเบิล (Cable Theorem)

รูปที่ 5-3

พิจารณาเคเบิล ซึ่งถูกกระทํ าโดยชุดของแรงกระทํ าเปนจุด P1 , P2 , …, nP  ดังที่แสดงในรูป 5-3 เนื่องจากแรง
กระทํ าเปนแรงในแนวดิ่ง ดังนั้น แรงดึงในแนวนอนในเคเบิลจะมีคาคงที่ตลอดความยาวของเคเบิล และจะมีคาเทากับแรงป
ฎิกริยาในแนวนอนที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับ กํ าหนดให

H = แรงปฎิกริยาในแนวนอนที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับ A  และ B

∑ BM = ผลรวมของโมเมนตเนื่องจากชุดของแรงกระทํ าเปนจุด P1 , P2 , …, nP

∑ mM = ผลรวมของโมเมนตรอบจุด m  เนื่องจากแรงกระทํ าเปนจุด P1 , P2 , … ซึ่งอยูทางดานซายมือของ
จุด m

เมื่อทํ าการรวมโมเมนตของแรงกระทํ าเปนจุด P1 , P2 , …, nP  รอบจุด B  เราจะไดวา
)tan( θLH  + LRAy  - ∑ BM  = 0 (a)

ดังนั้น แรงปฎิกริยา AyR  จะมีคาเทากับ θtanH
L
M B −∑  กํ าหนดใหจุด m  เปนจุดใดๆ บนเคเบิลที่ระยะ x  จาก

จุดรองรับ A  จากนั้น ทํ าการรวมโมเมนตของแรงกระทํ าเปนจุด P1 , P2 , … ซึ่งอยูทางดานซายมือของจุด m  รอบจุด m
เราจะไดวา

)tan( myxH −θ  + xRAy  - ∑ mM  = 0 (b)
และเมื่อแทนคา AyR  ลงในสมการ (b) เราจะได

∑ ∑−= mBm MM
L
xyH )( (c)

จากรูป เราจะเห็นไดวา my  เปนระยะที่วัดจากจุด m  บนเคเบิลไปยังคอรด AB และจากสมการ เราจะเห็นไดวา 
เทอมทางดานซายมือมีคาเทากับโมเมนตดัดที่เกิดขึ้นที่จุด m  บนคานที่แสดงในรูปที่ 5-3b ซึ่งเปนคานชวงเดียวแบบรอง
รับธรรมดา (simply supported beam) ที่มีความยาวเทากับความยาวของ span ของเคเบิล และจุด m  บนคานมีระยะ 
x  จากจุดรองรับที่อยูทางดานซายมือ เมื่อเราทราบคาของแรงแรงปฎิกริยาในแนวนอน H  แลว เราจะหาแรงดึงในเคเบิล
และ แรงปฏิกริยาที่เหลือไดโดยใชสมการความสมดุล
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ทฤษฎีเคเบิลนี้เหมาะที่จะใชในการวิเคราะห cable ที่ถูกกระทํ าโดยแรงกระทํ าเปนจุดจํ านวนมาก
ตัวอยางที่ 5-2

จงทํ าการวิเคราะห cable ซึ่งถูกกระทํ าโดยแรงตางๆ ดังที่แสดงในรูปที่ 5-4 กํ าหนดให m 5.1max =y จงหา
1. แรงปฏิกริยาที่จุดรองรับ A  และ B
2. ระยะ sag Cy , Dy , Ey , และ Fy
3. แรงที่เกิดขึ้นในสวนตางๆ ของ cable

(a)
รูปที่ 5-4

แรงปฏิกริยาที่จุดรองรับ A  และ B
จากทฤษฎี cable เราจะ หาแรงปฏิกริยา AyR  และ ByR  ที่จุดรองรับของ cable ไดโดยใชสมการความสมดุล

บนคาน simple beam ดังที่แสดงในรูปที่ 5-4a โดยที่ yAAy RR ′=  และ yBBy RR ′=

+ ∑ =′ ;0AM )24(1500)18(1000)12(250)6(500)30( +++=′yBR
kN 2000=′yBR

∑ =↑+ ;0yF kN 1250200015001000250500 =−+++=′yAR
จากนั้น เราจะหาแรงปฏิกริยา HRR BxAx ==   ที่จุดรองรับของ cable ไดจากสมการของทฤษฎี cable

∑ ∑−= mBm MM
L
xyH )(

เนื่องจากแรงปฏิกริยาในแนวนอน H  มีคาคงที่ตลอดความยาวของ cable ดังนั้น maxy  จะเกิดขึ้นที่จุดที่คา
โมเมนตบนคาน simple beam มีคาสูงสุด โดยใชใชสมการความสมดุลของโมเมนตบน free body diagram ของสวนของ
คาน CA ′′  DA ′′  EA ′′  และ FA ′′ ที่จุด C ′  D′  E ′  และ 'F  ตามลํ าดับ เราจะหาคาโมเมนตที่จุดดังกลาวไดเปน

m-kN 7500)6(1250 ==′CM

m-kN 12000)6(500)12(1250 =−=′DM
m-kN 15000)6(250)12(500)18(1250 =−−=′EM

m-kN 12000)6(2000 ==′FM
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ดังนั้น maxM  เกิดขึ้นที่จุด E ′  และจากสมการของทฤษฎี cable
15000)5.1( =H

kN 10000=H
ระยะ sag Cy , Dy , Ey , และ Fy

คาระยะ sag ที่จุดตางๆ จะหาไดจากสมการของทฤษฎี cable ในรูป

m 75.0
10000
7500

=== ′

H
M

y C
C

m 2.1
10000
12000

=== ′

H
My D

D

m 5.1max == yyE

m 2.1
10000
12000

=== ′
′ H

My F
F

แรงที่เกิดขึ้นในสวนตางๆ ของ cable

(b)
จาก free body diagram ของสวนตางๆ ของ cable ดังที่แสดงในรูปที่ 5-4b เราจะหา แรงที่เกิดขึ้นในสวนนั้นๆ 

ของ cable ไดดังที่แสดงในตาราง

สวนของ cable องคประกอบของแรงในแนว
นอน iH  ( kN )

องคประกอบของแรงในแนวดิ่ง
iV  ( kN )

แรงลัพธ iT
( kN )

AC 10000 1250 22 125010000 +
= 10077.8

CD 10000 1250-500 = 750 10028.1

DE 10000 750-250 = 500 10012.5

EF 10000 500-1000 = -500 10012.5

FB 10000 -500-1500 = -2000 10198.0
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5.3 Cable ที่ถูกกระทํ าโดยแรงกระจายสมํ่ าเสมอ (Cable Subjected to Uniform Distributed Loads)

รูปที่ 5-5

ในการวิเคราะหเคเบิลที่ถูกกระทํ าโดยแรงที่มีทิศทางลงในแนวดิ่งและมีการกระจายสมํ่ าเสมอในแนวนอนนั้น เรา
จะเริ่มจากการหารูปรางของเคเบิลภายใตการกระทํ าของแรง พิจารณาเคเบิล ตามรูปที่ 5-5a ซึ่งมีจุดเริ่มตน (origin) ของ
แกนอางอิง yx −  อยูที่ปลายดานตํ่ าสุดของเคเบิล และใหคาความชันของเคเบิลที่จุดนี้มีคาเทากับศูนย การที่เรากํ าหนด
ใหจุดเริ่มตนของแกนอางอิง yx −  ใหมีลักษณะเชนนี้นั้น เพื่อประโยชนในการวิเคราะห cable ไดงายขึ้น ซึ่งจะเห็นไดใน
ตัวอยางภายหลัง

รูปที่ 5-5b เปนแผนภาพ free body diagram ของชิ้นสวนของเคเบิลที่ระยะ x  จากจุดเริ่มตน ซึ่งมีความยาว 
∆s  ที่นอยมาก เนื่องจากคาของแรงดึงที่เกิดขึ้นเปลี่ยนแปลงอยางตอเนื่องทั้งขนาดและทิศทางตามความยาวของเคเบิล 
ดังนั้น เราจะให ∆T  แสดงถึงการเปลี่ยนแปลงของแรงดึงบนแผนภาพ free body diagram ตามรูป แรงลัพธของแรง
กระจายจะมีคาเทากับ xwo ∆  กระทํ าที่ระยะ 2/x∆  จากจุด o  โดยการใชสมการความสมดุล เราจะไดวา
+↑∑ = 0xF ; -T θcos  + ( TT ∆+ ) )cos( θ∆+θ  = 0
+↑∑ = 0yF ; -T  θsin  - xwo ∆ + (T  +∆T ) )sin( θθ ∆+  = 0
+ ∑ = 0oM ; xwo ∆  ( 2/x∆ ) - T  θcos  (∆y ) + T  θsin  (∆x ) = 0

เมื่อเราหารสมการทั้งสามนี้ดวย ∆x  และให limit ∆x→0 แลว ∆y→0 และ θ∆ →0 และเนื่องจาก θ∆  มี
คานอยมาก จากวิชา trigonometry

)cos( BA + = Acos Bcos - sin A sin B  ดังนั้น )cos( θ∆+θ ≅ θcos

และ sin( )A B+ = sin A cos B + cos A sin B  ดังนั้น )sin( θ∆+θ ≅ θsin
เราจะไดวา

dx
Td )cos( θ  = 0 (5-1)

dx
Td )sin( θ  = ow (5-2)

และ dy
dx

 = θtan (5-3)
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ทํ าการอินทิเกรตสมการที่ 5-1 และใชเงื่อนไขขอบเขต (boundary condition) ที่วา ที่ x  = 0, θ  = o0  และ T = FH  ดัง
นั้น

T θcos  = FH (5-4)
สมการที่ 5-4 หมายความวา องคประกอบของแรงในแนวแกนนอนที่จุดใดๆ บนเคเบิลมีคาคงที่ จากนั้น ทํ าการอินทิเกรต
สมการที่ 5-2 และใช boundary condition ที่วา ที่ x = 0, θ  = o0  และ T θsin = 0 ดังนั้น

T θsin  = xwo (5-5)
หารสมการที่ 5-5 ดวยสมการที่ 5-4 และแทนคาลงในสมการที่ 5-3 เราจะได คาความชันที่จุดใดๆ บนเคเบิลมีคาเทากับ

θtan  = dy
dx

 = w x
F

o

H

(5-6)

ทํ าการอินทิเกรตสมการที่ 5-6 และใช boundary condition ที่วา ที่ x  = 0, y  = 0 เราจะไดความสัมพันธของระยะ y
กับระยะ x  ในรูป

y
w
F

xo

H

 =  
2

2 (5-7)

สมการนี้เปนสมการพาราโบลา (parabola) ซึ่งแสดงวาเคเบิลภายใตแรงกระจายสมํ่ าเสมอจะมีรูปรางเปนพาราโบลา และ
คาคงที่ของแรงในแนวนอน FH  จะหาไดโดยใช boundary condition ที่วา ที่ x  = L , y  = h  ดังนั้น

FH   = w L
h

o
2

2
(5-8)

สุดทาย แทนคา FH  ในสมการที่ 5-8 ลงในสมการที่ 5-7 เราจะได

y h
L

x =  2
2 (5-9)

จากสมการที่ 5-4 เราจะไดวา T  = FH  / θcos  ดังนั้น แรงดึงจะมีคามากที่สุด เมื่อ θcos  มีคานอยที่สุด หรือเมื่อ θ  มี
คาเขาใกล o90  ในกรณีนี้จะเกิดขึ้นที่ x  = L  ดังนั้น จากสมการที่ 5-4 และ 5-5 เราจะได

T F w LH omax ( )= +2 2             (5-10)
และเมื่อแทนคา FH  ในสมการที่ 5-8 ลงในสมการที่ 5-10 เราจะได

T w L L homax ( / )= +1 2 2             (5-11)
เราควรที่จะทราบดวยวา เมื่อเคเบิลถูกกระทํ าโดยนํ้ าหนักของตัวเอง ซึ่งมีการกระจายสมํ่ าเสมอตลอดความยาว

ของเคเบิล (ซึ่งแตกตางจากกรณีที่ผานมา) เคเบิลจะมีรูปรางแบบ catenary (รูปทรงที่อยูระหวางรูปทรงพาราโบลาและครึ่ง
วงกลม) อยางไรก็ตาม เมื่ออัตราสวนของระยะตกทองชางตอความยาวของ span มีคานอยแลว รูปทรงแบบ catenary จะ
มีลักษณะที่คลายกับรูปทรงพาราโบลา

พิจารณาสะพานแขวน ตามรูปที่ 5-6a เราจะเห็นไดวา คานขนาดใหญ (girder) ของสะพานจะตองมีความแกรง
มากๆ เพื่อที่แรงที่เคลื่อนที่ได P  (moving loads) จะไดกระจายลงบน hangers ทุกอันอยางเทาเทียมกัน เมื่อแรง P  นี้
เคลื่อนที่ไปตามตํ าแหนงตางๆ บน girder ในกรณีที่ girder ถูกรองรับโดย simple support ตามรูปที่ 5-6b แลว สะพาน
แขวนนี้จะเปนโครงสราง statically indeterminate ที่มีดีกรีของอินดีเทอรมิเนทเทากับ 1 (statically indeterminate to the 
first degree) แตถา girder ดังกลาวมีหมุด (internal hinge) อยูระหวางที่รองรับ ดังที่แสดงตามรูปที่ 5-6c แลว สะพาน
แขวนดังกลาวจะเปนโครงสราง statically determinate

เราสามารถหาความสัมพันธของแรงที่เคลื่อนที่ได P  กับแรงแผกระจายสมํ่ าเสมอ w  ที่เกิดขึ้นบนคานของ
สะพานแขวนในรูปที่ 5-6c ไดโดยใชสมการความสมดุล พิจารณาคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 5-7 เมื่อเราใชสมดุลของโมเมนต
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รอบจุด  C  ของสวน BC  เราจะได 4/wLRBy −=  จากนั้น ใช สมดุลของแรงในแนวดิ่ง เราจะได  
4/3wLPRAy −=  และเมื่อเราใชสมดุลของโมเมนตรอบจุด B  เราจะไดวา

2

4
L
Pxw = 2/0 Lx ≤≤

จากนั้น เราจะทํ าการวิเคราะหเคเบิลของสะพานแขวนไดโดยใชวิธีการที่ไดศึกษาไปแลว

รูปที่ 5-6

รูปที่ 5-7
ตัวอยางที่ 5-3

กํ าหนดใหสะพานแขวนถูกกระทํ าโดยแรง P  ดังที่แสดงในรูปที่ 5-8a และใหหนวยแรงดึงที่ยอมใหของ cable 
kN 500=allowT  จงหา

1. คาสูงสุดของแรง P ( maxP ) ที่กระทํ าอยูบน girder ของสะพานแขวน สมมุติให girder มีความแกรงมาก
และสามารถรองรับแรง maxP  ได
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2. คาสูงสุดของมุมที่ cable กระทํ ากับแนวนอน maxθ

หา maxP
หนวยแรงกระจายสมํ่ าเสมอที่กระทํ าตอ cable เนื่องจากแรง P  กระทํ าตอ girder ของสะพานแขวน จะหาได

จาก

kN/m 
5.1225

)5.12(4
2

PPw ==

   
(a)

รูปที่ 5-8

กํ าหนดใหของจุดเริ่มตนของแกนอางอิง yx −   อยูที่จุดตํ่ าสุดของ cable ที่มี slope เปนศูนย ดังที่แสดงในรูปที่ 

5-8a  ซึ่งเราจะไดสมการของ cable อยูในรูป y w
F

xo

H

 =  
2

2  ดังนั้น

2

25
 = x

F
Py

H

โดยการแทนคา coordinate ที่จุดรองรับ A  และ B  ของ cable ลงในสมการดังกลาว เราจะหาระยะ x  ของจุด
เริ่มตนของแกนอางอิง yx −  ได

ที่จุดรองรับ ;A 2)25(
25

10 x
F
P

H

−=

ที่จุดรองรับ ;B 2

25
15 x

F
P

H

=

หลังจากแกสมการแลว เราจะได m 76.13=x
แทนคา coordinate ที่จุดรองรับ B  ( 15 ,76.13 ) ลงในสมการของ cable แลว เราจะหาคาของแรง HF  ได โดยที่

PP
y

xPFH 505.0
15
76.13

2525

22

===

เนื่ องจาก  maxT  จะเกิดขึ้นที่จุดรองรับ  B  เนื่องจากที่จุดนี้ มีค ามุม  maxθ ดังนั้น  จากสมการ  
22

max wxFT H +=  เราจะไดวา
2max2

max
2 )

5.12
76.13

()505.0(500
P

P +=
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kN 8.412max =P
คาสูงสุดของมุมที่ cable กระทํ ากับแนวนอน maxθ

มุม maxθ จะหาไดจากสมการ HFT =maxmax cosθ  ดังนั้น
o1

max

1
max 4.65

500
)8.412(505.0cos)(cos === −−

T
FHθ

ถากํ าหนดให ระยะระหวาง hanger มีคาเทากับ m 25.1 แลว เราจะหาแรงที่เกิดขึ้นใน hanger ไดจากผลคูณ
ของแรง w  กับระยะระหวาง hanger

kN/m 0.33
5.12
8.412

5.12
===

Pw

kN 25.41)25.1(0.33 ==hF
สุดทาย เราจะเขียน shear diagram และ moment diagram ของ girder ไดดังที่แสดงในรูปที่ 5-8b

(b)
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การวิเคราะหเคเบิลที่ถูกกระทํ าโดยแรงกระจายสมํ่ าเสมอในแนวนอนโดยใชทฤษฎีเคเบิล หรือ Cable Theorem
พิจารณาเคเบิล ดังที่แสดงในรูปที่ 5-9a ซึ่งถูกกระทํ าโดยแรงกระจายสมํ่ าเสมอในแนวนอน  กํ าหนดใหจุดเริ่มตน

ของแกนอางอิง yx −  อยูที่จุดรองรับ A  เนื่องจากเคเบิลถูกดัดไดงายและแรงกระทํ าเปนแรงในแนวดิ่งเทานั้น ดังนั้น 
จากสมการความสมดุลในแนวนอน เราจะไดวา แรงดึงในแนวนอนในเคเบิล H  จะมีคาคงที่ตลอดความยาวของเคเบิล 
และจะมีคาเทากับแรงปฎิกริยาในแนวนอนที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับ

รูปที่ 5-9

เมื่อทํ าการรวมโมเมนตของแรงกระจายสมํ่ าเสมอ  w  รอบจุด B  ดังที่แสดงในรูปที่ 5-9a เราจะไดวา

)tan( θLH  + LRAy  - 
2

2wL  = 0 (d)

ดังนั้น แรงปฎิกริยา AyR  จะมีคาเทากับ θtan
2

HwL
−  กํ าหนดใหจุด p  เปนจุดใดๆ บนเคเบิลที่ระยะ x  จากจุดรอง

รับ A  จากนั้น ทํ าการรวมโมเมนตของสวนของเคเบิล ซึ่งอยูทางดานซายมือของจุด p  รอบจุด p  เราจะได

)tan( pyxH −θ  + xRAy  - 
2

2wx  = 0 (e)

และเมื่อแทนคา AyR  ลงในสมการ (e) เราจะได

22

2wxxwLHy p −= (f)

โดยที่ py  เปนระยะที่วัดจากเคเบิลถึงคอรดของเคเบิลหรือระยะตกทองชาง (sag) ดังที่แสดงในรูปที่ 5-9a จากสมการ (f)
เราจะเห็นไดวา เทอมทางดานซายมือมีคาเทากับโมเมนตดัดที่เกิดขึ้นที่จุด p  บนคาน simply supported beam ดังที่
แสดงในรูปที่ 5-9b ซึ่งมีความยาวเทากับความยาวของ span ของเคเบิลและถูกกระทํ าโดยแรงแผกระจายสมํ่ าเสมอในแนว
นอน w

เมื่อเราทราบคา py  ที่ระยะ x  ใดๆ เชน hy p =  ที่ระยะ 2/Lx =  ดังที่แสดงในรูปที่ 5-9a เปนตน แลว เรา
จะหาคาของแรงปฏิกิริยาในแนวนอน H  ไดจากสมการ (f)
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84
)(

22 wLwLhH −= ⇒
h

wLH
8

2

= (g)

 จากนั้น แทนคา H  กลับไปที่สมการ (f) เราจะได

)(4
2 xL

L
hxy p −= (h)

และเนื่องจาก pyxy −θ= tan  ดังนั้น สมการรูปรางของเคเบิลภายใตแรงแผกระจายสมํ่ าเสมอในแนวนอน w  ในกรณี
นี้คือ

)(4tan 2 xL
L
hxxy −−= θ (i)

สุดทาย เราสามารถที่จะหาแรงดึงที่เกิดขึ้นในเคเบิลที่ระยะ x  ใดๆ ได โดยใชสมการความสมดุล
ตัวอยางที่ 5-4

กํ าหนดใหสะพานแขวนมีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ 5-10a จงคํ านวณหา
1. แรงดึงสูงสุดใน cable
2. แรงดึงที่เกิดขึ้นใน anchorage ของ cable
3. ความยาวของ cable

(a)
รูปที่ 5-10

แรงดึงสูงสุดใน cable
ในการใชทฤษฎี cable ในการวิเคราะหนี้ เราจะใหแกนอางอิง yx −  มีจุดเริ่มตนที่จุด B  ดังที่แสดงในรูปที่ 5-

10a จากสมการของ cable โดยที่ m 12=py  ที่ระยะ 2/Lx =  ดังนั้น แรงปฏิกิริยาในแนวนอน H  จะหาไดจาก

kN 2400
)12(8
)120(16

8

22

===
h

wLH

จากสมการรูปรางของเคเบิลภายใตแรงแผกระจายสมํ่ าเสมอในแนวนอน )(4tan 2 xL
L
hxxy −−θ=  เมื่อ 

cable chord ทํ ามุมกับแกน x   เทากับ o0  ดังนั้น สมการรูปรางของเคเบิล

)120(
300
1 2 xxy −=

150
60tan −

==
x

dx
dy

θ

จากรูปรางของ cable คา maxθ  ของ cable เกิดขึ้นที่ 0=x  และ m 120=x ดังนั้น ที่ m 120=x  เราจะได
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o
max 8.21=θ

และ kN 2585
8.21cos

2400
cos o

max
max ===

θ
HT

แรงดึงที่เกิดขึ้นใน anchorage ของ cable
จาก free body diagram ของโครงสราง ดังที่แสดงในรูปที่ 5-10b

  
(b)

∑ =→
+

;0xF 045sincos o
maxmax =− ATT θ

kN 3394
45sin o ==

HTA

และแรงกดอัดที่เกิดขึ้นในเสา BC  เนื่องจากแรงใน cable มีคาเทากับ
+ ∑ =↑ ;0yF kN 33608.21sin258545cos3394 oo =−−BCF
ความยาวของ cable

เราทราบมาแลววา 
2

22 1 



+=+=
dx
dydxdydxds  ดังนั้น ความยาวของ cable

∫ 



 −

+=
L

dxxs
0

2

150
601

โดยใช 2 เทอมแรกของ Binomial expansion ของเทอม 
2

5
2

150
1 



 −+

x  เราจะไดวา

dxxs ∫ 







−+=

−
120

0

22
1

2
1

)
5
2

150
()1(

2
11

m 
5

632
5

32120
5
2

150
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0

2

=+=



 −+= ∫ dxxs
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5.4 โคงตั้ง (Arch)
เนื่องจาก arch เปนโครงสรางที่กลับดานกับเคเบิล ดังนั้น arch จึงเปนโครงสรางที่รับแรงกระทํ าภายนอกโดยการ

พัฒนาแรงอัด (compressive forces) ขึ้นภายในโครงสราง แตเนื่องจาก arch มีความแกรง ดังนั้น ในบางกรณี arch จะ
ตานทานแรงภายนอกโดยการพัฒนาแรงเฉือนและโมเมนตดัดรวมกับแรงอัดดวย ในลักษณะเชนเดียวกับเคเบิล ถา arch มี
รูปรางพาราโบลา (parabola) และถูกกระทํ าโดยแรงในแนวดิ่งลงที่มีการกระจายสมํ่ าเสมอในแนวนอนแลว arch จะตาน
แรงภายนอกโดยเกิดแรงอัดขึ้นในตัว arch เทานั้น

รูปที่ 5-11

รูปที่ 5-11 แสดงประเภทตางๆ ของ arch  ซึ่งถูกเรียกตามลักษณะการรองรับ
Fixed arch ตามรูปที่ 5-11a มักจะถูกสรางขึ้นโดยใชคอนกรีตเสริมเหล็ก (reinforced concrete) และใชปริมาณ

วัสดุนอยกวา arch ชนิดอื่นๆ แต arch ชนิดนี้ตองการฐานรากที่แกรงมาก เพื่อที่ฐานรากจะสามารถรับโมเมนตดัดที่เกิดขึ้น
ที่จุดรองรับนี้ได ดังนั้น arch ชนิดนี้จึงเปนโครงสรางแบบ indeterminate ที่มีแรงที่ไมทราบคา 3 แรง และเนื่องจากฐานราก
ของ arch นี้มีความแกรงสูง ดังนั้น ในการออกแบบเราจะตองคํ านึงถึงหนวยแรง (stress) อื่นๆ ที่อาจจะเกิดขึ้นอีกดวย เชน 
หนวยแรงที่เกิดจากการทรุดตัวของฐานรากที่ไมเทากัน (differential settlement) หรือการเปลี่ยนแปลงของอุณหภูมิ 
เปนตน

Two-hinged arch ตามรูปที่ 5-11b มักจะถูกสรางขึ้นโดยใชเหล็กหรือไมและเปนโครงสรางแบบ indeterminate 
ที่มีแรงที่ไมทราบคา 1 แรง ในการออกแบบ arch ชนิดนี้เราไมตองพิจารณาการทรุดตัวของฐานรากที่ไมเทากัน แตเราจะ
ตองพิจารณาถึงผลกระทบของการเปลี่ยนแปลงของอุณหภูมิ เนื่องจากที่รองรับของ arch ไมสามารถเคลื่อนที่ไดเมื่อ
อุณหภูมิเปล่ียนแปลง เราสามารถทํ าให two-hinged-arch นี้เปล่ียนเปนโครงสรางแบบ determinate ไดโดยการเปลี่ยนที่
รองรับอันใดอันหนึ่งใหเปนที่รองรับ roller แตการทํ าเชนนี้จะทํ าให arch สูญเสียความสามารถในการรับโมเมนตดัด และ 
arch นี้จะมีพฤติกรรมในลักษณะเชนเดียวกับคานโคง (curved beam) อยางไรก็ตาม เราสามารถที่จะทํ าใหพฤติกรรมของ 
arch นี้กลับคืนมาไดโดยการใส tie rod ระหวางจุดรองรับทั้งสองของ arch ดังที่แสดงตามรูปที่ 5-11d

Three-hinged arch ตามรูปที่ 5-11c มักจะถูกสรางขึ้นโดยใชเหล็กหรือไมเชนเดียวกับ two-hinged arch และ
เปนโครงสรางแบบ determinate ดังนั้น arch ชนิดนี้จะไมมีปญหาเกี่ยวกับการทรุดตัวของฐานรากที่ไมเทากันและการ
เปล่ียนแปลงของอุณหภูมิ
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5.5 Three-Hinged Arch
พิจารณา three-hinged arch ตามรูปที่ 5-12a ในการหาคาแรงปฏิกริยาที่จุดรองรับของ arch นี้ เราจะแยก arch 

ออกเปน 2 สวนที่ hinge ที่จุด C  แลวเขียนแผนภาพ free body diagram ของแตละสวนของ arch ดังที่แสดงตามรูปที่ 5-
12b ซึ่งเราจะมีแรงที่ไมทราบคาทั้งหมด 3+3 = 6 แรง และแรงเหลานี้จะสามารถหามาไดจากสมการความสมดุล 6 สมการ 
โดยเริ่มตนเราจะใชสมการสมดุลของโมเมนตที่จุด A  และจุด B  เพื่อหาคาของแรง xC  และ yC  จากนั้น เราจะใชสม
การความสมดุลของแรงในการหาแรงปฏิกริยาอีก 4 แรงที่จุดรองรับ A  และ B  สุดทาย เราจะใช method of sections หา
คาแรงตั้งฉาก (normal force) แรงเฉือน (shear force) และโมเมนตดัด (bending moment) ที่เกิดขึ้นภายใน arch

รูปที่ 5-12
ตัวอยางที่ 5-5

กํ าหนดใหสะพานแหงหนึ่งมีโครงสรางหลักเปน three-hinged arch และมีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ 5-13a จง
หาแรงภายในที่เกิดขึ้นที่จุด D  ซึ่งมีระยะ x  จากที่มีจุดเริ่มตนของ coordinate yx −  โดยที่สมการแสดงรูปรางของ

arch อยูในรูปของสมการ parabola 2
225
5.12 xy −=  และสมมุติใหแรงถายจากพื้นของสะพานลงสู arch อยางสมํ่ าเสมอ

เริ่มตน เนื่องจากเราตองการหาแรงภายในที่เกิดขึ้นที่จุด D  ซึ่งอยูในสวน BC  ของ arch ดังนั้น เราจะตองหา
แรงปฏิกริยาที่จุดรองรับ C  โดยการใช free body diagram ของ arch ดังที่แสดงในรูปที่ 5-13a เราจะหาแรงปฏิกริยา 
yC  ไดดังนี้

+∑ = ;0AM 025)50(10)50( =−yC
kN 250=yC

จากนั้น แรงปฏิกริยา xC  xB  และ yB  จะหาไดโดยการใช free body diagram ของสวน BC ของ arch ดังที่แสดงในรูป
ที่ 5-13b
+∑ = ;0BM 0)25(2505.12)25(10)5.12( =−+xC

kN 250=xC

∑ =→
+

;0xF        kN 250=xB

∑ =↑+ ;0yF 0)25(10250 =−+yB
0=yB

จาก free body diagram ของสวน BC ของ arch ดังที่แสดงในรูปที่ 5-13c เราจะหาสมการของแรงภายในที่เกิด
ขึ้นที่จุดD  ซึ่งมีระยะ x  จากที่มีจุดเริ่มตนของ coordinate yx −  ได

+∑ = ;0DM 0)
50

(250)
2

(10
2

=−+
xxxM D

0=DM
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∑ =→
+

;0xF 0cossin250 =−− θθ DD NV

250cossin =+ θθ DD NV

∑ =↑+ ;0yF 0sincos10 =+−− θθ DD NVx

xNV DD 10sincos =+− θθ

รูปที่ 5-13

ทํ าการแกสมการสองชั้นเพื่อหา DV  และ DN  ในรูปของ matrix เราจะไดวา
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θθ cos10sin250 xVD −=

θθ sin10cos250 xND +=

โดยที่มุม θ  จะหาไดจากสมการ 
25

tan x
dx
dy

−==θ ดังนั้น เราจะไดวา
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625
25cos

2 +
=

x
θ

แทนคา θsin  และ θcos  ลงในสมการของ DV  และ DN  เราจะได

0
625

)25(10250
2

=
+

−
=

x
xxVD

625
106250

625
)(10)25(250

2

2

2 +

+
=

+

+
=

x
x

x
xxND

เราจะเห็นไดวา แรงภายในที่เกิดขึ้นใน arch รูปทรง parabola ที่หนาตัดใดๆ เนื่องจากการกระทํ าของแรงที่มีการ
กระจายอยางสมํ่ าเสมอจะมีเพียงแคแรงในแนวแกนของ arch เทานั้น ในกรณีที่ arch มีรูปทรงอื่นๆ เชน ทรงกลม เปนตน 
แลว คาแรงเฉือนและโมเมนตดัดภายในที่เกิดขึ้นจะมีคาไมเทากับศูนย  แรงในแนวแกนนี้มีคาเพิ่มขึ้นจาก kN 250  ที่จุด 
B  ไปเปน kN 6.353  ที่จุด C  ดังที่แสดงในรูปที่ 5-13d
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ในกรณีที่สะพานแหงนี้ถูกสรางดวย girder แลว คาโมเมนตดัดสูงสุดที่เกิดขึ้นที่กึ่งกลาง girder จะมีคาเทากับ

m-kN 3125
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)50(10
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max ===
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และเมื่อเรานํ าคาแรงในแนวแกนมาออกแบบ arch และนํ าคาโมเมนตดัดสูงสุดมาออกแบบ girder แลว เราจะเห็นไดวา 
โครงสรางของสะพานที่ทํ าดวย arch จะมีนํ้ าหนักเบากวาโครงสรางของสะพานที่ทํ าดวย girder มาก เนื่องจากโครงสรางที่
รับแรงในแนวแกนมักจะมีประสิทธิภาพสูงกวาโครงสรางที่รับโมเมนตดัด
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บทที่ 6
อินฟลูเอนซไลนของโครงสราง Statically Determinate

6.1 อินฟลูเอนซไลน (Influence Lines)
ในบทตางๆ ที่ผานมา เราไดศึกษาวิธีการวิเคราะหโครงสรางหรือองคอาคารของโครงสรางไดแก โครงขอหมุน 

คาน และโครงขอแข็ง ดังตัวอยางที่แสดงในรูปที่ 6-1 ที่ถูกกระทํ าโดยแรงหรือนํ้ าหนักบรรทุกที่อยูกับที่ (fixed load) ซึ่งผล
ลัพธที่ไดคือ แรงในแนวแกน shear diagram และ moment diagram จากนั้น เราจะนํ าคาที่สูงสุดของแรงและโมเมนตที่ได
ไปใชในการออกแบบองคอาคารของโครงสรางดังกลาว

รูปที่ 6-1

ในบทนี้ เราจะไดศึกษาวิธีการวิเคราะหโครงสรางอีกรูปแบบหนึ่ง ซึ่งโครงสรางจะถูกกระทํ าโดยแรงที่เคลื่อนที่ได 
(moving load) ยกตัวอยางเชน โครงสรางของสะพานที่ถูกกระทํ าโดยนํ้ าหนักของรถยนตขณะที่กํ าลังเคลื่อนที่ไปบน
สะพาน และคานซึ่งรองรับเครนที่กํ าลังเคลื่อนที่ไปตามความยาวของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 6-2 เปนตน

       
(a) (b)

รูปที่ 6-2
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พิจารณาคานซึ่งรองรับเครนดังที่แสดงในรูปที่ 6-2b ในขณะที่นํ้ าหนักบรรทุก kN 50  เคลื่อนที่ไปบนคานนั้น คา
ของแรงเฉือนและโมเมนตภายในที่จุดใดจุดหนึ่งของคาน เชน ที่รอยเชื่อมที่จุด A  เปนตน จะเกิดการเปลี่ยนแปลงไปตาม
ตํ าแหนงของนํ้ าหนักบรรทุกนั้น ซึ่งการเปลี่ยนแปลงของแรงเฉือนและโมเมนตที่จุดดังกลาวจะหามาไดโดยการเขียนอินฟลู
เอนซไลน (influence line) ของแรงเฉือนและโมเมนต โดยทั่วไป เราจะสามารถเขียนแผนภาพอินฟลูเอนซไลนได 2 วิธีคือ 
การเขียนตารางและการเขียนสมการ
การเขียนแผนภาพอินฟลูเอนซไลนโดยการเขียนตาราง

การเขียนแผนภาพอินฟลูเอนซไลนโดยการเขียนตารางมีขั้นตอนการทํ าดังตอไปนี้
1. วางแรงกระทํ าขนาด 1 หนวยที่ตํ าแหนง x1  บนโครงสราง
2. หาคาแรงปฏิกริยา แรงเฉือน และโมเมนตดัด ที่จุดที่เราสนใจ โดยใชสมการความสมดุลและ sign 

convention ที่เปนบวก ซึ่งกลาวไปแลวในบทที่ 4 และไดแสดงไวในรูปที่ 6-3 (เราอาจไมจํ าเปนตองหาคา
เหลานั้นทั้งหมด ขึ้นอยูกับวาเราสนใจคาอะไร)

รูปที่ 6-3

3. จดคาตํ าแหนง x1  คาแรงปฏิกริยา คาแรงเฉือน และคาโมเมนตดัดที่ไดลงในตาราง
4.  ใหแรง 1 หนวยเปลี่ยนตํ าแหนงไปที่ x2  แลวทํ าการวิเคราะหและจดขอมูลเหมือนที่กลาวมาแลว ทํ าเชนนี้

จนไดจํ านวนจุดที่พอเพียงแลวนํ าขอมูลเหลานั้นไปเขียนแผนภาพอินฟลูเอนซไลน โดยใหแกนนอนแสดง
ตํ าแหนงของ x  และแกนตั้งแสดงพิกัดของคาแรงปฏิกริยา หรือคาแรงเฉือน หรือคาโมเมนตดัด

หลังจากที่เขียนแผนภาพอินฟลูเอนซไลน (influence line diagram) แลว เราจะบอกไดวา เราควรที่จะวางนํ้ า
หนักบรรทุก kN 50  ไวที่ตํ าแหนงใดบนคาน เพื่อที่จะทํ าใหเกิดคาแรงเฉือนและโมเมนตภายในที่จุด A  มากที่สุด จากนั้น 
เราจะหาคาของแรงเฉือนและโมเมนตดัดสูงสุดที่จุดนั้นไดโดยการคูณคาพิกัดของแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงเฉือน
และโมเมนตดัดกับคาของนํ้ าหนักบรรทุก kN 50  และนํ าคาที่ไดไปออกแบบรอยเชื่อมดังกลาว
ตัวอยางที่ 6-1

พิจารณาคานดังที่แสดงในรูปที่ 6-4 จงเขียนแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงปฏิกริยา AR  และของแรงปฏิกริยา 
BR  โดยการเขียนตาราง

รูปที่ 6-4
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เริ่มตนเราจะใหแรง1 หนวยอยูที่จุด A  โดยใชสมดุลของโมเมนตรอบจุด B  มีคาเทากับศูนย บน free body 
diagram ของคาน เราจะได

1=AR
จากนั้น เมื่อแรง 1 หนวยอยูหางจากจุด A  เปนระยะ m 2  ไปทางขวามือแลว โดยใชสมดุลของโมเมนตรอบจุด B  มีคา
เทากับศูนย ศูนย บน free body diagram ของคาน เราจะได

9.020/18 ==AR
ในทํ านองเดียวกัน เมื่อแรง 1 หนวยอยูหางจากจุด A  เปนระยะ m 4  ไปทางขวามือแลว

8.020/16 ==AR
ทํ าการวิเคราะหคานในลักษณะเชนนี้ เมื่อแรง 1 หนวยอยูที่ตํ าแหนงอื่นๆ ถัดไปทุกๆ m 2  เราจะหาคาของแรงปฏิกริยา 
AR  ไดดังที่แสดงในตารางที่ 6-1 เมื่อนํ าคาของแรงปฏิกริยา AR  มาเขียนกราฟเทียบกับตํ าแหนงของแรง 1 หนวย เราจะ

ไดแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงปฏิกริยา AR  ดังที่แสดงในรูปที่ 6-4

ตารางที่ 6-1
ตํ าแหนง x  ของแรง 1 หนวย

AR BR 11−V 11−M
0 1.0 0 0 0
2 0.9 0.1 -0.1 1.6
4 0.8 0.2 -0.2/0.8 3.2
6 0.7 0.3 0.7 2.8
8 0.6 0.4 0.6 2.4
10 0.5 0.5 0.5 2.0
12 0.4 0.6 0.4 1.6
14 0.3 0.7 0.3 1.2
16 0.2 0.8 0.2 0.8
18 0.1 0.9 0.1 0.4
20 0 1.0 0 0

เนื่องจากผลรวมของแรงปฏิกริยา AR  และ BR  มีคาเทากับแรง 1 หนวย ดังนั้น เราจะหาคาของแรงปฏิกริยา 
BR  ไดโดยที่ AB RR −= 1  ดังที่แสดงในตารางที่ 6-1 และแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงปฏิกริยา BR  จะมีลักษณะ

ตามที่แสดงในรูปที่ 6-4
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ตัวอยางทึ่ 6-2
พิจารณาคานดังที่แสดงในรูปที่ 6-5 จงเขียนแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงเฉือนที่จุดตัด 1-1 โดยการเขียนตา

ราง

รูปที่ 6-5

เริ่มตน เราจะใหแรง 1 หนวยกระทํ าที่จุด A  ซึ่งเราจะไดวา ไมมีแรงเฉือนเกิดขึ้นบนหนาตัด 1-1 เนื่องจากแรง 1 
หนวยมีคาเทากับแรงปฏิกริยา AR  จากนั้น ใหแรง 1 หนวยอยูหางจากจุด A  เปนระยะ m 2  ไปทางขวามือ ซึ่งเราจะได 

9.0=AR  และ 1.0=BR  โดยการตัดคานที่หนาตัด 1-1 แลวเขียน free body diagram ของสวน 1−A  หรือ B−1
ถาเราพิจารณา free body diagram ของสวน 1−A  และใชสมการสมดุลของแรงในแนวดิ่ง เราจะได

1.019.0111 −=−=−=− ARV
ถาเราพิจารณา free body diagram ของสวน B−1  เราจะได

1.011 −=−=− BRV
ซึ่งเราจะเห็นไดวา การใช free body diagram ของสวน B−1  หาคาของแรงเฉือนไดงายกวาการใช free body diagram 
ของสวน 1−A

เมื่อแรง 1 หนวยอยูหางจากจุด A  เปนระยะ m 4  ไปทางขวามือ และอยูทางดานซายของหนาตัด 1-1 เล็กนอย
แลว โดยใช free body diagram ของสวน B−1   เราจะไดวา

2.011 −=−=− BRV
เมื่อแรง 1 หนวยอยูหางจากจุด A  เปนระยะ m 4  ไปทางขวามือ และอยูทางดานขวาของหนาตัด 1-1 เล็กนอย

แลว โดยใช free body diagram ของสวน 1−A  เราจะได
8.011 ==− ARV

เมื่อแรง 1 หนวยอยูหางจากจุด A  เปนระยะ 6 m ไปทางขวามือแลว โดยใช free body diagram ของสวน 
1−A  เราจะได

7.011 ==− ARV
ทํ าการวิเคราะหในลักษณะเชนนี้ที่ตํ าแหนงอื่นๆ ของแรง 1 หนวย เราจะหาคาของแรงเฉือน 11−V  ดังที่แสดงในตารางที่ 6-1 
เมื่อนํ าคาของแรงเฉือน 11−V  มาเขียนกราฟเทียบกับตํ าแหนงของแรง 1 หนวย เราจะไดแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรง
เฉือน 11−V  ดังที่แสดงในรูปที่ 6-5



เอกสารประกอบการสอนวิชาทฤษฎีโครงสราง Theory of Structures เรียบเรียงโดย ผศ.ดร. สิทธิชัย แสงอาทิตย SUT 6-5

ตัวอยางที่ 6-3
พิจารณาคานดังที่แสดงในรูปที่ 6-6 จงเขียนแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของโมเมนตดัด 11−M  โดยการเขียนตาราง

รูปที่ 6-6

โดยการใช free body diagram ที่ใชในการเขียนแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงเฉือน 11−V  เราจะเขียนแผน
ภาพอินฟลูเอนซไลนของโมเมนตดัด 11−M  ไดโดยงาย

เริ่มตนเราจะใหแรง 1 หนวยอยูที่จุด A  ซึ่งเราจะไดวา ไมมีโมเมนตดัดเกิดขึ้นบนหนาตัด 1-1 เนื่องจากแรง 1 
หนวยมีคาเทากับแรงปฏิกริยา AR  และผลรวมของโมเมนตที่เกิดจากแรงทั้งสองจะหักลางกันหมด จากนั้น ใหแรง 1 หนวย
อยูหางจากจุด A  เปนระยะ m 2  ไปทางขวามือ ถาเราพิจารณา free body diagram ของสวน B−1  ซึ่งจะทํ าใหเราหา
คาของ 11−M  ไดงายกวาการใช free body diagram ของสวน 1−A  เราจะไดวา

6.116x1.0)8x2(11 ===− BRM
เมื่อแรง 1 หนวยอยูหางจากจุด A  เปนระยะ m 4  ไปทางขวามือแลว โดยใช free body diagram ของสวน  

1−A  และ B−1  จะใหคา 11−M  ที่เทากันคือ
2.34x8.0)2x2(11 ===− ARM
2.316x2.0)8x2(11 ===− BRM

เมื่อแรง 1 หนวยอยูหางจากจุด A  เปนระยะ m 6  ไปทางขวามือแลว โดยใช free body diagram ของสวน 
1−A  เราจะได

8.2)4(7.0)2x2(11 ===− ARM
ทํ าการวิเคราะหในลักษณะเชนนี้ที่ตํ าแหนงอื่นๆ ของแรง 1 หนวย เราจะหาคาของแรงเฉือน 11−M  ดังที่แสดงในตารางที่ 6-
1 เมื่อนํ าคาของแรงเฉือน 11−M  มาเขียนกราฟเทียบกับตํ าแหนงของแรง 1 หนวย เราจะไดแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของ
แรงเฉือน 11−M  ดังที่แสดงในรูปที่ 6-6
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การเขียนแผนภาพอินฟลูเอนซไลนโดยการเขียนสมการ
การเขียนแผนภาพอินฟลูเอนซไลนโดยการเขียนสมการมีขั้นตอนการทํ าดังตอไปนี้
1. วางแรงกระทํ าเปนจุดขนาด 1 หนวยที่ตํ าแหนงตัวแปร x  ใดๆ บนโครงสราง
2. หาคาของแรงปฏิกริยา แรงเฉือน และโมเมนตดัดที่จุดที่เราสนใจใหเปนฟงกชันของตัวแปร x
3. นํ าฟงกชันของแรงปฏิกริยา แรงเฉือน และโมเมนตดัด ไปเขียนแผนภาพอินฟลูเอนซไลน

ตัวอยางที่ 6-4
จงเขียนแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงปฏิกริยา AR  และ BR  แรงเฉือน CV  และโมเมนตดัด CM  ของคาน

ชวงเดียวแบบรองรับธรรมดา (simple beam) ดังที่แสดงในรูปที่ 6-7 โดยการเขียนสมการ

รูปที่ 6-7

1. แผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงปฏิกริยา AR  และ BR
จากรูป โดยใชสมดุลของโมเมนตรอบจุด B  มีคาเทากับศูนย เราจะไดแรงปฏิกริยา AR  อยูในรูป

l
x

l
xlRA −=

−
= 1)(1

และแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงปฏิกริยา AR  จะมีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ 6.7a จากนั้น เมื่อเราใชสมดุลของ
โมเมนตรอบจุด B  มีคาเทากับศูนย เราจะไดแรงปฏิกริยา BR  อยูในรูป

l
x

l
xRB ==
)(1

และแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงปฏิกริยา BR  จะมีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ 6-7b
2. แผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงเฉือน CV  และโมเมนตดัด CM
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จากที่ไดกลาวไปแลวในการเขียนแผนภาพอินฟลูเอนซไลนโดยการเขียนตารางวา ในการเขียนแผนภาพอินฟลู
เอนซไลนของแรงเฉือนและโมเมนตดัดนั้น ถาแรง 1 หนวยอยูบนชวงใดชวงหนึ่งของคาน ดังเชนอยูในชวง AC  ของรูปที่ 
6-7 เปนตน เราจะนํ า free body diagram ของอีกสวนหนึ่งของคานที่เหลือ ดังเชนชวง CB  ในกรณีของคานดังที่แสดงใน
รูปที่ 6-5 มาพิจารณาหาคาของแรงเฉือนและโมเมนตดัดที่จุด C

เมื่อแรง 1 หนวยอยูบนชวง AC  จาก free body diagram ของชวง CB  และผลรวมของแรงในแนวดิ่งมีคาเทา
กับศูนย เราจะไดวา

BC RV −=

หรือพิกัดของอินฟลูเอนซไลนของแรงเฉือน CV  เมื่อแรง 1 หนวยวางอยูในชวง AC  จะมีคาเทากับคาลบของพิกัดของอินฟ
ลูเอนซไลนของแรงปฏิกริยา  BR  และจะมีคาตํ่ าสุดที่ la /−  และเมื่อใหผลรวมของโมเมนตรอบจุด C  มีคาเทากับศูนย 
เราจะไดวา

)(bRM BC =

หรือพิกัดของอินฟลูเอนซไลนของโมเมนตดัด CM  เมื่อแรง 1 หนวยวางอยูในชวง AC  จะมีคาเทากับพิกัดของอินฟลู
เอนซไลนของแรงปฏิกริยา BR  คูณกับความยาว b  และมีคาสูงสุดเทากับ lab /

เมื่อแรง 1 หนวยอยูบนชวง CB  จาก free body diagram ของชวง AC  เราจะไดวา
AC RV =

หรือพิกัดของอินฟลูเอนซไลนของแรงเฉือน CV   เมื่อแรง 1 หนวยวางอยูในชวง CB  จะมีคาเทากับคาพิกัดของอินฟลูเอนซ
ไลนของแรงปฏิกริยา AR  และจะมีคาสูงสุดที่ lb /  และ

)(aRM AC =

หรือพิกัดของอินฟลูเอนซไลนของโมเมนตดัด CM  เมื่อแรง 1 หนวยวางอยูในชวง CB  จะมีคาเทากับพิกัดของอินฟลู
เอนซไลนของแรงปฏิกริยา AR  คูณกับความยาว a  และมีคาสูงสุดเทากับ lab /

เราควรสังเกตุไวดวยวา เมื่อเราใหระยะ m 4=a  ระยะ m 16=b  และความยาวของคาน m 20=L แลว 
เราจะคํ านวณหาคาของแรงปฏิกริยา AR  และ BR  แรงเฉือน 11−V  และโมเมนตดัด 11−M  ที่ตํ าแหนง x  ตางๆ โดยใชสม
การที่เราหามาได ไดดังที่แสดงในตารางที่ 6-1
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6.2 อินฟลูเอนซไลนของคาน (Influence Lines for Beams)
อินฟลูเอนซไลนของคานเนื่องจากแรงกระทํ าเปนจุด (Concentrated Force)

ในการหาอินฟลูเอนซไลนของคาน เราใหแรงหรือนํ้ าหนักบรรทุก 1 หนวย (unit load) กระทํ าตอคาน ดังนั้น
“ ถาคานถูกกระทํ าโดยแรงขนาด F  ที่ตํ าแหนงเดียวกับที่แรง 1 หนวยกระทํ าแลว คาของแรงปฏิกริยา หรือของ

แรงเฉือน หรือของโมเมนตดัดที่เกิดจากแรง F  ที่จุดที่เราสนใจนั้นจะมีคาเทากับผลคูณของพิกัดของอินฟลูเอนซไลนกับ
ขนาดของแรง F  นั้น”

พิจารณาคาน AB  ตามรูปที่ 6-7 ซึ่งมีแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงปฏิกริยาที่จุด A  ( AR ) ดังที่แสดงตาม
รูปที่ 6-7a เมื่อแรง F  หนวยกระทํ าอยูที่ระยะ x  จากจุด A  แลว แรงปฏิกริยา AR  จะมีคาเทากับ

)1(
L
xF −

ซึ่งจะสามารถตรวจสอบไดโดยการใชสมการความสมดุลของผลรวมของโมเมนตรอบจุด B  ของคานมีคาเทากับศูนย
อินฟลูเอนซไลนของคานเนื่องจากแรงกระทํ าแผกระจายสมํ่ าเสมอ (Uniform Load)

พิจารณาสวนของคานที่ถูกกระทํ าโดยแรงแผกระจายสมํ่ าเสมอ w  (uniformly distributed load) ตามรูปที่ 6-8a 
เราจะเห็นไดวา คาแรงลัพธของแรง w  ที่กระทํ าอยูบนสวนของคาน dx  จะมีคาเทากับ dF =w dx  และถาแรงลัพธนี้
วางอยูที่ตํ าแหนง x  ซึ่งมีพิกัดของอินฟลูเอนซไลนของแรงปฏิกริยา หรือของแรงเฉือน หรือของโมเมนตดัดเทากับ y  ตาม
รูปที่ 6-8b แลว คาของแรงปฏิกริยา หรือของแรงเฉือน หรือของโมเมนตดัดจะมีคาเทากับ

dF ( y ) = (w dx ) ( y )
ดังนั้น ผลรวมของแรงลัพธ dF จาก 1x  ถึง 2x  มีคาเทากับ

∫
2

1

  
x

x

dxyw  = ∫
2

1

  
x

x

dxyw

โดยที่ ∫
2

1

 
x

x

dxy  เปนพื้นที่ใตแผนภาพอินฟลูเอนซไลน ตามที่แสดงในรูปที่ 6-8b ดังนั้น เราจะสรุปไดวา

“คาของแรงปฏิกริยา หรือของแรงเฉือน หรือของโมเมนตดัดที่เกิดจากแรงกระทํ าแผกระจายสมํ่ าเสมอจะมีคาเทา
กับผลคูณของพื้นที่ใตแผนภาพอินฟลูเอนซไลนกับคาของแรงกระทํ าแผกระจายสมํ่ าเสมอ w ”

รูปที่ 6-8
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ตัวอยางที่ 6-5
พิจารณาคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 6-9 จงหาคาสูงสุดของแรงเฉือนบวกและโมเมนตดัดบวกที่จุด C  เนื่องจากนํ้ า

หนักบรรทุกจรเปนจุด (Concentrated live load) ขนาด kN 50  และนํ้ าหนักบรรทุกจรที่มีการกระจายสมํ่ าเสมอ
(Uniformly distributed live load) ขนาด kN/m 10  กํ าหนดใหคานมีนํ้ าหนักเทากับ kN/m 2

         
รูปที่ 6-9

เริ่มตนเราจะตองเขียนแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงเฉือนและโมเมนตดัดที่จุด C  ซึ่งในกรณีนี้ จากรูปที่ 6-7 
เราจะหาพิกัดของแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงเฉือนและโมเมนตดัดที่จุด C  ไดดังที่แสดงในรูปที่ 6-9b และ 6-9c โดย
ที่พิกัดของแรงเฉือนทางดานซายมือของจุด C  มีคาเทากับ

4.0
10
4

−=−=−
L
a

พิกัดของแรงเฉือนทางดานขวามือของจุด C  มีคาเทากับ

6.0
10
6
==

L
b

และพิกัดของโมเมนตดัดที่จุด C  มีคาเทากับ

4.2
10

)6(4
==

L
ab

จากนั้น เราจะพิจารณาการวางนํ้ าหนักบรรทุกจรเปนจุด นํ้ าหนักของคาน และนํ้ าหนักบรรทุกจรที่มีการกระจายสมํ่ าเสมอ
ลงบนคานดังกลาว โดยที่นํ้ าหนักของคานจะตองถูกวางตลอดแนวความยาวของคาน แตนํ้ าหนักบรรทุกจรจะตองวางเพื่อ
ใหเกิดคาสูงสุดของแรงเฉือนและโมเมนตดัดที่จุด C  จากหลักการที่ไดกลาวมาแลวในตอนตน เราจะเห็นไดวา
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1. นํ้ าหนักบรรทุกจรเปนจุดจะตองวางที่ตํ าแหนงที่พิกัดของแรงเฉือนและโมเมนตดัดมีคาสูงสุด
2. นํ้ าหนักบรรทุกจรที่มีการกระจายสมํ่ าเสมอจะตองวางในสวนของแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงเฉือนที่มี

คาเปนบวกหรือสวน CB  ดังที่แสดงในรูปที่ 6-9b และจะตองวางตลอดแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของ
โมเมนตดัด ดังที่แสดงในรูปที่ 6-9c

สุดทาย เราจะหาคาสูงสุดของแรงเฉือนบวกและโมเมนตบวกที่จุด C  ไดเทากับ
( ) =maxCV )4.0(m4)5.0(kN26.0)m6(5.0)kN2kN10()6.0(kN50 −++

  = kN 50
( ) =maxCM =++ 4.2)m10(5.0)kN2kN10()4.2(kN50 m-kN 264
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6.3 Qualitative Influence Lines
Heinrich Muller - Breslau&&  ศาตราจารยชาวเยอรมันไดพัฒนาเทคนิคที่ใชในการเขียนรูปรางของอินฟลูเอนซ

ไลนที่งายและรวดเร็วขึ้นมาและถูกเรียกวาหลักการ Breslau-lleruM &&  ซึ่งกลาววา
“รูปรางของแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงปฏิกริยา (หรือของแรงเฉือน หรือของโมเมนตดัด) ที่จุด

ใดๆ บนคานจะมีรูปรางเหมือนกับรูปรางการโกงตัวของคาน เมื่อคานนั้นถูกกระทํ าโดยแรงปฏิกริยา (หรือแรง
เฉือน หรือโมเมนตดัด) ที่จุดนั้น โดยที่หนาตัดของคานที่จุดนั้นจะตองไมมีความตานทานตอแรงปฏิกริยา (หรือ
ตอแรงเฉือน หรือตอโมเมนตดัด) ที่กระทํ าอยู”

พิจารณาคานตามรูปที่ 6-10a ถาเราตองการหารูปรางของอินฟลูเอนซไลนของแรงปฏิกริยาที่จุด A  ( Ay ) แลว 
จุดรองรับหมุด (pin) ที่จุด A  จะถูกเปล่ียนเปน roller guide ดังที่แสดงในรูปที่ 6-10b ซึ่ง roller guide นี้จะยอมใหปลาย
ของคานที่จุด A  เคลื่อนที่ไดอยางอิสระในแนวดิ่ง แตจะปองกันไมยอมใหปลายคานเคลื่อนที่ในแนวนอน เมื่อคานตามรูป
ที่ 6-10b ถูกกระทํ าโดยแรงปฏิกริยา Ay  แลว คานก็จะเกิดการเคลื่อนที่ดังที่แสดงโดยเสนประ ซึ่งจะเปนรูปรางของแผน
ภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงปฏิกริยา Ay  ดังที่แสดงตามรูปที่6-10c

รูปที่ 6-10

ถาเราตองการหารูปรางของอินฟลูเอนซไลนของแรงเฉือนที่จุด C  ( CV ) ของคานตามรูปที่ 6-11a แลว จุด C
ของคานจะถูกเปล่ียนเปน roller guide ดังที่แสดงในรูปที่ 6-11b โดยที่ roller guide นี้จะตานทานเฉพาะโมเมนตดัดและ
แรงในแนวแกนเทานั้น แตจะไมตานทานตอแรงเฉือน เมื่อแรงเฉือน VC  ซึ่งมีคาเปนบวกกระทํ าตอคานแลว คานจะเกิดการ
เคลื่อนที่ดังที่แสดงโดยเสนประ ซึ่งจะเปนรูปรางของแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงเฉือนที่จุด C  ของคาน ดังที่แสดง
ตามรูปที่6-11c

รูปที่ 6-11
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ถาเราตองการหารูปรางของอินฟลูเอนซไลนของโมเมนตดัดที่จุด C  ( CM ) ของคานดังที่แสดงในรูปที่ 6-12a 
แลว จุด C  ของคานจะถูกเปล่ียนใหเปน internal hinge ดังที่แสดงในรูปที่ 6-12b เมื่อใหโมเมนตดัด CM  ที่มีคาเปนบวก
กระทํ าตอคานแลว คานจะเกิดการเคลื่อนที่ดังที่แสดงโดยเสนประ ซึ่งจะเปนรูปรางของแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของ
โมเมนตดัดที่จุด C  ของคาน ดังที่แสดงตามรูปที่ 6-12c

รูปที่ 6-12

เราสามารถที่จะพิสูจนหลักการ Breslau-lleruM &&  ไดโดยใชหลักการ virtual work (principle of virtual 
work) โดยที่เราทราบมาแลววางาน (work) เปนผลคูณของการเคลื่อนที่เชิงเสนตรง (linear displacement) กับแรงในทิศ
ทางของการเคลื่อนที่นั้น หรือเปนผลคูณของการหมุน (rotation) กับคาของโมเมนตในทิศทางของการหมุนนั้น และเมื่อวัตถุ
แกรง (rigid body) อยูในสมดุลแลว แรงและโมเมนตลัพธที่กระทํ าอยูบนวัตถุนั้นจะมีคาเทากับศูนย ดังนั้น ถาเราใหวัตถุซึ่ง
อยูในสมดุลมีการเคลื่อนที่หรือการหมุนที่ไมไดเกิดขึ้นจริง (virtual displacement) แลว งานที่เกิดขึ้นจากแรงและโมเมนตที่
กระทํ าอยูบนวัตถุนั้นจะมีคาเปนศูนยดวย

รูปที่ 6-13
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เพื่อที่จะพิสูจนหลักการ Muller - Breslau&&  ในกรณีของแรงปฏิกริยา ใหเราพิจารณาคาน ซึ่งถูกกระทํ าโดยแรง 
1 หนวย ดังที่แสดงในรูปที่ 6-13a ถาเราใหคานนั้นมี virtual displacement ขนาด yδ  เกิดขึ้นที่จุดรองรับ A  โดยที่ปลาย
คานที่จุดรองรับ B  ไมมีการเคลื่อนที่ แตมีเฉพาะการหมุนเทานั้น ตามรูปที่ 6-13b แลว virtual work ในกรณีนี้จะเกิดจาก
แรงเพียง 2 แรงคือ แรงปฏิกริยาที่จุด A  ( Ay ) และแรงกระทํ า 1 หนวย โดยที่ Ay  จะทํ าใหเกิด virtual work ที่มีคาเปน
บวกและมีขนาด yδ  และแรง 1 หนวยจะกอใหเกิด virtual work ที่มีคาเปนลบและมีขนาด -1( yδ ′ ) เนื่องจากคานอยูในสม
ดุล เราจะไดวา

yδ Ay  0)(1 =′− yδ

ถาเราให 1=yδ   แลว =yA yδ ′  ซึ่งหมายความวา คาของแรงปฏิกริยาที่จุด A มีคาเทากับคา virtual displacement ที่
ตํ าแหนงที่แรง 1 หนวยกระทํ า ดังนั้น อินฟลูเอนซไลนของแรงปฏิกริยาที่จุด A จะเปนไปตามเสนประในรูปที่ 6-13b

ในลักษณะเดียวกัน เพื่อที่จะพิสูจนหลักการ Muller - Breslau&&  ในกรณีของแรงเฉือนที่จุด C  เราจะใหคานดัง
กลาวถูกตัดที่จุด C  และใหจุด C  เปล่ียนเปน roller guide เมื่อเราใหจุด C  มี virtual displacement ขนาด yδ  ตามรูป
ที่ 6-13c โดยที่สวน AC  และ BC  อยูในแนวที่ขนานกันแลว virtual work จะเกิดจากแรงเฉือนภายใน VC  และแรง 1 
หนวยเทานั้น และเนื่องจากคานอยูในสมดุล เราจะไดวา

yδ CV  0)(1 =′− yδ

ถาเราให 1=yδ  แลว =CV yδ ′   ดังนั้น อินฟลูเอนซไลนของแรงเฉือนที่จุด C  จะเปนไปตามเสนประในรูปที่ 6-13c
ในลักษณะเดียวกัน เพื่อที่จะพิสูจนหลักการ Muller - Breslau&&  ในกรณีของโมเมนตดัดที่จุด C  เราจะใหจุด 

C  ถูกเปล่ียนเปน internal hinge และใหจุด C  นั้นมี virtual rotation ขนาด δφ  ตามที่แสดงในรูปที่ 6-13d ดังนั้น 
virtual work จะเกิดจากโมเมนตภายใน MC  และแรง 1 หนวยเทานั้น เนื่องจากคานอยูในสมดุล เราจะไดวา

δφ CM 0)(1 =′− yδ

ถาเราให 1=δφ  แลว =CM yδ ′  ดังนั้น อินฟลูเอนซไลนของโมเมนตดัดที่จุด C  จะเปนไปตามเสนประในรูปที่ 6-13d
ตัวอยางที่ 6-6

จงใชหลักการ Muller - Breslau&&  ชวยในการเขียนแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงปฏิกริยา AR  แรงเฉือน 
DV  โมเมนตดัด DM  แรงเฉือน EV  และโมเมนตดัด EM  ของคานดังที่แสดงในรูปที่ 8-14a

ในการเขียนแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงปฏิกริยา AR  เราจะเอาจุดรองรับ A  ออกและเคลื่อนปลาย A  ใน
แนวดิ่งเปนระยะ 1 หนวย ดังนั้น เราจะไดคาน ACB  เกิดการเปลี่ยนแปลงรูปรางอยูในรูปของคาน CBA′  ดังที่แสดงใน
รูปที่ 8-14b ซึ่งเปนแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงปฏิกริยา AR  โดยที่สวน CB  ซึ่งมีลักษณะเปนคานยื่นจะไมเกิดการ
เคลื่อนที่เนื่องจากจุด C  เปน hinge และจุด B  ถูกยึดแนน

ในการเขียนแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงเฉือน DV  เราจะทํ าการตัดคานที่จุด D  แลวใหปลาย (จุด 1D ) 
ของสวนทางดานซายมือ (สวน 1AD ) มีการเคลื่อนที่สัมพัทธเทียบกับปลาย (จุด 2D ) ของสวนทางดานขวามือ (สวน 

CD2 ) เทากับหนึ่งหนวยโดยที่ไมมีการหมุนสัมพัทธเกิดขึ้น และคาน ACB  เกิดการเปลี่ยนแปลงรูปรางอยูในรูปของคาน 
CBDAD 21  ดังที่แสดงในรูปที่ 8-14c ซึ่งเปนแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงเฉือน DV  โดยที่ จากการเขียนแผนภาพ

อินฟลูเอนซไลนโดยการเขียนสมการ เราจะไดวา พิกัด 1DD  มีคาเทากับ
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2
−=−=−

a
a
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a

และพิกัด 2DD  มีคาเทากับ
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รูปที่ 6-14

ในการเขียนแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของโมเมนตดัด DM  เราจะทํ าการตัดคานที่จุด D  แลวใหสวนของคานทั้ง
สองที่จุดตัดเกิดการหมุนสัมพัทธเกิดขึ้นหนึ่งหนวย ดังนั้น เราจะไดคาน ACB  เกิดการเปลี่ยนแปลงรูปรางอยูในรูปของ
คาน CBDA ′  ดังที่แสดงในรูปที่ 8-14d ซึ่งเปนแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของโมเมนตดัด DM  โดยที่ จากการเขียนแผน
ภาพอินฟลูเอนซไลนโดยการเขียนสมการ เราจะไดวา พิกัด DD ′  มีคาเทากับ

22
)( a

a
aa

L
ab

==

ในการเขียนแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงเฉือน EV  เราจะทํ าการตัดคานที่จุด E  แลวใหสวนทางดานซาย
มือของคานเกิดการเคลื่อนที่ลงหนึ่งหนวยเทียบกับสวนทางดานขวามือ โดยใหสวน EC ′′  ยังคงขนานกับสวน BE  ของ
คาน ดังที่แสดงในรูปที่ 8-14e ซึ่งเปนแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของโมเมนตดัด EV

ในการเขียนแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของโมเมนตดัด EM  เราจะทํ าการตัดคานที่จุด E  แลวใหสวนทางดาน
ซายมือของคานเกิดการหมุนสัมพัทธเทียบกับสวนทางดานขวามือ BE  ของคานหนึ่งหนวย โดยที่สวน BE  จะยังคงอยูที่
ตํ าแหนงเดิมเนื่องจากปลาย B  มีการรองรับแบบยึดแนน และการเปลี่ยนแปลงรูปรางของคาน ACB  ไปอยูในรูปของ
คาน EBCA ′  ดังที่แสดงในรูปที่ 8-14f จะเปนแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของโมเมนตดัด EM  และเนื่องจากมุมสัมพัทธ 

1=Eδθ  ดังนั้น เมื่อระยะ CE  มีคาเทากับ a  แลว พิกัด CC ′  จะมีคาเทากับ a  ดวย
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6.4 อินฟลูเอนซไลนของ girder ที่รองรับพ้ืน (Influence Lines for Floor Girders)
ในกรณีที่องคอาคารที่รองรับพื้นถูกจัดวางในลักษณะตามรูปที่ 6-15 นั้น แรงหรือนํ้ าหนักบรรทุกที่กระทํ าอยูบน

พื้นจะถายลงไปที่ตงหรือคานที่รองรับพื้น (floor beam) จากนั้น แรงที่กระทํ าอยูบนคานที่รองรับพื้นก็จะถายตอลงไปที่ 
girder และสุดทายที่เสาซึ่งรองรับ girder ในการวิเคราะหหาอินฟลูเอนซไลนของแรงเฉือนและของโมเมนตดัดของ girder 
นี้ เราจะสมมุติใหพื้นเปนพื้นทางเดียว (one-way slab) และวางอยูบนคานที่รองรับพื้นแบบ simple support นอกจากนั้น
แลว เราจะให girder วางอยูบนเสาแบบ simple support ดวย ในลักษณะเชนนี้ แรง 1 หนวย (unit load) ที่กระทํ าบนพื้น
จะถายลงสู girder ที่จุดที่ girder เชื่อมตออยูกับคานที่รองรับพื้นหรือ จุด A  จุด B  จุด C  และจุด D  โดยตรง

รูปที่ 6-15

พิจารณา girder ดังที่แสดงในรูปที่ 6-16a ในที่นี้ถาเราตองการหาอินฟลูเอนซไลนของแรงเฉือนและของโมเมนต
ดัดที่จุด P  เราจะทํ าไดดังขั้นตอนตอไปนี้

รูปที่ 6-16
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1. เราจะวางแรง 1 หนวยไวบนพื้น (slab) ตามที่แสดงในรูปที่ 6-16b จากนั้น เราจะทํ าการวิเคราะหหาแรงที่
เกิดขึ้นบนคานที่รองรับพื้น สมมุติใหมีคาเปน FB  และ FC

2. ใชคาแรง FB  และ FC  หาคาของแรงปฏิกริยาที่จุดรองรับของ girder ใหมีคาเปน F1  และ F2

3. ใช method of sections หาคาของแรงเฉือนและของโมเมนตดัดที่จุด P  ดังที่แสดงในรูปที่ 6-16c
4. ทํ าขั้นตอนที่ 1 ถึง 3 บนชวงตางๆ ของคาน
5. เมื่อไดจํ านวนจุดที่พอเพียงแลว ใชขอมูลที่ไดมาเขียนแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงเฉือนและของโมเมนต

ดัดที่จุด P
เราควรที่จะทราบวา คาของโมเมนตภายใน (internal moment) PM  จะขึ้นอยูกับตํ าแหนงของจุด P  ยกตัว

อยางเชน จากรูปที่ 6-16c เราจะไดวา
PM = F1 ( d ) - FB ( d - s )

ซึ่งเปนฟงกชันของระยะ d  จากปลายของ girder เปนตน แตคาของแรงเฉือนภายใน (internal shear) VP  จะไมขึ้นอยู
กับตํ าแหนงของจุด P  หรือคงที่ตลอดระยะ BC  โดยที่

VP  =( F1  - FB )
อีกวิธีการหนึ่งซึ่งมีความงายกวาวิธีการแรก ที่มักจะถูกใชในการเขียนแผนภาพอินฟลูเอนซไลนไลนของแรงเฉือน

และของโมเมนตดัดของ girder คือ การวางแรง 1 หนวยที่ตํ าแหนงของคานที่รองรับพื้นแลว ทํ าการวิเคราะห girder ตามที่
ไดกลาวมา จากนั้น ทํ าเชนนี้จนครบทุกจุด แลวนํ าขอมูลตางๆ ที่ไดมาเขียนแผนภาพอินฟลูเอนซไลน โดยการลากเสนตรง
เชื่อมระหวางคาเหลานั้น
ตัวอยางที่ 6-7

พิจารณา girder ดังที่แสดงในรูปที่ 6-17a จงทํ าการเขียนแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงปฏิกริยา AR  และ 
ER  แรงเฉือนในชวง BC   และ AB ของ girder และโมเมนตดัด BM  CM  และ PM

โดยการวางแรง 1 หนวยที่ตํ าแหนงของคานที่รองรับพื้นที่ละคานแลวทํ าการวิเคราะหหาแรงและโมเมนตที่
ตองการหา เราจะสามารถเขียนแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงปฏิกริยา AR  และ ER  แรงเฉือนในชวง BC   และ 
AB ของ girder และโมเมนตดัด BM  CM  และ PM  ไดดังที่แสดงในรูปที่ 6-17b ถึง 6-17h ตามลํ าดับ โดยเราจะสัง
เกตุลักษณะพิเศษของแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของ girder ไดดังตอไปนี้

1. แผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงปฏิกริยา AR  และ ER  ดังที่แสดงในรูปที่ 6-17b และ 6-17c มีลักษณะเชน
เดียวกันกับแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงปฏิกริยาของคานชวงเดียว ดังที่ไดกลาวไปแลวในตอนตนบท

2.  แผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงเฉือน CBV −  ดังที่แสดงในรูปที่ 6-17d จะหาไดจากแผนภาพอินฟลูเอนซไลน
ของแรงปฏิกริยา AR  และ ER  โดยที่

• อินฟลูเอนซไลนในชวง BA −  จะมีคาเทากับ ER−

• อินฟลูเอนซไลนในชวง EC − จะมีคาเทากับ AR

• อินฟลูเอนซไลนในชวง CB −  จะหาไดโดยการลากเสนตรงเชื่อมระหวางพิกัดของอินฟลูเอนซ
ไลนที่จุด B  และจุด C

3. แผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงเฉือน BAV −  ดังที่แสดงในรูปที่ 6-17e จะหาไดจากแผนภาพอินฟลูเอนซไลน
ของแรงปฏิกริยา AR  และ ER  โดยที่

• อินฟลูเอนซไลนในชวง EB − จะมีคาเทากับ AR

• อินฟลูเอนซไลนในชวง BA −  จะหาไดโดยการลากเสนตรงเชื่อมระหวางพิกัดของอินฟลูเอนซ
ไลนที่จุด A  และจุด B
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รูปที่ 6-17

4.  แผนภาพอินฟลูเอนซไลนของโมเมนตดัด BM  ดังที่แสดงในรูปที่ 6-17f จะหาไดโดยที่
• เมื่อแรง 1 หนวยอยูที่จุด A  แลว 0=BM

• เมื่อแรง 1 หนวยอยูในชวง EB −  แลว โมเมนตดัด BM  จะหาไดโดยการพิจารณาคานชวง 
BA −  โดยที่

AB sRM =
และถากํ าหนดใหแรงหนึ่งหนวยมีหนวยเปน kN  และให m  2=s  แลว

mkN  5.175.0)2( −==BM
• ทํ าการลากเสนตรงเชื่อมระหวางพิกัดของอินฟลูเอนซไลนที่หาได

ในลักษณะเดียวกัน เราจะหาแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของโมเมนตดัด CM  ได ดังที่แสดงในรูปที่ 6-17g
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5. เราจะหาแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของโมเมนตดัดที่จุดที่อยูในชวงใดๆ บนคาน เชนจุด P  ซึ่งอยูในชวง 
CB −  และหางจากจุด B  เทากับ m 0.5  ได โดยที่

• เมื่อแรง 1 หนวยอยูในชวง BA −  แลว เราจะหาโมเมนตดัด PM  ไดโดยการพิจารณาคานชวง 
EC −  ดังนั้น

EP RsM )5.12( +=
ถาเรากํ าหนดใหแรง 1 หนวยมีหนวยเปน kN  และให m  2=s  แลว

EBP RRM 5.5)5.1)2(2( =+=
ดังนั้น m-kN  0)0(5.5 ==PM  ที่จุด A
และ mkN  375.1)25.0(5.5 −==PM  ที่จุด B

• แรง 1 หนวยกระทํ าอยูในชวง EC −  แลว โมเมนตดัด PM  จะหาไดโดยการพิจารณาคานชวง 
BA −  โดยที่

AAP RRsM )5.2()5.0( =+=
ดังนั้น ที่จุด B mkN 25.1)5.0(5.2 −==PM
และที่จุด A   0=PM

• ทํ าการลากเสนตรงเชื่อมระหวางพิกัดของอินฟลูเอนซไลนที่หาได
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ตัวอยางที่ 6-8
จงเขียนแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงเฉือนในชวง CD  ของ girder และเขียนแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของ

โมเมนตดัด FM  ของ girder ดังที่แสดงในรูปที่ 6-18a
ขั้นตอนในการเขียนแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงเฉือน CDV  และโมเมนตดัด FM  มีดังนี้
1. วางแรง 1 หนวยที่ตํ าแหนงของคานที่รองรับพื้น A  ดังที่แสดงในรูปที่ 6-18a แลวทํ าการวิเคราะห girder 

เพื่อหาคาของแรงเฉือน CDV  และโมเมนตดัด FM  โดยวิธี statics ซึ่งเราจะไดวา แรงเฉือน CDV  และ
โมเมนตดัด FM  จะมีคาเทากับศูนย

(a)
รูปที่ 6-18
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2. วางแรง 1 หนวยที่ตํ าแหนงของคานที่รองรับพื้นที่จุด B  ดังที่แสดงในรูปที่ 6-18a ซึ่งจากแผนภาพ free 
body diagram ของสวนของคาน FG  เราจะไดวา จาก sign convention ที่เราใชในการวิเคราะหคานโดย
วิธี statics

7/1−=−= yCD GV  และ 7/66 == yF GM
3. วางแรง 1 หนวยที่ตํ าแหนงของคานที่รองรับพื้นที่จุด C  ดังที่แสดงในรูปที่ 6-18a ซึ่งจากแผนภาพ free 

body diagram ของสวนของคาน FG  เราจะไดวา จาก sign convention ที่เราใชในการวิเคราะหคานโดย
วิธี statics

7/3−=−= yCD GV  และ 7/186 == yF GM

4. วางแรง 1 หนวยที่ตํ าแหนงของคานที่รองรับพื้นที่จุดอื่นๆ แลวทํ าการวิเคราะหคานโดยวิธี statics หาแรง
เฉือน CDV  และโมเมนตดัด FM

5. นํ าขอมูลตางๆ ที่ไดมาเขียนแผนภาพอินฟลูเอนซไลน โดยการลากเสนตรงเชื่อมระหวางคาเหลานั้น ดังที่
แสดงในรูปที่ 6-18b

   
(b)
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6.5 อินฟลูเอนซไลนของโครงขอหมุน (Influence Lines for Trusses)
โครงขอหมุนจะรองรับแรงหรือนํ้ าหนักบรรทุกที่ถายลงมาจากพื้นลงสูคานซอย สุดทายที่จุดตอของโครงขอหมุน 

เนื่องจากแรงในชิ้นสวนของโครงขอหมุนเปนฟงกชันกับตํ าแหนงของแรงกระทํ าที่จุดตอของโครงขอหมุน ดังนั้น อินฟลูเอนซ
ไลนของชิ้นสวนของโครงขอหมุนจะหาไดจากการใหแรง 1 หนวย (unit load) กระทํ าที่จุดตอของโครงขอหมุน แลวทํ าการ
หาแรงในชิ้นสวนนั้นๆ ดวยวิธี method of sections และ/หรือ method of joints จนครบทุกจุดตอแลว เราจะเขียนแผนภาพ
อินฟลูเอนซไลนไดโดยการลากเสนตรงเชื่อมระหวางพิกัดที่ไดมาเหลานั้น
ตัวอยางที่ 6-8

พิจารณาโครงขอหมุน ดังที่แสดงในรูปที่ 6-19a จงทํ าการเขียนแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงปฏิกริยา AR
และ GR  แรงที่เกิดขึ้นในชิ้นสวน AH  และ BH  แรงเฉือนในชวง BI  และแรงที่เกิดขึ้นในชิ้นสวน CI  และ CD

โดยการวางแรง 1 หนวยที่จุดตอ (joint) ตางๆ ของโครงขอหมุนทีละครั้ง แลวทํ าการวิเคราะหหาแรงที่เกิดขึ้นในชิ้น
สวนที่ตองการหา เราจะสามารถเขียนแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงปฏิกริยา AR  และ GR  แรงที่เกิดขึ้นในชิ้นสวน 
AH  และ BH  แรงเฉือนในชวง BI  และแรงที่เกิดขึ้นในชิ้นสวน CI  และ CD  ไดดังที่แสดงในรูปที่ 6-19b ถึง 6-19g 
ตามลํ าดับ โดยเราจะสังเกตุลักษณะพิเศษของแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของโครงขอหมุนไดดังตอไปนี้

1. แผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงปฏิกริยา AR  และ GR  ดังที่แสดงในรูปที่ 6-19b มีลักษณะเชนเดียวกันกับ
แผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงปฏิกริยาของคานชวงเดียว

2. แผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงในชิ้นสวน AH  ( AHF ) ดังที่แสดงในรูปที่ 6-19c จะหาไดโดย
• เมื่อแรง 1 หนวยอยูที่จุด A  แลว 0=AHF

• เมื่อแรงขนาด 1 หนวยอยูในชวง GB −  แลว AHF  จะหาไดโดยการพิจารณาสมการสมดุลที่จุด
รองรับ A  ดังนั้น AAH RF )2(−=  (แรงกดอัด)

และเราจะเห็นไดวา แผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรง AHF  ในชวง GB −  จะแปรผันตรงกับอินฟลูเอนซไลนของแรงปฏิ
กริยา AR

• อินฟลูเอนซไลนในชวง BA −  จะหาไดโดยการลากเสนตรงเชื่อมระหวางพิกัดของอินฟลูเอนซ
ไลนที่จุด A  และจุด B

3. แผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงในชิ้นสวน BH  ( BHF ) ดังที่แสดงในรูปที่ 6-19d จะหาไดโดยการพิจารณา
โครงขอหมุน ซึ่งเราจะไดวา BHF  จะเกิดขึ้นก็ตอเมื่อแรง 1 หนวยกระทํ าอยูในชวง BA −  และ CB −  เทานั้น เมื่อแรง 
1 หนวยอยูที่จุด A  และจุด C  แลว 0=BHF  และเมื่อแรง 1 หนวยอยูที่จุด B  แลว 1=BHF  จากนั้น อินฟลูเอนซ
ไลนของแรง BHF   จะหาไดโดยการลากเสนตรงเชื่อมระหวางพิกัดของอินฟลูเอนซไลนที่จุด A  จุด B  และจุด C

4. แผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงในแนวดิ่งที่เกิดขึ้นในชิ้นสวน DI  ( DIV ) ดังที่แสดงในรูปที่ 6-19e จะหาได
โดยที่

• เมื่อแรง 1 หนวยอยูในชวง CA −  ของโครงขอหมุนแลว เราจะพิจารณาแผนภาพ free body
diagram ของโครงขอหมุนในชวง GD −  และเราจะไดวา

GDI RV −=

ซึ่งคาพิกัดของอินฟลูเอนซไลนจะมีคาเทากับ 0 ที่จุด A  และเทากับ –1/3 ที่จุด C
• เมื่อแรงขนาด 1 หนวยอยูในชวง GD −  แลว เราจะพิจารณาแผนภาพ free body diagram ของ

โครงขอหมุนในชวง CA −  และเราจะไดวา
 ADI RV =
ซึ่งคาพิกัดของอินฟลูเอนซไลนจะมีคาเทากับ 1/2 ที่จุด D  และเทากับ 0 ที่จุด G
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• อินฟลูเอนซไลนของแรง BHF   จะหาไดโดยการลากเสนตรงเชื่อมระหวางพิกัดของอินฟลูเอนซไลน
ที่จุดตางๆ ที่หามาได

นอกจากนั้นแลว เราจะหาแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงในชิ้นสวน DI  ( DIF ) ไดจากการความสัมพันธ

DIDI VF  2=

รูปที่ 6-19

5.  แผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงในชิ้นสวน CI  ( CIF ) ดังที่แสดงในรูปที่ 6-19f จะหาไดโดยพิจารณาสมดุล
ของแรงที่จุดตอ I  และเราจะไดวา DICI VF −=
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6. แผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงในคอรดบนและคอรดลางของโครงขอหมุน เชนแรงในชิ้นสวน CD  ( CDF )
ดังที่แสดงในรูปที่ 6-19g เปนตน จะหาไดโดยการใช method of sections

• เมื่อแรงขนาด 1 หนวยอยูในชวง CA −  แลว ใหเราพิจารณาสมดุลของโมเมนตรอบจุดตอ C
ของชวง GD −  ของโครงขอหมุน และเราจะไดวา

GGCD RRF 46/)6x4( ==

ซึ่งคาพิกัดของอินฟลูเอนซไลนจะมีคาเทากับ 0 ที่จุด A  และเทากับ 4/3 ที่จุด C
• เมื่อแรงขนาด 1 หนวยอยูในชวง GC −  แลว ใหเราพิจารณาสมดุลของโมเมนตรอบจุดตอ C

ของชวง CA −  ของโครงขอหมุน และเราจะไดวา
AACD RRF 26/)6x2( ==

ซึ่งคาพิกัดของอินฟลูเอนซไลนจะมีคาเทากับ 4/3 ที่จุด C  และเทากับ 0 ที่จุด G
• ทํ าการลากเสนตรงเชื่อมระหวางพิกัดของอินฟลูเอนซไลนที่หามาได
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6.6 นํ้ าหนักบรรทุกจรที่กระทํ าตอสะพาน (Live Loads for Bridges)
นํ้ าหนักบรรทุกจรที่กระทํ าตอสะพานบนทางหลวง

นํ้ าหนักบรรทุกจร (live load) ที่กระทํ าตอสะพานจะเปนนํ้ าหนักของยานพาหนะที่วิ่งผานสะพาน และจะมีคา
วิกฤติ (critical load) เมื่อรถบรรทุกหลายๆ คันวิ่งเรียงกันไปบนสะพานและอยูในรูปแบบใดรูปแบบหนึ่ง คานํ้ าหนักและ
ระยะระหวางลอของรถบรรทุกไดถูกกํ าหนดไวในขอกํ าหนดของกรมทางหลวงและ American Association of State and 
Highway Transportation Officials (AASHTO) ดังที่แสดงเปนตัวอยางในรูปที่ 6-20 โดยทั่วไปแลว คานํ้ าหนักและระยะ
ระหวางลอของรถบรรทุกที่จะเลือกใชนั้นจะขึ้นอยูกับชนิดของสะพาน สถานที่ตั้งของสะพาน และชนิดของการจราจร

รูปที่ 6-20
แรงกระแทก (Impact Loads)

นอกจากนํ้ าหนักบรรทุกจรของรถแลว สะพานยังถูกกระทํ าโดยแรงกระแทกซึ่งเกิดจากการกระแทกของรถเนื่อง
จากความไมราบเรียบของสะพานดวย AASHTO ไดกํ าหนดสูตรในการคํ านวณหาคาของแรงกระแทก ซึ่งมีคาเปนเปอรเซ็น
ที่นํ้ าหนักบรรทุกจรควรจะมีคาเพิ่มขึ้นจากแรงกระแทกนั้น และถูกเรียกวา impact fraction, I  โดยที่

3.0
38
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≤

+
=
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I

เมื่อ L  เปนความยาวของ span ของสะพานที่ถูกกระทํ าโดยนํ้ าหนักบรรทุกจร มีหนวยเปนเมตร
6.7 คาสูงสุดของแรงปฏิกริยา หรือของแรงเฉือน หรือของโมเมนตดัดที่จุดใดจุดหนึ่งเนื่องจากกลุมของนํ้ าหนัก
จรแบบเปนจุด (Maximum Influence at a Point Due to a Series of Concentrated Loads)

หลังจากที่เราไดแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงปฏิกริยา หรือของแรงเฉือน หรือของโมเมนตดัดที่จุดๆ หนึ่งบน
โครงสรางแลว คาสูงสุดของแรงและโมเมนตเนื่องจากแรงกระทํ าเปนจุดจะหาไดจากการคูณคาสูงสุดของพิกัดของอินฟลู
เอนซไลนของแรงและโมเมนตดังกลาวดวยขนาดของแรงกระทํ านั้น โดยปกติแลว โครงสรางเชน สะพาน มักจะมีถูกกระทํ า
โดยนํ้ าหนักบรรทุกของรถบรรทุก ซึ่งมีลักษณะเปนกลุมของนํ้ าหนักบรรทุกจรแบบเปนจุด ในกรณีนี้ คาสูงสุดของแรงปฏิ
กริยา หรือของแรงเฉือน หรือของโมเมนตดัดที่จุดๆ หนึ่งบนโครงสรางอาจจะหามาไดโดยใช

1. วิธีการลองผิดลองถูก (trial-and-error)
2. วิธีการพิจารณาการเปลี่ยนแปลงของฟงกชันของแรงปฏิกริยา หรือของแรงเฉือน หรือของโมเมนตดัดในขณะ

ที่เปนกลุมของนํ้ าหนักบรรทุกจรแบบเปนจุดนั้นเคลื่อนที่ไปตามจุดตางๆ ของโครงสราง
คาแรงเฉือนสูงสุด

พิจารณาคาน simply supported beam ซึ่งมีแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงเฉือนที่จุด C  ดังที่แสดงในรูปที่ 
6-21a ในที่นี้เราตองการที่จะหาคาแรงเฉือนบวกสูงสุด (maximum positive shear) ที่จุด C  ดังกลาว เนื่องจากการกระทํ า
ของกลุมนํ้ าหนักบรรทุกจรแบบเปนจุด ซึ่งเคลื่อนที่จากจุดรองรับ B  ไปยังจุดรองรับ A  จากการพิจารณาอินฟลูเอนซไลน
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ของแรงเฉือนที่จุด C  เราจะไดวา คาแรงเฉือนสูงสุดจะเกิดขึ้นเมื่อคาใดคาหนึ่งในกลุมของนํ้ าหนักบรรทุกจรวางอยูทาง
ดานขวามือถัดจากจุด C  ไปเล็กนอย เนื่องจากจุดดังกลาวเปนจุดที่แรงเฉือนมีคาบวกสูงสุด

วิธีการลองผิดลองถูก
โดยวิธีการลองผิดลองถูก เราจะแบงการพิจารณาการวางกลุมของนํ้ าหนักบรรทุกจรออกเปน 3 กรณี ดังที่แสดง

ในรูปที่ 6-21b

รูปที่ 6-21
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กรณีที่1: ( )VC 1  = 5(0.75) + 50(0.667) + 30(0.5) = 52.1 kN
กรณีที่2: ( )VC 2  = 5(-0.167) + 50(0.75) + 30(0.583) = 54.2 kN
กรณีที่3: ( )VC 3  = 5(0) + 50(-0.083) + 50(0.75) = 18.3 kN

เราจะเห็นไดวา กรณีที่ 2 ซึ่งเปนกรณีที่แรง kN 50  วางอยูที่ระยะ m 3  ทางดานซายมือของจุดรองรับ A  เปน
กรณีที่กลุมของนํ้ าหนักบรรทุกจรดังกลาวใหคา VC  สูงสุด เราควรที่จะสังเกตดวยวา เราไมจํ าเปนที่จะตองตรวจสอบการ
จัดกลุมของนํ้ าหนักบรรทุกจรในกรณีที่ 3 เพราะโดยลักษณะการจัดวางแลว ( )VC 3 จะไมมีคามากกวา ( )VC 2

วิธีการพิจารณาการเปลี่ยนแปลงของฟงกชันของแรงเฉือน
ในกรณีที่กลุมของนํ้ าหนักบรรทุกจรมีความซับซอน ดังเชนในกรณีของกลุมนํ้ าหนักลอของรถไฟ เปนตน วิธีการ

ลองผิดลองถูกจะมีความยุงยากมากและทํ าไดชา ซึ่งในกรณีเชนนี้ เราจะหาคาแรงเฉือนสูงสุดโดยการพิจารณาการเปลี่ยน
แปลงของฟงกชันของแรงเฉือน ∆V  ในขณะที่เปนกลุมของนํ้ าหนักบรรทุกจรเคลื่อนที่จากกรณีที่ 1 ไปกรณีที่ 2 และจาก
กรณีที่ 2 ไปกรณีที่ 3 เรื่อยๆ ไป ถาการเปลี่ยนแปลงของแรงเฉือน ∆V  มีคาเปนบวกแลว ตํ าแหนงของกลุมของนํ้ าหนัก
บรรทุกจรในกรณีที่กํ าลังพิจารณาอยูนี้จะใหคาแรงเฉือนมากกวาตํ าแหนงของกลุมของนํ้ าหนักบรรทุกจรในกรณีกอนหนานี้ 
และเราจะตองตรวจสอบการเปลี่ยนแปลงของแรงเฉือน ∆V  ไปจนกวาจะไดคาของ ∆V ที่มีคาเปนลบ เมื่อไดคา ∆V ที่
เปนลบแลว เราจะไดวา ตํ าแหนงสุดทายกอนหนานี้ที่ ∆V  มีคาเปนบวกจะเปนตํ าแหนงที่เกิดคาแรงเฉือนสูงสุด

รูปที่ 6-22

พิจารณาคาน ซึ่งมีแผนภาพอินฟลูเอนซไลนที่จุด C  ดังที่แสดงรูปที่ 6-22a เมื่อนํ้ าหนักบรรทุกจร P  เคลื่อนที่
ผานอินฟลูเอนซไลนในชวงที่มีความตอเนื่อง (continuity) จากตํ าแหนง x1  ดังที่แสดงรูปที่ 6-22b ไปยังตํ าแหนง x2  ดังที่
แสดงรูปที่ 6-22c แลว คาการเปลี่ยนแปลงของแรงเฉือน ∆V  บนคานจะหาไดจากผลคูณของคาของนํ้ าหนักบรรทุกจร P
กับคาการเปลี่ยนแปลงพิกัดของอินฟลูเอนซไลนระหวางจุด 2 จุดนั้น ( y y2 1− )ดังที่แสดงรูปที่ 6-22d

∆V = P ( y y2 1− )
ถาใหความชันของอินฟลูเอนซไลนมีคาเปน s  แลว เราจะไดวา

( y y2 1− ) = s ( x x2 1− )
ดังนั้น คาการเปลี่ยนแปลงของแรงเฉือน ∆V ในชวงที่อินฟลูเอนซไลนมีความตอเนื่องและมีความชัน s  จะมีคาเทากับ
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∆V = P s ( x x2 1− ) (6-1)
เมื่อนํ้ าหนักบรรทุกจร  P  เคลื่อนที่ผานจุดที่อินฟลูเอนซไลนไมมีความตอเนื่อง (discontinuity) หรือ “jump” ดัง

เชนที่จุด C  ในรูปที่ 6-22d แลว คาการเปลี่ยนแปลงของแรงเฉือน ∆V ในชวงนี้จะมีคาเทากับ
∆V = P ( y y2 1− ) (6-2)

พิจารณาตัวอยางตามรูปที่ 6-21a เราจะไดวา คาความชันของอินฟลูเอนซไลนมีคาเทากับ

12
1

312
75.0

=
−

=s

 และ jump ที่จุด C  มีคาเทากับ
0.175.025.0 −=−−

เมื่อกลุมของนํ้ าหนักบรรทุกจรเคลื่อนที่จากกรณีที่ 1 ไปยังกรณีที่ 2 ดังที่แสดงในรูปที่ 6-21b แลว เราจะเห็นวา แรง kN 5
จะ jump down ที่จุด C  เทากับ 1−  จากนั้น แรง kN 5  ดังกลาว แรง kN 50  และแรง kN 30  จะเลื่อนขึ้นตามความ
ชัน s  ของอินฟลูเอนซไลน ดังนั้น คาการเปลี่ยนแปลงของแรงเฉือน ∆V  เนื่องจากการเคลื่อนที่ดังกลาวจะมีคาเทากับ

∆V1 2− kN 1.2)1)(
12
1](30505[)1(5 +=+++−=

เนื่องจาก ∆V1 2−  มีคาเปนบวก ดังนั้น กรณีที่ 2 จะใหคา VC มากกวากรณีที่ 1 (เราจะเห็นไดจากการคํ านวณโดยวิธีลอง
ผิดลองถูกวา =∆ −21V  −2)( CV =1)( CV kN 1.2+  เชนกัน)

ในกรณีที่กลุมของนํ้ าหนักบรรทุกจรเคลื่อนที่จากกรณีที่ 2 ไปยังกรณีที่ 3 เราจะเห็นวา แรง kN 50  จะ jump 
down ที่จุด C  เทากับ 1−  จากนั้น แรง kN 50  ดังกลาว แรง kN 5  และแรง kN 30  จะเลื่อนขึ้นตามความชัน s
ของอินฟลูเอนซไลน และเราจะไดวา

)2)(
12
1](30505[)1(5032 +++−=∆ −V kN 8.35−=

เนื่องจาก∆V2 3− มีคาเปนลบ ดังนั้น กรณีที่ 2 จะเปนตํ าแหนงของกลุมของนํ้ าหนักบรรทุกจรที่ทํ าใหเกิดแรงเฉือนสูงสุดที่จุด 
C
ตัวอยางที่ 6-8

จงหาคาแรงเฉือนบวกสูงสุดที่จุด C  เนื่องจากกลุมของนํ้ าหนักบรรทุกจร 1P  ถึง 7P  ดังที่แสดงในรูปที่ 6-23

รูปที่ 6-23

เริ่มตน เราจะพิจารณาการเคลื่อนที่ของกลุมของนํ้ าหนักบรรทุกจร 1P  ถึง 7P  จากกรณีที่แรง 1P  อยูที่จุด C  ไป
ยังกรณีที่แรง 2P  อยูที่จุด C  โดยที่คาความชันของอินฟลูเอนซไลนมีคาเทากับ

0625.010/625.0 ==s
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เราควรสังเกตดวยวา เมื่อแรง 1P  อยูที่จุด C  แลว แรง 7P  ยังคงอยูนอกคาน m 2.1 และเมื่อแรง 2P  เล่ือนมาอยูที่จุด 
C  แลว แรง 7P  จะอยูหางจากจุดรองรับ B  เขามาในคาน m 2.1  ดังนั้น การเปลี่ยนแปลงของแรงเฉือน 21)( −∆ CV  มี
คาเทากับ

kN 6.5 1.220(0.0625) 4.2)0625.0](201515202010[10(-1))( 21 =+++++++=∆ −CV
การเปลี่ยนแปลงของแรงเฉือนจากกรณีที่ 2 (แรง 2P  อยูที่จุด C ) มายังกรณีที่ 3 (แรง 3P  อยูที่จุด C ) หรือ 

32)( −∆ CV  มีคาเทากับ
kN 5-    )220](0.06252015152020[1020(-1))( 32 =+++++++=∆ −CV

ดังนั้น แรงเฉือนสูงสุดจะเกิดเมื่อแรง 2P  วางอยูที่จุด C  และมีคาเทากับ
)0625.0)](2.1(20)8.2(20)4.4(15)4.6(15)8(20)10(20[)6.3)(0625.0(10)( max ++++++−=CV

kN 375.35)( max =CV
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คาโมเมนตสูงสุด
ในลักษณะเชนเดียวกับในกรณีของแรงเฉือน เราสามารถหาตํ าแหนงของกลุมของนํ้ าหนักบรรทุกจรที่กอใหเกิดคา

โมเมนตสูงสุดที่จุดใดจุดหนึ่งบนโครงสรางไดโดยวิธีการลองผิดลองถูกหรือโดยวิธีการหาคาการเปลี่ยนแปลงของฟงกชัน
ของโมเมนต ∆M

ในวิธีการหาคาการเปลี่ยนแปลงของของฟงกชันของโมเมนต∆M ของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 6-24a นั้น คาการ
เปล่ียนแปลงของโมเมนต ∆M  เนื่องจากการเคลื่อนที่ของกลุมของนํ้ าหนักบรรทุกจร P  จากตํ าแหนง x1  ดังที่แสดงในรูป
ที่ 6-24b ไปยังตํ าแหนง x2  บนคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 6-24c จะหาไดจากผลคูณของคาของแรงของกลุมของนํ้ าหนัก
บรรทุกจร P  กับคาการเปลี่ยนแปลงพิกัด ( y y2 1− ) ของอินฟลูเอนซไลนระหวางจุด 2 จุดนั้น ดังที่แสดงในรูปที่ 6-24d
ถาใหความชันของอินฟลูเอนซไลนมีคาเปน s  แลว เราจะไดวา

( y y2 1− ) = s ( x x2 1− )
ดังนั้น คาการเปลี่ยนแปลงของโมเมนต ∆M  จะมีคาเทากับ

∆M = P s ( x x2 1− ) (6-3)

รูปที่ 6-24

พิจารณาคาน simply supported beam ที่ถูกกระทํ าโดยกลุมของนํ้ าหนักบรรทุกจรและมีแผนภาพอินฟลูเอนซ
ไลนของโมเมนตที่จุด C  บนคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 6-25a ในที่นี้ เราจะจัดเรียงกลุมของนํ้ าหนักบรรทุกจรเพื่อคาโมเมนต
สูงสุดไดเปน 3 กรณี ดังที่แสดงในรูปที่ 6-25b

ในกรณีที่กลุมของนํ้ าหนักบรรทุกจรเคลื่อนที่จากกรณีที่ 1 ไปยังกรณีที่ 2 เราจะเห็นไดวา แรง kN 5  จะทํ าใหคา
การเปลี่ยนแปลงของโมเมนต ∆M1 2− มีคาลดลง เนื่องจากคาความชันของอินฟลูเอนซไลนในชวง AC  มีคาเปนลบ ซึ่งมี
คาเทากับ

75.0
3
25.2

−=−=ACs

ในขณะเดียวกันแรง kN 50  และ kN 30  จะทํ าใหคาการเปลี่ยนแปลงของโมเมนต ∆M1 2−  มีคาเพิ่มขึ้น เนื่องจากคา
ความชันของอินฟลูเอนซไลนในชวง BC  มีคาเปนบวก ซึ่งมีคาเทากับ
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25.0
9
25.2

+=+=BCs

ดังนั้น คาการเปลี่ยนแปลงของโมเมนต ∆M1 2−  มีคาเทากับ
m-kN 25.161)25.0](3050[1)75.0(521 =++−=∆ −M

เนื่องจาก ∆M1 2−  มีคาเปนบวก เราจะตรวจสอบในกรณีที่ 2 เล่ือนไปที่กรณีที่ 3 ซึ่งเราจะไดวา
m-kN 5.672)25.0(302)75.0](505[32 −=+−+=∆ −M

เนื่องจาก∆M2 3− มีคาเปนลบ ดังนั้น กรณีที่ 2 จะเปนตํ าแหนงที่โดยกลุมของนํ้ าหนักบรรทุกจรกอใหเกิดคาโมเมนตสูงสุดที่
จุด C  และรูปที่ 6-25c

m-kN 5.172)75.1(30)25.2(50)5.1(5)( max =++=CM

รูปที่ 6-25
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ตัวอยางที่ 6-9
จงหาคาโมเมนตบวกสูงสุดที่จุด C  เนื่องจากกลุมของนํ้ าหนักบรรทุกจร 1P  ถึง 7P  ดังที่แสดงในรูปที่ 6-26

รูปที่ 6-26

เริ่มตน เราจะพิจารณาการเคลื่อนที่ของกลุมของนํ้ าหนักบรรทุกจร 1P  ถึง 7P  จากกรณีที่แรง 1P  อยูที่จุด C  ไป
ยังกรณีที่แรง 2P  อยูที่จุด C  โดยที่คาความชันของอินฟลูเอนซไลนมีคาเทากับ

625.0
6
75.3

−=−=ACs

375.0
10
75.3

+=+=BCs

การเปลี่ยนแปลงของโมเมนตดัด 21)( −∆ CM  มีคาเทากับ
 .220(0.375)1 4.2)375.0](2015152020[2.410(-0.625))( 21 ++++++=∆ −CM

m-kN 75)( 21 =∆ −CM
การเปลี่ยนแปลงของโมเมนตดัดจากกรณีที่ 2 (แรง 2P  อยูที่จุด C ) มายังกรณีที่ 3 (แรง 3P  อยูที่จุด C ) หรือ 

32)( −∆ CM  มีคาเทากับ
 220](0.375)201515[20)220](-0.62510[)( 32 ++++++=∆ −CM

m-kN 30)( 32 =∆ −CM
การเปลี่ยนแปลงของโมเมนตดัดจากกรณีที่ 3 (แรง 3P  อยูที่จุด C ) มายังกรณีที่ 4 (แรง 4P  อยูที่จุด C ) หรือ 

43)( −∆ CM  มีคาเทากับ
6.1)375.0](20201515[6.1)625.0](202010[)( 43 ++++−++=∆ −CM

m-kN 8)( 43 −=∆ −CM
ดังนั้น โมเมนตดัดสูงสุดจะเกิดเมื่อแรง 3P  วางอยูที่จุด C  และมีคาเทากับ

)375.0)](2.3(20)8.4(20)4.6(15)4.8(15)10(20[625.0)]4(20)6.1(10[)( max ++++++=CM
m-kN 25.278)( max =CM
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6.8 คาสูงสุดที่แทจริง (สัมบูรณ) ของแรงเฉือนและของโมเมนต (Absolute Maximum Shear and Moment)
คาสูงสุดของแรงเฉือนและของโมเมนต ที่ไดกลาวถึงไปแลวนั้น อาจจะไมเปนคาสูงสุดสัมบูรณก็ได เนื่องจากวา

คาที่ไดเปนคาสูงสุดที่เกิดขึ้นที่จุดใดจุดหนึ่งที่เรากํ าลังพิจารณาอยูเทานั้น แตโดยทั่วไปแลว ในการออกแบบโครงสราง เรา
ตองการที่จะหาคาสูงสุดสัมบูรณของแรงเฉือน (absolute maximum shear) และคาสูงสุดสัมบูรณของโมเมนต (absolute 
maximum moment) ซึ่งจะเกิดขึ้นเมื่อมีการจัดวางของกลุมของนํ้ าหนักบรรทุกจรที่ตํ าแหนงใดตํ าแหนงหนึ่งบนคานอยาง
เหมาะสม
คาสูงสุดสัมบูรณของแรงเฉือน

ในกรณีของคานยื่น (cantilever beam) คาสูงสุดสัมบูรณของแรงเฉือนเนื่องจากกลุมของนํ้ าหนักบรรทุกจรจะเกิด
ขึ้นที่จุดยึดแนน (fixed support) และเมื่อเราพิจารณาแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงเฉือนที่จุดดังกลาว เราจะไดวา การ
จัดวางของกลุมนํ้ าหนักบรรทุกจรที่จะกอใหเกิดคาสูงสุดสัมบูรณของแรงเฉือนจะมีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ 6-27a โดยจัด
ใหแรงอันแรกในกลุมนํ้ าหนักบรรทุกจรวางอยูตรงจุดยึดแนนนั้น

รูปที่ 6-27

ในกรณีของคาน simply supported beam คาสูงสุดสัมบูรณของแรงเฉือนจะเกิดขึ้นที่จุดรองรับจุดใดจุดหนึ่งของ
คาน และเมื่อเราพิจารณาแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงเฉือนที่จุดรองรับของคาน เราจะไดวา การจัดวางของกลุมของ
นํ้ าหนักบรรทุกจรที่จะกอใหเกิดคาสูงสุดสัมบูรณของแรงเฉือนจะมีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ 6-27b โดยการจัดใหแรงลัพธ
ของกลุมนํ้ าหนักบรรทุกจรวางอยูใกลกับจุดรองรับของคานใหมากที่สุด
คาสูงสุดสัมบูรณของโมเมนต

คาสูงสุดสัมบูรณของโมเมนตของคานยื่นจะเกิดขึ้นที่จุดรองรับยึดแนน ซึ่งเปนจุดเดียวกับจุดที่เกิดคาสูงสุด
สัมบูรณของแรงเฉือน และเมื่อเราพิจารณาแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของโมเมนตของคาน เราจะไดวา การจัดวางของกลุม
นํ้ าหนักบรรทุกจรที่จะกอใหเกิดคาสูงสุดสัมบูรณของโมเมนตจะมีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ 6-28 โดยการจัดใหแรงลัพธ
ของกลุมนํ้ าหนักบรรทุกจรวางอยูใกลกับปลายอิสระของคานใหมากที่สุด

รูปที่ 6-28
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ในกรณีของคานชวงเดียวที่มีการรองรับธรรมดานั้น คาสูงสุดสัมบูรณของโมเมนตและตํ าแหนงของกลุมนํ้ าหนัก
บรรทุกจรที่ทํ าใหเกิดคาสูงสุดสัมบูรณของโมเมนตจะไมสามารถหาไดโดยงาย ดังนั้น เราจะตองทํ าการวิเคราะหดังตอไปนี้

พิจารณาคาน simply supported beam ที่ถูกกระทํ าโดยกลุมนํ้ าหนักบรรทุกจร ดังที่แสดงในรูปที่ 6-29a เนื่อง
จาก moment diagram ของแรงกระทํ าเปนจุดแตละแรงในกลุมนํ้ าหนักบรรทุกจรมีลักษณะเปนสวนของเสนตรงที่มีคาสูง
สุดตรงจุดที่แรงเหลานั้นกระทํ า ดังนั้น คาสูงสุดสัมบูรณของโมเมนตจะตองเกิดขึ้นตรงจุดที่แรงใดแรงหนึ่งในกลุมนํ้ าหนัก
บรรทุกจรกระทํ า ซึ่งโดยทั่วไปแลว แรงดังกลาวจะเปนแรงที่มีคาสูงสุดในกลุมนํ้ าหนักบรรทุกจร สมมุติใหคาสูงสุดสัมบูรณ
ของโมเมนตเกิดขึ้นตรงจุดที่แรง 2F  กระทํ า และกํ าหนดใหตํ าแหนงของแรงในกลุมนํ้ าหนักบรรทุกจร 1F  2F  และ 3F  ถูก
กํ าหนดโดยระยะ x  ที่วัดจากแรง 2F  ไปยังจุดกึ่งกลางของคาน ดังที่แสดงในรูป ซึ่งเราจะหาระยะ x  ไดดังนี้

1. หาคาแรงลัพธ RF  ของกลุมนํ้ าหนักบรรทุกจร 1F  2F  และ 3F
2. หาระยะ x′  ที่วัดจากแรงลัพธ RF  ไปยังแรง 2F
3. พิจารณาโมเมนตรอบจุด B  เพื่อหาแรงปฏิกริยา yA  ของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 6-29a

+∑ ;0=BM yA  = 
L
1 ( RF )[

2
L - ( x′ - x )]

รูปที่ 6-29

4. โดยใช method of sections ตัดคานตรงจุดที่แรง 2F  กระทํ าแลว เขียนแผนภาพ free body diagram ดังที่
แสดงในรูปที่ 6-29b เราจะหาโมเมนต 2M  ไดเปน

2M = yA (
2
L - x ) - 1F d1

=
L
1 ( RF )[

2
L - ( x′ - x )] (

2
L - x ) - 1F d1

= 
4
LFR -

2
xFR ′

-
L
xFR

2

+
L
xxFR ′ - 1F d1
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5. ระยะ x  ที่จะทํ าใหเกิดคาสูงสุดของโมเมนต 2M  จะหาไดจาก 02 =
dx
dM  ดังนั้น

dx
dM 2 = -

L
xFR2 +

L
xFR ′ = 0

x = 
2
x′

ดังนั้น เราจะสรุปไดวา
คาสูงสุดสัมบูรณของโมเมนตในคาน simply supported beam มักจะเกิดขึ้นที่ใตแรงที่มีคาสูงสุดในกลุม

นํ้ าหนักบรรทุกจร โดยใหจุดกึ่งกลางระหวางแรงสูงสุดและแรงลัพธของกลุมนํ้ าหนักบรรทุกจรนั้นวางอยูที่จุดกึ่ง
กลางของคาน
ตัวอยางที่ 6-10

พิจารณาคาน simply supported beam ซึ่งถูกกระทํ าโดยกลุมนํ้ าหนักบรรทุกจรจากนํ้ าหนักของรถบรรทุก ดังที่
แสดงในรูปที่ 6-30a กํ าหนดให ความยาวของ span ของคาน m 18=L  แรงในกลุมนํ้ าหนักบรรทุกจร kN 251 =F

kN 1002 =F  และ kN 1003 =F  และระยะระหวางแรงในกลุมนํ้ าหนักบรรทุกจร m 21 =d  และ m 62 =d จง
หาคาสูงสุดสัมบูรณของโมเมนตที่เกิดขึ้นบนคาน

     
รูปที่ 6-30

1. หาคาแรงลัพธ RF  ของกลุมนํ้ าหนักบรรทุกจร 1F  2F  และ 3F

kN 22510010025 =++=RF
2. หาระยะ x  ที่วัดจากแรงลัพธ RF  ไปยังแรงที่มีคาสูงสุดในกลุมนํ้ าหนักบรรทุกจรหรือ 2F  ไดจากผลรวม

ของโมเมนตเนื่องจากแรงลัพธมีคาเทากับผลรวมของโมเมนตเนื่องจากแรงตางๆ รอบแรง 2F

)2(25)6(100)0(100225 −+=x

m 444.2=x
3. ทํ าการวางกลุมนํ้ าหนักบรรทุกจรโดยใหจุดกึ่งกลางคานอยูที่ตํ าแหนง 2/x  ดังที่แสดงในรูปที่ 6-30a
4. คํ านวณหาโมเมนต 2M  ที่เกิดขึ้นที่หนาตัดของคานใตแรง 2F  โดยใช free body diagram ของคาน ดังที่

แสดงในรูปที่ 6-30a
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m 778.72/444.22/182/2/ =−=− xL
+ ;0=∑ BM 0)778.7(225)18( =−yA

kN 225.97=yA
โดยใช free body diagram บนสวนของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 6-30b เราจะได

+∑ = ;02M 0)778.7(225.97)2(252 =−+M

m-kN 22.7062 =M
5. ตรวจสอบคาโมเมนตที่เกิดขึ้นที่หนาตัดของคานใตแรง 3F  ในกรณีที่จุดกึ่งกลางของระยะระหวางแรงลัพธ 

RF  และแรง 3F  อยูที่กึ่งกลาง span ของคาน
ระยะระหวางแรง RF  และแรง 3F  มีคาเทากับ m 556.3444.26 =−  ดังนั้น ระยะระหวางจุดรองรับ A  กับ

แรงลัพธ RF  มีคาเทากับ m 222.72/556.39 =−

แรงปฏิกริยาที่จุดรองรับ B  หรือ yB  มีคาเทากับ
+ ;0=∑ AM 0)222.7(225)18( =−yB

kN 275.90=yB
โดยใช free body diagram บนสวนของคานระหวางจุด B  กับแรง 3F  เราจะไดวา

m-kN 97.651)222.7(275.903 ==M
ดังนั้น m-kN 22.7062 =M จะเปนคาสูงสุดสัมบูรณของโมเมนตที่เกิดขึ้นบนคาน
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บทที่ 7 
การโกงตัวของโครงสราง 

7.1 แผนภาพการโกงตัวและเสนโคงอีลาสติก (Deflection Diagram and Elastic Curve) 
 การโกงตัวหรือการแอนตัว (deflection) ของโครงสรางเกิดจากสาเหตุหลายประการเชน แรง (forces) หรือ
น้ําหนักบรรทุก (loads) การเปล่ียนแปลงอุณหภูมิ และการทรุดตัวของฐานราก (settlement) เปนตน ในการออกแบบ
โครงสราง นอกจากเราจะตองหาคาของหนวยแรง (stresses) ที่เกิดขึ้นในโครงสรางแลว เราจะตองตรวจสอบดูวาคาการ
โกงตัวของโครงสราง ซึ่งรวมถึงมุมหรือความลาดเอียง (slope) และระยะโกงตัว (deflection) มีคาเกินคาที่กําหนดไวใน
มาตรฐานการออกแบบ (design code) หรือไม เพื่อปองกันไมใหเกิดการแตกราวและการสั่นขึ้นในโครงสราง นอกจากนั้น
แลว การหาคาการโกงตัวยังเปนพื้นฐานของการวิเคราะหโครงสรางแบบ statically indeterminate ดวย 
 กอนที่จะคํานวณหาการโกงตัวของโครงสราง เราควรที่จะตองเขาใจถึงลักษณะการโกงตัวของโครงสรางกอน โดย
การเขียนแผนภาพการโกงตัว (deflection diagram) ของโครงสราง เพื่อที่จะไดเห็นลักษณะการเปลี่ยนแปลงรูปรางของ
โครงสรางอยางคราวๆ อีกทั้งเปนการตรวจสอบความถูกตองของคาการโกงตัวที่คํานวณได แผนภาพการโกงตัวนี้จะแสดง
ถึงเสนโคงอีลาสติก (elastic curve) ของจุดตางๆ ที่ผานจุดศูนยกลางของพื้นที่หนาตัด (centroid) ของโครงสราง  

โดยทั่วไปแลว เราจะรางเสนโคงอีลาสติกไดโดยการสังเกตุจุดรองรับของโครงสรางวามีการยึดรั้งโครงสรางหรือมี
การปองกันไมใหเกิดมุมลาดเอียง θ  และระยะการโกงตัว ∆  ที่จุดรองรับอยางไร ดังที่แสดงในตารางที่ 7-1 โดยเราทราบ
มาแลววา  

1. จุดรองรับที่ตานทานแรงกระทํา เชน หมุด (pin support) และ roller support เปนตน จะปองกันไมใหเกิด
ระยะการโกงตัวในแนวที่จุดรองรับสามารถตานแรงกระทําได  

2. จุดรองรับที่ตานทานตอโมเมนต เชน จุดรองรับแบบยึดแนน (fixed support) เปนตน จะปองกันไมใหเกิดมุม
ลาดเอียงและระยะการโกงตัวที่จุดรองรับ 

3. ถาจุดตอขององคอาคารเปนแบบยึดแนน (fixed-connected joint) เชน จุดตอในโครงขอแข็ง  เปนตน แลว 
เมื่อจุดตอเกิดการหมุนไปเปนมุม θ  แลว องคอาคารที่ถูกเชื่อมตอก็จะมีมุมลาดเอียงเกิดขึ้นเทากับ θ  ดวย 
เนื่องจากจุดตอดังกลาวสามารถถายโมเมนตดัดจากองคอาคารหนึ่งไปยังอีกองคอาคารหนึ่งได  

4. ถาจุดตอขององคอาคารเปนหมุด (pin-connected joint) แลว มุมลาดเอียงที่เกิดขึ้นในองคอาคารที่ถูก
เชื่อมตอจะมีคาไมเทากัน เนื่องจากหมุดไมมีความสามารถในการตานทานโมเมนตดัด 

 

ตารางที่ 7-1 
ประเภทของจุดรองรับ แรงปฏิกิริยา การยึดรั้งของจุดรองรับ 

 
 

0=∆ y  

  

0=∆ x  
0=∆ y  

 
 

0=∆ x  
0=∆ y  

0=θ  
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โดยใชหลักการสังเกตดังกลาว เราจะรางเสนโคงอีลาสติกของคาน ซึ่งถูกกระทําดดยแรงภายนอกได ดังที่แสดงใน
รูปที่ 7-1a และของโครงขอแข็ง (frame) ไดดังที่แสดงในรูปที่ 7-1b (คาของการโกงตัวที่แสดงมีคามากกวาความเปนจริง
มาก) 
 

 

 

 
(a) 

 

   
(b) 

รูปที่ 7-1 
 

 นอกจากนั้นแลว เราจะสามารถเขียนเสนโคงอีลาสติกไดโดยใช moment diagram ของโครงสรางและ sign 
convention ของโมเมนตดัดที่เราใชในการวิเคราะหโครงสราง ดังที่แสดงในรูปที่ 7-2 จากรูป โมเมนตดัดที่เปนบวกจะทําให
คานเกิดการโคงหงาย (concave upward) ดังที่แสดงในรูปที่ 7-2a และโมเมนตที่เปนลบจะทําใหคานเกิดการโคงคว่ํา 
(concave downward) ดังที่แสดงในรูปที่ 7-2b จุดเชื่อมตอของโคงคว่ําและโคงหงายจะถูกเรียกวา จุดดัดกลับ (inflection 
point) ซึ่งเปนจุดที่โมเมนตดัดมีคาเปนศูนย รูปที่ 7-3a และ 7-3b เปนตัวอยางของการรางเสนโคงอีลาสติกโดยใช moment 
diagram ของคานและโครงขอแข็ง ตามลําดับ 
 

 
รูปที่ 7-2 
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(a) 

 
(b) 

รูปที่ 7-3 

7.2 Elastic Beam Theory 
พิจารณาคานยื่น (Cantilevered beam) ซึ่งมีจุดเริ่มตนของระบบแกนตั้งฉาก x - y  ที่จุด A  ดังที่แสดงในรูปที่ 

7-4a กําหนดให คานถูกกระทําโดยแรงหรือน้ําหนักบรรทุกในตั้งฉากกับแนวแกนของคานและอยูในระนาบเดียวกันกับ
ระนาบที่หนาตัดของคานมีความสมมาตร ดังนั้น ภายใตแรงกระทํา คานจะเกิดการโกงตัวในระนาบที่แรงกระทํา ดังที่แสดง
ในรูปที่ 7-4b โดยที่ระนาบของหนาตัดของคานไมมีการเปลี่ยนแปลงรูปรางและยังคงตั้งฉากกับแนวแกนของคานเหมือน
กอนเกิดการโกงตัว ดังที่แสดงในรูปที่ 7-4d นอกจากนั้นแลว กําหนดใหความยาวของคานมีคามากกวาความลึกของคาน
มาก ดังนั้น เราจะพิจารณาเฉพาะการโกงตัวที่เกิดขึ้นจากโมเมนตเทานั้น 

ความโคงของสวนของคาน (Curvature of Differential Element) 
จากรูปที่ 7-4b และ 7-4c ใหเราพิจารณาสวนของคานที่มีความยาวนอยมาก dx  และอยูระหวางจุด m1  (ที่

ระยะ x  จากจุด A ) และจุด m2  (ที่ระยะ x dx+  จากจุด A ) ภายใตแรง P  ความยาวของสวนของคานดังกลาวใน
แนวแกนสะเทิน (neutral axis) มีคาเทากับ ds= θρ d   ดังนั้น ความโคงของสวนของคาน dx  จะมีคาเทากับ 

   1
ρ

 = 
ds
dθ      (a) 

และคามุมลาดเอียงของสวนของคานดังกลาว ที่แกนสะเทิน ระหวางจุด  m1  และ m2  จะมีคาเทากับ 

   dv
dx

 = tan  θ  หรือ θ  = arctan  
dv
dx

   (b) 
จากวิชาแคลคูลัส (Calculus) เนื่องจาก θ  และ s  เปนฟงกชันของ x  ดังนั้น เราจะเขียนสมการของความโคงได

ใหมเปน 1
ρ

 = d
dx
θ . dx
ds

 และแทนคาสมการ (b) ลงในสมการนี้ เราจะไดวา 

   1
ρ

 = d
dx
θ . dx
ds

= d
dx

dv
dx

(arctan ) . dx
ds

   (c) 
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รูปที่ 7-4 

 

 จากรูปที่ 7-5c เราจะไดวา 
    ds2  = dx 2 + dv 2  
ดังนั้น    ds  = dx dv2 2 +      (d) 
หารสมการ (d) ดวย dx เราจะได 

    ds
dx

 = [ ( ) ] /1 2 1 2+
dv
dx

 

หรือ    dx
ds

 = 1

1 2 1 2[ ( ) ] /+
dv
dx

    (e) 

จากวิชาแคลคูลัส  เราสามารถพิสูจนไดวา 

    d
dx

dv
dx

(arctan ) = 
d v
dx
dv
dx

2

2

21[ ( ) ]+
   (f) 
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แทนสมการ (e) และสมการ (f) ลงในสมการ (c) เราจะได ความโคงของสวนของคานอยูในรูป 

    1
ρ

 = 
d v
dx
dv
dx

2

2

2 3 21[ ( ) ] /+
      (7-1) 

ความสัมพันธของโมเมนตและความโคง (Moment Curvature Relationships) 
 เราจะหาความสัมพันธของโมเมนตและความโคงของสวนของคานไดโดยการพิจารณารูปที่ 7-5d ซึ่งเปนรูปขยาย
ของสวนของคานทั้งกอนและหลังจากที่ถูกกระทําโดยโมเมนตดัดภายใน M  (internal moment) 

กอนเกิดการการดัด: ความยาวของสวนของคานที่แกนสะเทินและที่ระยะ y  จากแกนสะเทินจะมีคาเทากันคือ  
dx  = ds′  

หลังเกิดการดัด: ความยาวของสวนของคานที่แกนสะเทินจะยังคงมีความยาวเทาเดิมคือ dx = ρ θ  d  (จากคํา
นิยามของแกนสะเทิน) แตความยาวของสวนของคานที่ระยะ y  จากแกนสะเทินจะมีคาเปลี่ยนจาก ds′  เปน ds′′ โดยที่ 

ds′′ = ( ρ - y )dθ  
จากนิยามของความเครียดตั้งฉาก (normal strain) ที่เกิดขึ้นในแนวแกนของคาน เราจะไดวา 

  ε  = ds ds
ds
′′ − ′

′
 = ( )ρ θ ρ θ

ρ θ
 -   -   

 
y d d
d

 = - y
ρ

 

หรือ            1
ρ

 = - ε
y

 

ถาคานทําดวยวัสดุที่มีคุณสมบัติเหมือนกันทุกทิศทาง (isotropic) และเปนเนื้อเดียวกัน (homogenous) และมี
พฤติกรรมอยูในชวง linear elastic แลว จาก Hooke’s Law, σ ε= E  และจาก flexural formula, σ =  Mc I/  เรา
จะไดวา ความเครียดตั้งฉากที่ตําแหนง y  มีคาเทากับ ε =  My EI/ หรือ  

     1
ρ

 = M
EI

      (7-2) 

เมื่อ ρ   เปนรัศมีความโคง (radius of curvature) ของสวนของคาน  
 M   เปนโมเมนตดัดภายใน ที่กระทําอยูบนสวนของคาน 
 E  เปนโมดูลัสความยืดหยุน (modulus of elasticity) ของวัสดุที่ใชทําคาน 
 I  เปน moment of inertia ของพื้นที่หนาตัดของคานรอบแกนสะเทิน 
 EI มักจะถูกเรียกวา Flexural rigidity  ซึ่งจะมีคาเปนบวกเสมอ และรัศมีความโคง ρ  จะมีเครื่องหมายตาม
เครื่องหมายของโมเมนต M  เมื่อ M  มีคาเปนบวกแลว ρ  ก็จะมีคาเปนบวกดวย และเมื่อ M  มีคาเปนลบแลว ρ  ก็จะ
มีคาเปนลบดวย ดังที่แสดงตามรูปที่ 7-5 
  

 
รูปที่ 7-5 
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สมการอนุพันธของเสนโคงของการโกงตัว (Differential Equations of the Deflection Curve) 
 แทนคาสมการที่ 7-1 ลงในสมการที่ 7-2 เราจะได สมการอนุพันธของเสนโคงของการโกงตัวอยูในรูป 

     M
EI

 = 
d v
dx
dv
dx

2

2

2 3 21[ ( ) ] /+
     (7-3) 

ซึ่งเปนสมการอนุพันธไมเชิงเสนตรงอันดับสอง (nonlinear second order differential equation) และถูกเรียกวา Elastica 
คาการโกงตัว v  ที่หาไดจากสมการนี้จะเปนคาการโกงตัวที่แทจริงของเสนโคงอีลาสติก แตหามาไดยากมาก อยางไรก็ตาม 
คาของการโกงตัวของคานมักจะถูกกําหนดใหมีคานอยมาก เชน 360/L  เมื่อ L  เปนความยาวของ span ของคาน เปน

ตน ซึ่งจะทําใหคามุมลาดเอียง dv
dx

 มีคานอยกวา 1 มาก ดังนั้น เทอม ( )
dv
dx

2  ก็จะมีคาประมาณศูนยและจะไมนํามา
พิจารณาในการหาคาการโกงตัวของคาน ดังนั้น เราจะเขียนสมการที่ 7-3 ใหมไดเปน 

     M
EI

 = d v
dx

2

2       (7-4) 
และเราจะไดวา ความยาวของคานกอนถูกกระทําโดยแรงจะมีคาโดยประมาณเทากับความยาวของคานหลังถูกกระทําโดย
แรงหรือ 

   ds  = dx dv2 2 +   = ( 1 2+ ( )
dv
dx

)dx  ≈ dx  

7.3 The Double Integration Method 
หลังจากที่เราทําการวิเคราะหคานและไดสมการโมเมนตดัด M  ซึ่งเปนฟงกชันของระยะ x  บนคานแลว เราจะ

หาสมการมุมลาดเอียงและสมการการโกงตัวไดจากการทําการอินทิเกรตสมการที่ 7-4 อยางเปนลําดับ (successive 
integration) ซึ่งในการอินทิเกรตแตละครั้งเราจะไดคาคงที่ของการอินทิเกรต (constant of integration) หนึ่งคา และเราจะ
หาคาคงที่เหลานี้ไดจากการพิจารณาเงื่อนไขขอบเขต (boundary conditions) และเงื่อนไขความตอเนื่อง (continuity 
conditions) ของคาน  

เงื่อนไขขอบเขต (boundary conditions) เปนคาของมุมลาดเอียงและการโกงตัวที่เราทราบคาที่จุดตางๆ บนคาน 
ยกตัวอยางเชน ถาคานถูกรองรับโดยหมุด (pin) และ roller คาการโกงตัวของคานที่จุดรองรับดังกลาวจะมีคาเปนศูนย และ
ถาคานมีจุดรองรับยึดแนน (fixed support) แลว คามุมลาดเอียงและการโกงตัวที่จุดนั้นจะมีคาเปนศูนย เปนตน 

ถาคานถูกกระทําโดยแรงที่ไมมีความตอเนื่องเปนชวงๆ แลว เราจะหาสมการโมเมนต M  ไดหลายสมการ เชน 
คานตามรูปที่ 7-8 จะมีสมการโมเมนต 2 สมการคือ ในชวง AB  และในชวง BC  ดังที่แสดงโดยพิกัด x1  และ x2  
ตามลําดับ เปนตน ในกรณีเชนนี้ เราจะมีคาคงที่ของการอินทิเกรตสี่คา (2 คาตอ 1 ชวง) และเราจะมีเงื่อนไขขอบเขตอยู 2 
เงื่อนไขคือ ที่จุดรองรับ A  และที่จุดรองรับ C  สวนคาคงที่ของการอินทิเกรตอีก 2 คาที่เหลือนั้น เราจะหาไดโดยใชเงื่อนไข
ความตอเนื่อง (continuity condition) ซึ่งเปนเงื่อนไขที่แสดงวาเสนโคงอีลาสติกของคานที่จุดใดจุดหนึ่งบนคานมีความ
ตอเนื่อง ไมฉีกขาดออกจากกัน ในกรณีนี้ เราจะไดวา คาของมุมลาดเอียงและการโกงตัวในชวง AB  ที่จุด B  หรือ x1 = 
a  จะมีคาเทากับคาของมุมลาดเอียงและการโกงตัวในชวง BC  ที่จุด B  หรือ x2 = a  หรือถาเขียนเปนสมการเราจะได
วา  

θ1 ( )a  = θ2 ( )a  และ v a1 ( )  = v a2 ( )  
 



เอกสารประกอบการสอนวิชาทฤษฎีโครงสราง Theory of Structures เรียบเรียงโดย ผศ.ดร. สิทธิชัย แสงอาทิตย SUT 7-7

 
รูปที่ 7-6 

Sign Convention 
 รูปที่ 7-7a แสดง sign convention ของแรงกระทําและแรงที่เกิดขึ้นภายในคานที่มีคาเปนบวก และรูปที่ 7-7b 
และ 7-7c แสดง sign convention ของมุมลาดเอียงและการโกงตัวของคานเนื่องจากแรงกระทําที่มีคาเปนบวก ซึ่งในที่นี้ 
เราจะใหการโกงตัวมีคาเปนบวก เมื่อมีทิศทางพุงขึ้น และมุมลาดเอียงมีคาเปนบวก เมื่อหมุนทวนเข็มนาฬิกาจากแกน x  
ซึ่งการที่ sign convention ของมุมลาดเอียงและการโกงตัวมีคาเปนบวกในทิศทางดังกลาวนั้น เกิดจากการที่เมื่อ dx  และ 
dv  มีคาเปนบวกในทิศทางของแกน x  และแกน v  ตามลําดับแลว คามุม dθ  จะมีทิศทางทวนเข็มนาฬิกาจากแกน x  
ดังที่แสดงในรูป 
 

 
รูปที่ 7-7 

ตัวอยางที่ 7-1 
จงหาคา slope ที่จุด B  และคาการโกงตัวที่จุด C  ของคานยื่น ซึ่งถูกกระทําโดยแรง P  และมีคา flexural 

rigidity EI  คงที่ตลอดความยาวของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 7-8a 
 

   
 

รูปที่ 7-8  
 



เอกสารประกอบการสอนวิชาทฤษฎีโครงสราง Theory of Structures เรียบเรียงโดย ผศ.ดร. สิทธิชัย แสงอาทิตย SUT 7-8

 จากลักษณะของคานและการกระทําของแรง เราจะรางรูปรางการโกงตัวของคานได ดังที่แสดงในรูปที่ 7-8b และ
เราจะพิจารณาคานเพียงชวงคือ Lx ≤≤0  กําหนดใหจุดเริ่มตนของ coordinate x  อยูที่จุด A  ดังนั้น เราจะหาสมการ
ของโมเมนตดัดไดเปน 

)()( xLPPLPxxM −−=−=  
 จากสมการของ elastic beam เราจะไดวา  

PLPx
dx
vdEI −=2

2

 

1

2

2
CPLxxP

dx
dvEI +−=  

21

23

26
CxCxPLxPEIv ++−=  

ในการวิเคราะหหาคา slope และคาการโกงตัวของคานยื่นนี้ เราตองหาคาคงที่ของการ integration 2 คาโดยใช  

boundary condition สองเงื่อนไขคือ 0=v  และ 0=
dx
dv  ที่ 0=x  ซึ่งเราจะไดวา 

01 =C  
02 =C  

ดังนั้น สมการของ slope ของคานจะอยูในรูป 

)
2

(1 2

PLxxP
EIdx

dv
−==θ  

)
26

(1 23 xPLxP
EI

v −=  

ที่จุด B , ax 2= ,   )(2 aLPa −−=θ  

ที่จุด C , Lx = ,    
EI
PLvC 3

3

−=  

ขอใหเราสังเกตุดวยวา ถาเรากําหนดจุดเริ่มตนของ coordinate x  ใหอยูที่จุด C  เราก็จะสามารถหาคา slope 
ที่จุด B  และคาการโกงตัวที่จุด C  ไดเชนเดียวกับการกําหนด coordinate x  ในลักษณะขางตน 
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ตัวอยางที่ 7-2 
กําหนดใหคาน simply supported beam ซึ่งถูกกระทําโดยแรง P  ที่ระยะ a  จากจุดรองรับ A  และมีคา 

flexural rigidity EI  คงที่ตลอดความยาวของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 7-9a จงหา 
1. สมการของ slope  และสมการของการโกงตัวของคานเนื่องจากแรง P  
2. คา slope ที่จุดรองรับ A  และ B  
3. คาการโกงตัวสูงสุด พรอมตําแหนงที่เกิด เมื่อ ba 2=  

 

    
รูปที่ 7-9 

 

สมการของ slope  และสมการของการโกงตัวของคานเนื่องจากแรง P  
จากลักษณะของคานและการกระทําของแรง เราจะรางรูปการโกงตัวของคานไดดังที่แสดงในรูปที่ 7-9b และเรา

จะแบงการหาสมการของโมเมนตดัดออกเปนสองชวงโดยใช coordinate 1x  และ 2x  โดยที่ 

;0 1 ax ≤≤    11 x
L
PbM =  

;2 bxa ≤≤    )1()( 2
222 L

xPaaxPx
L
PbM −=−−=  

 จากสมการของ elastic beam เราจะไดวา เมื่อ ;0 1 ax ≤≤  

12
1

1
2

x
L
Pb

dx
vdEI =  

1
2
1

1

1

2
Cx

L
Pb

dx
dvEI +=  

211
3
11 6

 CxCx
L
PbvEI ++=  

จากสมการของ elastic beam เราจะไดวา  เมื่อ ;2 bxa ≤≤  

)1( 2
2

2
2

L
xPa

dx
dvEI −=  

3

2
2

2 )
2

( C
L
xxPa

dx
dvEI +−=  

423

3
2

2
2 )

62
( CxC

L
xxPavEI ++−=  
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 ในการวิเคราะหหาสมการของ slope และสมการของการโกงตัวของคานโดยวิธี double integration ของคานใน
ที่นี้ เราจะเห็นไดวา เรามีคาคงที่ของการ integration จากสมการของ elastic beam ทั้งส้ิน 4 คา ซึ่งสองคาของคาคงที่จะ
หาไดโดยใช  boundary condition สองเงื่อนไขคือ 

01 =v ที่ ;0=x   
02 =C  

02 =v ที่ ;Lx =      

43

2

3
0 CLCPaL

++=  

 และที่เหลืออีกสองคาจะหาไดโดยใช continuity condition สองเงื่อนไขคือ 
 1v (ที่ ax =1 ) 2v= (ที่ ax =2 ); 

43

32

1
3 )

62
(

6
CaC

L
aaPaaCa

L
Pb

++−=+  

 
1

1

dx
dv (ที่ ax =1 ) 

2

2

dx
dv

= (ที่ ax =2 ); 

3

2

1
2 )

2
(

2
C

L
aaPaCa

L
Pb

+−=+  

 เมื่อทําการแกสมการทั้งสาม เราจะได 

)(
6

22
1 bL

L
PbC −−=  

)2(
6

22
3 aL

L
PaC +−=  

6

3

4
PaC =  

เมื่อแทนคาคงที่ของการ integration ทั้งส่ีคากลับลงในสมการของ slope และสมการของการโกงตัว เราจะได 
เมื่อ ;0 1 ax ≤≤  

)3(
6

2
1

22

1

1
1 xbL

EIL
Pb

dx
dv

−−−==θ  

)(
6

2
1

221
1 xbL

EIL
Pbxv −−−=  

เมื่อ ;2 bxa ≤≤  

)623(
6 2

222
2

2

2
2 LxaLx

EIL
Pa

dx
dv

−++−==θ  

)3)2((
6

22
22

223
22 LaLxxaLx

EIL
Pav −−++−=  

คา slope ที่จุดรองรับ A  และ B  
 ที่จุดรองรับ A , 01 =x   

)(
6

))((
6

)(
6

22
1 bL

EIL
PabbLbL

EIL
PbbL

EIL
Pb

+−=−+−=−−=θ  

ที่จุดรองรับ B , Lx =2  

)
6

))((
6

)(
6

22
2 aL

EIL
PabaLaL

EIL
PaaL

EIL
Pa

+=−+=−=θ  
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คาการโกงตัวสูงสุด พรอมตําแหนงที่เกิด เมื่อ ba 2=  
จากรูปรางการโกงตัวของคาน เมื่อ ba 2=  แลว เราจะเห็นไดวา ตําแหนงที่เกิดคาการโกงตัวสูงสุดตองอยู

ระหวางจุดรองรับ A  และจุดที่แรงกระทํา สมมุติวาเปนจุด C  ดังที่แสดงในรูปที่ 7-9b โดยที่จุดนี้จะเปนจุดที่มีคา slope 
เทากับศูนย ดังนั้น เราจะหาตําแหนงของจุด C  ไดจากสมการของ slope 1θ  และ bL 3=   

03)3( 2
1

22 =−− xbb  
bx 633.11 =  

และคาการโกงตัวสูงสุดที่จุด C   จะหามาไดจากการแทนคา bx 633.11 =  ลงในสมการของการโกงตัว 1v  

EI
Pbv

3

max 48385.0−=  
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7.4 ทฤษฎี Moment-Area (Moment-Area Theorems) 
 ทฤษฎี moment-area เปนเทคนิคกึ่งกราฟฟค (semigraphic) ที่ใชในการหาคามุมลาดเอียง (slope) และระยะ
การโกงตัว (deflection) ของคานเนื่องจากโมเมนตดัด (bending moment) วิธีการนี้ไดถูกพัฒนาขึ้นมาโดย Otto Mohr 
และตอมาโดย Charles E. Greene ในป ค.ศ. 1872 ทฤษฎี moment-area มีอยู 2 ทฤษฎีบท โดยที่ทฤษฎีบทที่ 1 จะใชใน
การหาคาการเปลี่ยนแปลงของมุมลาดเอียงระหวางจุดสองจุดบนเสนโคงอีลาสติก และทฤษฎีบทที่ 2 จะใชในการหาระยะ
เคลื่อนที่หรือการเบี่ยงเบนของเสนสัมผัสที่จุดๆ หนึ่งกับจุดอางอิงจุดหนึ่งบนเสนโคงอีลาสติก วิธี moment-area นี้เหมาะใน
การหาคามุมลาดเอียงและระยะโกงตัวของคานที่ถูกกระทําโดยแรงเปนจุด และในคานที่มีหนาตัดที่เปล่ียนแปลงเปนชวงๆ 

                       
รูปที่ 7-10 

 

 พิจารณาคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 7-10a ซึ่งเราจะเขียน moment diagram ของคานนี้ไดโดยการใชสมการความ
สมดุล เมื่อเราหารคาของ moment diagram ดวยคาความแข็งเชิงดัด (flexural rigidity) EI  ของคานแลว เราจะได
แผนภาพ M EI/  หรือ M EI/  diagram ดังที่แสดงในรูปที่ 8-10b ในการที่จะพิสูจนทฤษฎีบทที่ 1 ของวิธี moment-

area เราจะเขียนสมการที่ 7-4 หรือ d v
dx

2

2 = M
EI

 ใหมในรูป  
d
dx
θ = M

EI
   

โดยที่  d v
dx

2

2 = d
dx

dv
dx

( ) = d
dx
θ   และเมื่อเราจัดรูปสมการดังกลาวอีกครั้ง เราจะได 

     dθ  = M
EI
dx  

ซึ่งจากสมการ เราจะไดวา การเปลี่ยนแปลง dθ  ของคามุมลาดเอียงของเสนสัมผัสที่ปลายทั้งสองของสวนของคาน dx  มี
คาเทากับพื้นที่ที่มีสีทึบใตแผนภาพ M EI/  ถาเราทําการอินทิเกรตสมการนี้จากจุด A  ถึงจุด B  ดังที่แสดงตามรูปที่ 7-
10b แลว เราจะไดวา 

     θB A/  = 
A

B

∫
M
EI
dx      (7-5) 

สมการนี้เปนทฤษฎีบทที่ 1 ของทฤษฎี moment-area ซึ่งกลาวไดวา  
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คาการเปล่ียนแปลงมุมลาดเอียงระหวางจุด A  และจุด B  บนเสนโคงอีลาสติก มีคาเทากับพ้ืนที่ใต
แผนภาพ EIM /  ระหวางจุด A  และจุด B  
โดยที่ θB A/  เปนมุมลาดเอียงสัมพัทธระหวางเสนสัมผัสที่จุด B  เทียบกับเสนสัมผัสที่จุด A  โดยจะมีหนวยเปนเรเดียน 
(radian) และคามุมลาดเอียงที่เปล่ียนแปลงจากจุด A  ถึงจุด B  นี้จะมีคาเพิ่มขึ้นเมื่อพื้นที่ใตแผนภาพ M EI/  มีคา
เปนบวก และในทางกลับกัน จะมีคาเปนลบเมื่อพื้นที่ใตแผนภาพ M EI/  มีคาเปนลบ 
 ทฤษฎีบทที่ 2 ของทฤษฎี moment-area จะพิสูจนไดจากการพิจารณาระยะการเบี่ยงเบนในแนวดิ่งของจุดใดจุด
หนึ่ง (จุด A ) กับเสนสัมผัสที่ลากมาจากจุดอีกจุดหนึ่ง (จุด B ) บนเสนโคงอีลาสติก ดังที่แสดงในรูปที่ 7-10a โดยที่คาของ
ระยะเคลื่อนที่ dt  จะหามาไดจากสมการเสนโคงวงกลม dt  = x dθ  จากนั้น เมื่อแทนคา dθ  = M EI/ dx  ลงใน
สมการ dt  แลว คาระยะเคลื่อนที่ของจุด A  เทียบกับเสนสัมผัสที่จุด B  จะมีคาเทากับ 

     t A B/ = 
A

B

∫ x
M
EI
dx      (7-6) 

จากวิชากลศาสตรวิศวกรรม เราทราบมาแลววา จุดศูนยกลางของพื้นที่จะหาไดจากสมการ x ∫dA  = ∫ x dA  
และเนื่องจาก ∫ M EI/ dx  เปนพื้นที่ใตแผนภาพ M EI/  เราจะไดวา 

     t A B/ = x
A

B

∫
M
EI
dx      (8-7) 

เมื่อ x  เปนระยะจากจุด A  ถึงจุดศูนยกลางของพื้นที่ใตแผนภาพ M EI/  ระหวางจุด A  และจุด B  ดังที่แสดงในรูป
ที่ 7-10b ดังนั้น เราจะกลาวทฤษฎีที่ 2 ของทฤษฎี moment-area ไดวา  

ระยะเคลื่อนที่ในแนวดิ่งบนเสนโคงอีลาสติก เมื่อวัดจากเสนสัมผัสที่จุด B  ถึงจุด A  มีคาเทากับ
โมเมนตของพ้ืนที่ใตแผนภาพ EIM /  ระหวางจุด A  และจุด B  รอบจุด A  
ซึ่งระยะเคลื่อนที่ในแนวดิ่งดังกลาวจะแทนไดดวย t A B/  ถาคาโมเมนตของพื้นที่รอบจุด A  ในรูปที่ 7-8b มีคาเปนบวกแลว 
เสนสัมผัสที่จุด A  จะอยูเหนือเสนสัมผัสที่จุด B  และเมื่อคาโมเมนตของพื้นที่รอบจุด A  มีคาเปนลบแลว เสนสัมผัสที่จุด 
A  จะอยูใตเสนสัมผัสที่จุด B  

 รูปที่ 7-11 แสดงคุณสมบัติของรูปทรงเรขาคณิตที่จะชวยใหการวิเคราะหคานโดยวิธี moment-area งายขึ้น 
 

 
รูปที่ 7-11 
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ตัวอยางที่ 7-3 
กํ า ห น ด ใ ห ค า น ยื่ น มี ลั ก ษ ณ ะ  ดั ง ที่ แ ส ด ง ใ น รู ป ที่  7-12a ใ ห  GPa 200=E  แ ล ะ 

46 mm )34.4(10 =I ( W200x36 ) จงหา 
1. คา slope ที่จุด B   
2. คาการโกงตัวที่จุด C   

 

     
รูปที่ 7-12 

 

1. ทําการเขียน moment diagram ของคาน 
2. เนื่องจากสวนของคานในชวง AB  มีคา moment of inertia เปน 1.5 เทาของ moment of inertia  ของสวน

ของคานในชวง BC  ดังนั้น เราจะเขียนแผนภาพ EIM /  diagram ของคานได ดังที่แสดงในรูปที่ 7-12b 
3. จากแผนภาพ moment diagram เราจะเขียนรูปรางการโกงตัวของคาน (elastic curve) เนื่องจากแรงกระทํา

ได ตามที่แสดงในรูปที่ 7-12c เนื่องจากจุดรองรับที่จุด A  เปนจุดรองรับแบบยึดแนน ดังนั้น เสนสัมผัสของ 
elastic curve ที่จุด A  จึงอยูในแนวนอน ซึ่งเราจะใชเสนสัมผัสนี้เปนเสนอางอิงในการหาคา slope และคา
การโกงตัวของคาน 

4. คา slope ของ elastic curve ที่จุด B  จะหาไดจากการหามุมสัมพัทธของเสนสัมผัสที่จุด B  เทียบกับเสน
สัมผัสที่จุด A  หรือ AB /θ  ดังนั้น จากทฤษฎีบทที่ 1 ของทฤษฎี moment-area มุมสัมพัทธดังกลาวจะมีคา
เทากับพื้นที่ของ EIM /  diagram ระหวางจุด A  และจุด B  ดังนั้น 

)2](333.13[
2
1)2(667.6

/ EIEIBAB −+−==θθ  

EIB

2kN.m 667.26
−=θ  

แทนคา GPa 200=E  และ 46 mm )6.84(10 =I  ลงใน Bθ  เราจะไดวา 
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rad  )10(88.3
]m)10(4.34][kN/m )[200(10

kN.m667.26 3
4626

2
−

− −=−=Bθ  

5. คาการโกงตัวของ elastic curve ที่จุด C  จะหาไดจากการหาระยะการเคลื่อนที่ในแนวดิ่งของจุด C  เทียบ
กับเสนสัมผัสที่ลากจากจุด A  มาอยูในแนวเดียวกันกับจุด C  หรือ ACt /  จากทฤษฎีบทที่ 2 ของทฤษฎี 
Moment-Area ระยะการเคลื่อนที่ดังกลาวจะมีคาเทากับโมเมนตของพื้นที่ของ EIM /  diagram ระหวาง
จุด A  และจุด C  รอบจุด C ดังนั้น เราจะไดวา 

)
3
2)(1](10[

2
1)

3
41)(2](333.13[

2
1)2)](2(667.6[/ EIEIEI

t CAC −++−+−=∆=  

EIC

3kN.m 944.60
−=∆  

แทนคา GPa 200=E  และ 46 mm )6.84(10 =I  ลงใน C∆  เราจะไดวา 

mm 8.9m  0089.0
]m)10(4.34][kN/m )[200(10

kN.m 944.60
4626

2

−=−=−=∆ −C  

 เราควรสังเกตุดวยวา คาการโกงตัวของคานมีคานอยมาก โดยมีอัตราสวนของความยาวคานตอ C∆  มีคาเปน 
337 ซึ่งแสดงวาคานจะมีพฤติกรรมอยูในชวง linear elastic 
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ตัวอยางที่ 7-4 
กําหนดใหคานเหล็ก W360x64  ( GPa 200=E  และ 46 mm )179(10 =I ) ถูกเสริมความแกรงโดย

แผนเหล็กที่ชวงกลางคานและถูกกระทําโดยน้ําหนักบรรทุกคงที่เปนจุดขนาด kN 40  ดังที่แสดงในรูปที่ 7-13a จงหาคา
การโกงตัวสูงสุดที่เกิดขึ้นที่จุด C  ในคาน 
 

 
รูปที่ 7-13 

 

จากรูป เราจะหาแรงปฏิกิริยาที่จุด A  และ B  ของคานไดโดยใชสมการความสมดุลบน free body diagram 
ของคาน เนื่องจากคานและแรงกระทํามีความสมมาตรรอบจุด C  ที่กึ่งกลางของคาน ดังนั้น 

kN 20== BA RR  
จากนั้น เราจะเขียนแผนภาพ moment diagram ของคานดังกลาวไดดังแสดงในรูปที่ 7-13b  
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ในกรณีนี้ คา moment of inertia ของชวงที่มีการเสริมแผนเหล็ก III 5.15.1 12 ==  ดังนั้น คา EIM /  
ในชวงกลางคานจึงมีคาลดลง 50% และ EIM /  diagram ของคานจึงมีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ 7-13c นอกจากนั้น
แลว เราควรสังเกตุดวยวา คานนี้มีความสมมาตรทั้งในแงของรูปรางและแรงกระทํา ซึ่งจะทําใหรูปรางการโกงตัวของคานมี
ความสมมาตรที่จุดกึ่งกลางคาน คาการโกงตัวสูงสุดของคานจะอยูที่จุด C  และ slope ที่จุดนี้จะมีคาเปนศูนย ซึ่งทําใหเรา
ทราบวา เสนสัมผัสที่จุดนี้ C tan  จะอยูในแนวนอน โดยใชสามเหลี่ยมคลายในรูปที่ 7-13e เราจะไดวา 

2
/ BAt=∆′  

ดังนั้น        BC
BA

C t
t

/
/

2
−=∆  

 จากทฤษฎีบทที่ 2 ของทฤษฎี moment-area เราจะหาคาระยะการเคลื่อนที่ BAt /  และ BCt /  ไดดังนี้ 

EIEIEIEI
t BA

3520)6(33.21333.53)
3
28

3
8(160

/ =



 +++=  

EIEIEIEI
t BC

78.657)
3

10(160)1(
2

33.213)
3
2(

2
33.53

/ =++=  

ดังนั้น    
EIEIEIC

22.110278.657
2
3520

=−=∆  

แทนคาตางๆ ลงในสมการ พรอมทําการแปลงหนวยใหสอดคลองกัน เราจะได 

mm 8.30m 0308.0
]m)10)(10(179][kN/m)10(200[

kN.m 2.1102
412626

3

max −=−=−=∆ −  

 คาการโกงตัวสูงสุดเมื่อเทียบกับ span ของคาน 3606.389
8.30

12000
>==

∆
L  ซึ่งมีคานอยมาก ดังนั้น คาน

ดังกลาวยังคงมีพฤติกรรมอยูในชวง linear elastic 
 ในกรณีที่ไมมีการเสริมเหล็กใหกับคาน เราจะพบวาคาการโกงตัวสูงสุดของคานจะมีคาเทากับ mm 2.40 และ

3605.298
2.40

12000
<==

∆
L  ซึ่งในกรณีที่คานรับน้ําหนักบรรทุกคงที่ เราจะตองเพิ่มขนาดของคานใหเหมาะสม ทาง

หนึ่งที่เราทําไดก็คือ การเพิ่มแผนเหล็กในชวงกลางคานดังที่เราพิจารณาไปแลว 
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7.5 วิธี Conjugate-Beam
วิธี conjugate-beam เปนอีกวิธีหนึ่งที่ใชในการหาคามุมลาดเอียง (slope) และระยะโกงตัว (deflection) ของ

คาน ซึ่งถูกเสนอโดย Otto Mohr ในป ค.ศ. 1860 และมีลักษณะที่คลายคลึงกับวิธี moment-area แตเนื่องจากวิธีนี้ขึ้นอยู
กับหลักการสถิตยศาสตร (static) เพียงอยางเดียว โดยไมเกี่ยวของกับการเขียนเสนโคงอีลาสติก ดังนั้น วิธีการนี้จึงงายกวา
และไดรับความนิยมมากกวาวิธี double integration และวิธี moment-area

วิธี conjugate-beam มีพื้นฐานมาจากความคลายคลึงกันของสมการแสดงความสัมพันธระหวางแรงเฉือน 
โมเมนตดัด และแรงกระทํ า w  ในรูป

dx
dV =− w  และ 2

2

dx
Md

dx
dM

dx
d

=



 =− w

กับสมการแสดงความสัมพันธระหวางมุมลาดเอียง ระยะโกงตัว และเทอม Elastic weight M EI/  ในรูป

dx
dθ =

EI
M  และ 2

2

dx
vd

dx
dv

dx
d

=



 =

EI
M

เมื่อเราทํ าการ integration สมการดังกลาว เราจะไดวา

∫ −= dxwV  )(

∫= dx
EI
M  θ

และ
[ ]dxdxwM   )(∫ ∫ −=

dxdx
EI
Mv   ∫ ∫ 



=

รูปที่ 7-14

จากการพิจารณารูปที่ 7-14a เทียบกับรูปที่ 7-14d เราจะเห็นวา
แรงภายนอก (w ) เทียบไดกับ EIM /−

จากการพิจารณารูปที่ 7-14b เทียบกับรูปที่ 7-14e เราจะเห็นวา
แรงเฉือน (V ) เทียบไดกับ มุมลาดเอียง (θ )

จากการพิจารณารูปที่ 7-14c เทียบกับรูปที่ 7-14f เราจะเห็นวา
โมเมนตดัด ( M ) เทียบไดกับ ระยะโกงตัว ( v )

ดังนั้น เมื่อเรากํ าหนดใหคานๆ หนึ่งมีคานเสมือน (conjugate beam) ซึ่งถูกกระทํ าโดย elastic weight M EI/  แลว เรา
จะกลาวทฤษฎีของวิธี conjugate-beam ไดวา
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ทฤษฎีบทที่ 1: คาของมุมลาดเอียงที่จุดใดจุดหนึ่งบนคานจริง (Real beam) จะมีคาเทากับคาของแรง
เฉือนที่จุดนั้นบนคานเสมือน

ทฤษฎีบทที่ 2: คาการโกงตัวที่จุดใดจุดหนึ่งบนคานจริงจะมีคาเทากับคาของโมเมนตที่จุดนั้นบนคาน
เสมือน

เพื่อใหเห็นภาพไดชัดเจนขึ้น ใหเราพิจารณาคาน simply supported beam ซึ่งถูกกระทํ าโดยแรงกระจาย
สม่ํ าเสมอ w  และมีความยาว L  ดังที่แสดงในรูปที่ 7-15a โดยใชสมการความสมดุล เราจะหาแรงปฏิกริยาที่เกิดขึ้นที่จุด

รองรับ A  และ B  ของคานไดเทากับ 
2
wL

รูปที่ 7-15

เมื่อเราใชสมการแสดงความสัมพันธระหวางแรงเฉือน โมเมนตดัด และแรงกระทํ า w  เราจะหาสมการของแรง
เฉือนที่ระยะ x  จากจุดรองรับได โดยที่คาการเปลี่ยนแปลงของแรงเฉือน V∆  ระหวางจุดรองรับ A  กับจุดใดๆ ที่มีระยะ 
x  จากจุด A  จะหาไดจาก

∫−==−=∆
x

dxwxVxVV
0

 )0()(

จาก sign convention ของแรงเฉือน เราจะไดวา ที่ 0=x  แรงเฉือนมีคาเทากับแรงปฏิกริยาที่จุดรองรับ ซึ่งเปน boundary 
condition ของการ integration ดังกลาว ดังนั้น

wxwLxV −=
2

)(

คาการเปลี่ยนแปลงของโมเมนต M∆  ระหวางจุดรองรับ A  กับจุดใดๆ ที่มีระยะ x  จากจุด A  จะหาไดจาก

∫==−=∆
x

0

 )0()( dxVxMxMM

เนื่องจากจุดรองรับ A  เปนหมุด (pin) ดังนั้น 0)0( ==xM  ซึ่งเปน boundary condition ของการ integration ดัง
กลาว ดังนั้น

∫ −=−=
x

xLxwdxwxwLxM
0

2 )(
2

)
2

()(

ซึ่งเราจะเขียนแผนภาพของแรงเฉือนและโมเมนตดัดของคานไดดังแสดงในรูปที่ 7-11b และ 7-11c
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จากวิธีการ double integration เราจะหาสมการและแผนภาพของ slope และ deflection ของคานไดดังที่แสดง
ในรูปที่ 7-11e และ 7-11f ซึ่งเราจะใชผลลัพธที่ไดนี้ ทํ าการเปรียบเทียบกับวิธี conjugate-beam ไดดังนี้

โดยวิธี conjugate-beam เราทราบมาแลววา แรง w  ที่กระทํ าตอคานจริงเทียบไดกับ elastic weight
EIM /−  ที่กระทํ าตอ conjugate beam ดังนั้น เมื่อเราหารคาโมเมนต M  ของ moment diagram ดังที่แสดงในรูปที่ 

7-11c ดวยคา flexural rigidity EI  ของคาน แลวทํ าการกลับเครื่องหมายของคาดังกลาวใหตรงกันขามกับแรง w  เราจะ
ได elastic weight ที่กระทํ าตอ conjugate beam ดังที่แสดงในรูปที่ 7-11d

จากนั้น เมื่อเราใชความสัมพันธระหวางมุมลาดเอียงและเทอม elastic weight M EI/  เราจะไดวา คาการ
เปล่ียนแปลงของมุม θ∆  ระหวางจุดรองรับ A′  กับจุดใดๆ ที่มีระยะ x  จากจุด A′  จะหาไดจาก

∫ −==−=∆
x

dxxLx
EI
wxx

0

2  )(
2

)0()( θθθ

)0()46(
24

)( 32 =+−= xxLx
EI
wx θθ

เมื่อทํ าการเปรียบเทียบสมการของ )(xθ  ที่ไดนี้กับสมการของ )(xθ  จากวิธีการ double integration เราจะเห็นไดวา

EI
wLx

24
)0(

3

−==θ

ซึ่งเปน boundary condition ของการ integration ดังกลาว และมีคาเทากับคาของแรงเฉือนที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับ A′  ของ 
conjugate beam

เมื่อเราใชความสัมพันธระหวางการโกงตัวและเทอม elastic weight M EI/  เราจะไดวา คาการเปลี่ยนแปลง
ของการโกงตัว v∆  ระหวางจุดรองรับ A′  กับจุดใดๆ ที่มีระยะ x  จากจุด A′  จะหาไดจาก

dxLxLx
EI
wxvxvv

x

 )46(
24

)0()(
0

332∫ −−==−=∆

)0()2(
24

)( 343 =+−−= xvxLxLx
EI
wxv

เมื่อทํ าการเปรียบเทียบสมการของ )(xv  ที่ไดนี้กับสมการของ )(xv  จากวิธีการ double integration เราจะเห็นไดวา
0)0( ==xv

ซึ่งเปน boundary condition ของการ integration ดังกลาว และมีคาเทากับคาโมเมนตที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับ A′  ของ 
conjugate beam เนื่องจากจุดรองรับ A′  เปนจุดรองรับแบบหมุด
จุดรองรับของคานเสมือน (Conjugate-Beam Supports)

จากตัวอยางดังกลาว เราจะเห็นไดวา คา slope และคาการโกงตัวของคานที่ไดมาจากทฤษฎี conjugate-beam
นั้นเปนผลลัพธที่ไดมาจากการ integration สมการแสดงความสัมพันธระหวางแรงเฉือน V  โมเมนตดัด M  และแรง
กระทํ า w  และสมการแสดงความสัมพันธระหวางมุมลาดเอียง θ  ระยะโกงตัว  v  และเทอม elastic weight M EI/

จากวิธี double integration เมื่อเราทํ าการอินทิเกรตสมการดังกลาว เราจะไดคาคงที่ของการอินทิเกรต และเรา
จะหาคาคงที่ไดโดยใชเงื่อนไขขอบเขต (boundary conditions) ดังที่แสดงในตัวอยางที่ผานมา ดังนั้น เราตองกํ าหนดเงื่อน
ไขขอบเขตของคานเสมือน โดยใหแรงเฉือนเสมือนและโมเมนตเสมือนที่เกิดขึ้นบนคานเสมือนมีคาสอดคลองกับคามุมลาด
เอียงและระยะโกงตัวที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับของคานจริง ยกตัวอยางเชน จากตัวอยางที่ผานมานั้น เงื่อนไขขอบเขตที่เราใช
ประกอบดวย

1. คามุม 
EI

wLx
24

)0(
3

−==θ  ที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับ A  ของคานจริงมีคาเทากับคาแรงเฉือนที่เกิดขึ้นที่จุด

รองรับ A′  ของ conjugate beam
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2. คาการโกงตัว 0)0( ==xv  ที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับ A  ของคานจริงมีคาเทากับคาโมเมนตที่เกิดขึ้นที่จุดรอง
รับ A′  ของ conjugate beam

ซึ่งเราจะเห็นไดวา จุดรองรับแบบหมุดบนคานจริงสอดคลองกับจุดรองรับแบบหมุดบนคานเสมือน
ตารางที่ 7-2 แสดงถึงเงื่อนไขขอบเขตของคานเสมือนที่มีคาสอดคลองกับที่รองรับของคานจริง ยกตัวอยางเชน 

เมื่อคานจริงมีจุดรองรับแบบยึดแนนแลว คามุมลาดเอียงและระยะโกงตัวที่จุดรองรับนี้จะมีคาเทากับศูนย ดังนั้น คาน
เสมือนจึงตองมีเงื่อนไขขอบเขตแบบปลายอิสระ เนื่องจากที่ปลายนี้จะไมมีแรงเฉือนและโมเมนตเกิดขึ้น เปนตน

ตารางที่ 7-2 เงื่อนไขขอบเขตของคานเสมือนที่มีคาสอดคลองกับที่รองรับของคานจริง
คานจริง (real beam) คานเสมือน (conjugate beam)

Simple support: มุม ≠ 0, การโกงตัว = 0

และ 

Simple support: แรงเฉือน ≠ 0, โมเมนต = 0

และ 
Fixed end: มุม = 0, การโกงตัว = 0 Free end: แรงเฉือน = 0, โมเมนต = 0

Free end: มุม ≠ 0, การโกงตัว ≠ 0 Fixed end: แรงเฉือน ≠ 0, โมเมนต ≠ 0

Internal hinge: มุม ≠ 0, การโกงตัว ≠ 0 Internal support: แรงเฉือน ≠ 0, โมเมนต ≠ 0

Internal support: มุม ≠ 0, การโกงตัว = 0

และ 

Internal hinge: แรงเฉือน ≠ 0, โมเมนต = 0

รูปที่ 7-16 แสดงตัวอยางของคานเสมือนที่สอดคลองกับคานจริงในรูปแบบตางๆ เราควรที่จะทราบดวยวา ถา
คานจริงแบบ statically indeterminate สอดคลองกับคานเสมือนที่มีลักษณะขาดเสถียรภาพแลว คาของ M EI/  จะกอ
ทํ าใหเกิดความสมดุลและเสถียรภาพในคานเสมือนนั้น ดังตัวอยางของคานที่มีปลายยึดแนนทั้งสองขางในรูป ซึ่งคาน
เสมือนของคานนี้จะไมมีการรองรับที่ปลายของคานดังที่แสดง
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รูปที่ 7-16
ตัวอยางที่ 7-5

พิจารณาคานเหล็ก W150x14 ซึ่งถูกกระทํ าโดยแรง 10 kN  ดังที่แสดงในรูปที่ 7-17a จงหาคาการโกงตัวสูง
สุดที่เกิดขึ้นในคาน กํ าหนดให GPa 200=E  และ 46 mm )6.84(10 =I

(a)
รูปที่ 7-17

แรงปฏิกริยาที่จุด A  และ B  ของคานเหล็กเนื่องจากแรง 10 kN  จะหาไดโดยใชสมการความสมดุลของ free 
body diagram ของคาน โดยที่

kN 5.7=AR และ kN 5.2=BR
จากนั้น เราจะเขียนแผนภาพ moment diagram ของคานดังกลาวไดดังแสดงในรูปที่ 7-17b
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(b)

จากการพิจารณาเปลี่ยนจุดรองรับของคานเหล็กใหเปนจุดรองรับของ conjugate beam และแปลงแผนภาพ 
moment diagram ใหเปน elastic weight  โดยการหารแผนภาพ moment diagram ดวยคา flexural rigidity EI  ของ
คาน เราจะได conjugate beam มีลักษณะดังแสดงที่แสดงในรูปที่ 7-17c  คาของ elastic weight EIM /  มีทิศทางพุง
ขึ้นเพราะ moment diagram มีคาเปนบวก

(c)

จากนั้น เราจะสามารถหาแรงปฏิกริยาที่จุด A′  และ B′  ของ conjugate beam ไดโดยใชสมการความสมดุล โดยที่

EI
RA

8.75
=′ และ

EI
RB

6.25
=′

คาการโกงตัวสูงสุดของคานเหล็กจะเกิดขึ้นที่จุดซึ่งคา slope ของรูปรางการโกงตัวของคานมีคาเทากับศูนย ซึ่ง
จากหลักการของวิธี conjugate beam จุดดังกลาวจะเปนจุดเดียวกันที่คาแรงเฉือน (shear) ของ conjugate beam มีคา
เทากับศูนยดวย

(e)
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สมมุติใหจุดที่มีคาการโกงตัวสูงสุดอยูในชวง CB  ของคาน ดังนั้น ใหเราพิจารณา free body diagram ของ 
conjugate beam ดังที่แสดงในรูปที่ 7-17e จากสามเหลี่ยมคลาย เราจะหาคาของ )(xw ไดในรูป

)
3
1(5.7)(

EIx
xw

=

x
EI

xw 5.2)( =

↑+∑ = ;0yF 025.6)5.2(
2
1

=−
EI

x
EI
x

m 236.2=x
จากคาของ x  เราจะหาคาของโมเมนตภายใน M ′  ของ conjugate beam ซึ่งสอดคลองกับคาการโกงตัวสูงสุด

ของคาน ไดดังนี้

+∑ = ;0M M ′ + )236.2(25.6
EI

- 0))236.2(
3
1(236.2))236.2(5.2(

2
1

=
EI

EI
M

3

max
kN.m 317.9

−=′=∆

เครื่องหมายลบแสดงวา การโกงตัวมีทิศพุงลงจากตํ าแหนงกอนที่คานจะถูกกระทํ าโดยแรง10 kN  แทนคาตางๆ ลงในสม
การโกงตัวของคาน พรอมทํ าการแปลงหนวยใหสอดคลองกัน เราจะได

mm 8.6m 0068.0
]m)10)(10(84.6][kN/m)10(200[

kN.m 317.9
412626

3

max −=−=−=∆ −

ขอใหสังเกตุดวยวา คาการโกงตัวสูงสุดมีคานอยมากเมื่อเทียบกับ span ของคาน ( 2.588
8.6

4000
==

∆
L ) ดัง

นั้น คานดังกลาวยังคงมีพฤติกรรมอยูในชวง linear elastic
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ตัวอยางที่ 7-6
พิจารณาคานเหล็ก W360x64  ซึ่งถูกเสริมความแกรงโดยแผนเหล็กที่ชวงกลางคานและถูกกระทํ าโดยนํ้ าหนัก

บรรทุกคงที่เปนจุด 40 kN  ดังที่แสดงในรูปที่ 7-18a กํ าหนดให GPa 200=E  และ 46 mm )179(10 =I
จงหาคาการโกงตัวสูงสุดที่เกิดขึ้นในคาน
จากรูปที่ 7-18b เราจะหาแรงปฏิกริยาที่จุด A  และ B  ของคานเหล็กเนื่องจากแรง 40 kN  ไดโดยใชสมการ

ความสมดุลบน free body diagram ของคาน เนื่องจากคานและแรงกระทํ ามีความสมมาตรรอบจุด C  ที่กึ่งกลางของคาน 
ดังนั้น

kN 20== BA RR
จากนั้น เราจะเขียนแผนภาพ moment diagram ของคานดังกลาวไดดังที่แสดงในรูปที่ 7-18b

(a)
รูปที่ 7-18

จากการพิจารณาเปลี่ยนจุดรองรับของคานใหเปนจุดรองรับของ conjugate beam และแปลงแผนภาพ moment 
diagram ใหเปน elastic weight เราจะได conjugate beam มีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ 7-18c เราควรสังเกตวา ในกรณีนี้ 
คา moment of inertia ของชวงที่มีการเสริมแผนเหล็ก III 5.15.1 12 ==  ดังนั้น คา elastic weight ในชวงกลางคาน
จึงมีคาลดลง 50% นอกจากนั้นแลว จาก sign convention คาของ elastic weight EIM /  มีทิศทางพุงขึ้นเพราะ 
moment diagram มีคาเปนบวก

(c)
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(d)

จากนั้น เราจะหาแรงปฏิกริยาที่จุด A′  และ B′  ของ conjugate beam ไดโดยใชสมการความสมดุลบน free 
body diagram ของ conjugate beam ในรูปที่ 7-18d เนื่องจาก conjugate beam และ elastic weight มีความสมมาตรที่
กึ่งกลางของคานที่จุด C ′  ดังนั้น

EIEIEIEI
RR BA

33.299
2

33.213
2

33.53160
=++=′=′

โมเมนตภายใน M ′  ที่จุดกึ่งกลางของ conjugate beam ซึ่งสอดคลองกับจุดที่คาการโกงตัวของคานเหล็กมีคา
สูงสุดจะหาไดจาก free body diagram ของชวง CA ′′  ของ conjugate beam ดังที่แสดงในรูปที่ 7-18e

+∑ =′ ;0AM 0)
3
2(67.26)1(67.106)

3
10(160)6(33.293

=−−−+′ EIEIEIEI
MC

EI
MC

3

max
kN.m 2.1102

−==∆ ′

จาก sign convention เครื่องหมายลบแสดงวา การโกงตัวที่จุด C  มีทิศพุงลง

       
(e)

แทนคาตางๆ ลงในสมการ พรอมทํ าการแปลงหนวยใหสอดคลองกัน เราจะได

mm 8.30m 0308.0
]m)10)(10(179][kN/m)10(200[

kN.m 2.1102
412626

3

max −=−=−=∆ −

ซึ่งมีคาเทากับที่เราหาไดในตัวอยางที่ 7-4 โดยวิธี moment-area
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7.6 งานภายนอกและพลังงานความเครียด (External Work and Strain Energy)
วิธี moment-area และวิธี conjugate-beam มีความเหมาะสมในการวิเคราะหหาคามุมลาดเอียง (slope) และ

ระยะโกงตัว (deflection) ของคานที่ถูกกระทํ าโดยแรงที่ไมมีความซับซอน แตวิธีพลังงาน (energy method) ที่จะกลาวถึง
ตอไปนี้ มีความเหมาะสมในกรณีที่แรงหรือนํ้ าหนักบรรทุกมีความซับซอนหรือโครงสรางเปนโครงขอหมุน (truss) และโครง
ขอแข็ง (frame) วิธีพลังงานนี้เปนวิธีวิเคราะหการโกงตัวที่มีพื้นฐานมาจากหลักการอนุรักษพลังงาน (principle of 
conservation of energy) ซึ่งกลาววา

งานภายนอก (external work) เนื่องจากแรงหรือนํ้ าหนักบรรทุก ซึ่งทํ าใหโครงสรางมีการเปลี่ยนรูปราง, 
eU , จะถูกเปลี่ยนเปนงานภายในหรือพลังงานความเครียด (strain energy), iU , สะสมอยูในโครงสรางนั้น

ถาโครงสรางมีพฤติกรรมอยูในชวงยืดหยุน (elastic limit) แลว เมื่อเอาแรงกระทํ าออก พลังงานความเครียดจะทํ า
ใหโครงสรางคืนรูปกลับที่เดิม ดังนั้น เราจะเขียนสมการของกฎอนุรักษพลังงานไดในรูป

eU  = iU (7-8)
งานภายนอกเนื่องจากแรงกระทํ า (External Work – Force)

เมื่อแรงภายนอก F  ทํ าใหเกิดการเคลื่อนที่ไปเปนระยะ dx  ในทิศทางของแรงแลว งานภายนอก (external 
work) ที่เกิดจากแรงจะมีคาเทากับ dUe = F dx  และถาใหระยะเคลื่อนที่ทั้งหมดมีคาเปน x  แลว

Ue  = F dx
x

 
0
∫ (7-9)

รูปที่ 7-19

พิจารณาแทงวัตถุซึ่งถูกกระทํ าโดยแรงในแนวแกน ตามรูปที่ 7-19a เมื่อแรงดังกลาวมีคาเพิ่มมากขึ้นเรื่อยๆ จาก
ศูนยจนถึง P  แลว การยืดตัวที่ปลายของแทงวัตถุก็จะมีคาเพิ่มมากขึ้นเรื่อยๆ จากศูนยถึง ∆  ดวย ยกตัวอยางเชน ในการ
ทดสอบแรงดึงของแทงเหล็กที่มีลักษณะตามที่แสดงในรูปที่ 7-19a โดยใหแทงเหล็กมีพื้นที่หนาตัด mm 5.13 และมีความ
ยาว m 5.0 เราจะไดขอมูลในชวงที่เหล็กมีพฤติกรรมแบบ linear elastic ดังที่แสดงในตารางที่ 7-3 เมื่อเรานํ าขอมูลดัง
กลาวมาเขียนกราฟ เราจะไดกราฟ ดังที่แสดงเปนตัวอยางในรูปที่ 7-19c โดยที่พิกัดของกราฟที่จุด B  คือ kN 6=P
และ mm 105.0=∆ ดังนั้น จากสามเหลี่ยมคลาย เราจะสามารถเขียนสมการของแรง F  ใดๆ ซึ่งมีคาอยูระหวางศูนย
จนถึง P  และเปนฟงกชันกับระยะการยืดตัว x  ของแทงเหล็กไดในรูป

F = ( / )P ∆ x
เมื่อแทนสมการของแรง F  ลงในสมการที่ 7-9 และทํ าการอินทิเกรตจาก 0 ถึง ∆  แลว เราจะไดงานภายนอกเนื่องจาก
การกระทํ าของแรง P  ซึ่งแทงวัตถุเกิดการยืดตัว ∆  จะอยูในรูปของสมการ

Ue  = 1
2

 P∆            (7-10)
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ซึ่งมีคาเทากับพื้นที่สามเหลี่ยม ABF  ใตกราฟแสดงความสัมพันธของแรง P  กับการยืดตัว x  ดังที่แสดงในรูปที่ 7-19c

ตารางที่ 7-3 ตัวอยางขอมูลจากการทดสอบแรงดึงของแทงเหล็ก
แรงในแนวแกน F kN)( การยืดตัวที่ปลายของแทงเหล็ก ∆  mm)(

0 0
2 0.035
4 0.070
=P 6 =∆ 0.105
='P 10 =∆' 0.175

สมมุติใหมีแรงในแนวแกนอีกแรงหนึ่งกระทํ าตอแทงวัตถุและมีคาเพิ่มมากขึ้นเรื่อยๆ จากศูนยจาก P  ถึง 
PP ′+  และทํ าใหแทงวัตถุเกิดการยืดตัวเพิ่มขึ้นจาก ∆  เปน ∆′+∆  ดังที่แสดงในรูปที่ 7-19b จากตารางที่ 7-3 เราจะ

ไดวา kN 4610 =−=′P  และ =∆' =− 105.0175.0 070.0 mm ซึ่งเราจะเขียนกราฟไดดังที่แสดงในรูปที่ 7-
19c และเราจะเห็นไดวา การยืดตัวของแทงวัตถุที่เพิ่มขึ้น ′∆  จะทํ าใหเกิดงานขึ้น 2 สวนคือ

1. งานเนื่องจากแรง P  เมื่อแทงวัตถุเกิดการยืดตัว ′∆  เนื่องจากแรง P′  จะมีคาเทากับ
′Ue  = P ′∆            (8-11)

ซึ่งคือพื้นที่ของสี่เหลี่ยม BDEF  ของกราฟ ดังที่แสดงในรูปที่ 7-19c
2. งานที่เกิดจากแรง P′  เมื่อแทงวัตถุเกิดการยืดตัวของแทงวัตถุจาก ∆  ถึง ∆′+∆  ซึ่งมีคาเทากับ

eU ′′  = 
2
1 P ′∆

ซึ่งคือพื้นที่สามเหลี่ยม BCD   ของกราฟ ดังที่แสดงในรูปที่ 7-19c
ดังนั้น งานภายนอกทั้งหมดที่เกิดจากแรง P  ซึ่งทํ าใหเกิดการยืดตัวของแทงวัตถุจากศูนยถึง ∆  และแรง P′ ซึ่ง

ทํ าใหเกิดการยืดตัวของแทงวัตถุจาก ∆  ถึง ′∆  มีคาเทากับพื้นที่สามเหลี่ยม ACE
งานภายนอกเนื่องจากโมเมนต (External Work – Moment)

รูปที่ 7-20

ในลักษณะเชนเดียวกับกรณีที่แทงวัตถุถูกกระทํ าโดยแรงในแนวแกน ถาแทงวัตถุซึ่งถูกกระทํ าโดยโมเมนตและ
โมเมนตดังกลาวมีคาเพิ่มขึ้นจากศูนยถึง M  แลว ทํ าใหแทงวัตถุเกิดการหมุนเพิ่มขึ้นจากศูนยถึง θ  เรเดียน เราจะไดวา 
งานภายนอกที่เกิดขึ้นมีคาเทากับ

edU  =  φφ
θ

dM
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Ue  =  ∫
θ

φφ
θ0

 dM

Ue  = 1
2

 Mθ

ถามีโมเมนตอีกคาหนึ่งมากระทํ าและทํ าใหแทงวัตถุเกิดการหมุนเพิ่มขึ้นอีก θ ′  งานภายนอกเนื่องจากโมเมนต 
M  เนื่องจากแทงวัตถุเกิดการหมุนเพิ่มขึ้น θ ′  จะมีคาเทากับ

′Ue  = M θ ′ 
พลังงานความเครียดเนื่องจากแรงในแนวแกน (Strain Energy - Axial force)

รูปที่ 7-21

พิจารณาแทงวัตถุยาว L  พื้นที่หนาตัด A  และมีโมดูลัสความยืดหยุน (modulus of elasticity) E  ดังที่แสดงใน
รูปที่ 7-21 เมื่อมีแรงในแนวแกนคา N  กระทํ าที่ปลายของแทงวัตถุและปลายของแทงวัตถุเกิดการยืดตัว ∆  แลว แรง N
จะทํ าใหเกิดงานภายนอกซึ่งจะถูกเก็บสะสมในเนื้อวัสดุในรูปของพลังงานความเครียด ถาใหแทงวัตถุทํ าดวยวัสดุที่มีคุณ
สมบัติเหมือนกันทุกทิศทาง (isotropic) และเปนเนื้อเดียวกัน (homogenous) และมีพฤติกรรมอยูในชวง linear elastic 
แลว จาก Hooke’s law σ  = E ε  เราจะไดวา คาการยืดตัว ∆  เนื่องจากแรงในแนวแกน N  มีคาเทากับ

N
A

= E ∆
L

∆  = NL
AE

                         (7-15)
แทนคาสมการที่ 7-15 ลงในสมการที่ 7-10 เมื่อแรงในแนวแกน P  = N  แลว เราจะไดพลังงานความเครียดมีคาเทากับ

iU  = 
AE
LN

2

2

            (7-16)
พลังงานความเครียดเนื่องจากโมเมนตดัด (Strain Energy – Bending Moment)

พิจารณาคานตามรูปที่ 7-22a ซึ่งถูกกระทํ าโดยแรง P  และแรง P  จะทํ าใหเกิดโมเมนตดัด M  ที่ระยะ x  จาก
จุดรองรับ A  และจะทํ าใหเกิดมุมลาดเอียงบนสวนของคาน dx  มีคาเทากับ dθ  = ( M EI/ )dx  (สมการที่ 7-1) ดัง
นั้น จากสมการที่ 7-13 เราจะไดวา พลังงานความเครียดที่ถูกเก็บสะสมอยูในสวนของคาน dx  มีคาเทากับ

dUi = M dx
EI

2

2
           (7-17)

และคาพลังงานความเครียดตลอดความยาวของคานจะมีคาเทากับ

Ui  =
M
EI
dx

L 2

0 2
 ∫            (7-18)
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รูปที่ 7-22
7.7 หลักการของงานและพลังงาน (Principle of Work and Energy)

รูปที่ 7-23

พิจารณาคานยื่น (Cantilevered beam) ดังที่แสดงในรูปที่ 7-23 ซึ่งเราตองการหาระยะโกงตัว ∆  ที่จุด A  ภาย
ใตการกระทํ าของแรง P  จากหลักการอนุรักษพลังงาน เรามีอยูวา Ue  = Ui  โดยที่จากสมการที่ 7-10 งานเนื่องจากแรง
ภายนอก Ue = P∆ / 2  และโมเมนตที่ระยะ x  จากจุด A มีคาเทากับ M Px= −  ดังนั้น จากสมการที่ 7-18 เราจะหา
พลังงานความเครียดไดจาก

Ui  =
( )−
∫

Px
EI

dx
L 2

0 2
 = 1

6

2 3

 
P L
EI

และเนื่องจาก Ue  = Ui เราจะไดวา
P∆
2

 = 1
6

2 3

 
P L
EI

∆  = 1
3

3

 
PL
EI

เราจะเห็นไดวา เราสามารถที่จะหาระยะโกงตัวของคานโดยใชหลักการของงานและพลังงานไดโดยงาย แตวิธีการ
นี้มีขอจํ ากัดคือจะใชไดกับโครงสรางที่มีแรงกระทํ าเพียงแรงเดียวเทานั้น ถาโครงสรางมีแรงกระทํ ามากกวา 1 แรงแลว เรา
จะมีระยะโกงตัวไมทราบคาที่จุดที่แรงกระทํ าหลายคา และเราจะไมสามารถแกสมการของหลักการอนุรักษพลังงานได จาก
เหตุผลนี้ทํ าใหเกิดการพัฒนาวิธี virtual work และวิธี castigliano ขึ้นมา
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7.8 หลักการงานเสมือน (Principle of Virtual Work)
หลักการ virtual work (principle of virtual work) ซึ่งถูกพัฒนาโดย John Bernoulli ในป ค.ศ. 1717 มีพื้นฐาน

มาจากหลักการอนุรักษพลังงาน (principle of conservation of energy) และบางครั้งจะถูกเรียกวาวิธี unit-load

รูปที่ 7-24

พิจารณาคานอีลาสติก ดังแสดงอยูในรูปที่ 7-24a สมมุติวาเราตองการหาคาการโกงตัว ∆  ที่จุด C  ( C∆ ) เนื่อง
จากแรง “real loads” P1  P2  และ P3  ซึ่งมีคาเพิ่มขึ้นอยางชาๆ จากศูนย

เมื่อแรง P1  P2  และ P3  กระทํ าตอโครงสราง ดังที่แสดงในรูปที่ 7-24a โดยที่แรงชุดนี้จะทํ าใหเกิดแรงภายในขึ้น
ที่จุดตางๆ ในโครงสราง เชนที่ชิ้นสวน MN  มีแรงภายในเกิดขึ้นเทากับ F  และเกิดการหดตัว dL นอกจากนั้นแลว แรง 
P1  P2  และ P3  จะทํ าใหเกิดการโกงตัวที่จุดที่แรงกระทํ าดังที่แสดงในรูป ดังนั้น งานที่เกิดจากแรง P1  P2  และ P3  จะมี
คาเทากับ

 112
1

∆P + 222
1

∆P + 332
1

∆P

และพลังงานที่สะสมอยูในโครงสรางมีคาเทากับ

∑ dLF 
2
1

จากหลักการงานและพลังงาน เราจะไดวา 112
1

∆P + 222
1

∆P + 332
1

∆P = ∑ dLF 
2
1 (a)

เมื่อแรง “virtual loads” ′P  ขนาด 1 หนวย กระทํ าที่จุด C  ในทิศทางที่ตองการหาคาการโกงตัว C∆  โดยใหมี
คาเพิ่มขึ้นอยางชาๆ จากศูนย ดังแสดงอยูในรูปที่ 7-24b กํ าหนดใหแรง 1 หนวยนี้ทํ าใหเกิดแรงภายในขึ้นที่จุดตางๆ ใน
โครงสราง เชนที่ชิ้นสวน MN  มีแรงภายในเกิดขึ้นเทากับ u  และเกิดการหดตัว dl นอกจากนั้นแลว แรง 1 หนวยจะทํ าให
เกิดการโกงตัวที่จุดที่แรงกระทํ าดังที่แสดงในรูป ซึ่งมีคานอยมากๆ เมื่อเทียบกับคาการโกงตัวเนื่องจากแรง “real loads” 
P1  P2  และ P3

จากหลักการงานและพลังงาน เราจะไดวา

Cδ)0.1(
2
1  = ∑ dlu 

2
1 (b)

ดังนั้น ผลรวมของงานและพลังงานที่สะสมอยูในโครงสราง เนื่องจากการกระทํ าของแรง “real loads” P1  P2

และ P3  และแรง “virtual loads” ′P  ขนาด 1 หนวย ที่กระทํ าแยกเปนอิสระตอกันจะมีคาเทากับ
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112
1

∆P + 222
1

∆P + 332
1

∆P + Cδ)0.1(
2
1 = ∑ dLF 

2
1 + ∑ dlu 

2
1 (d)

ในอีกกรณีหนึ่ง ถาเราใหแรง “virtual loads” ′P  ขนาด 1 หนวยกระทํ ากับโครงสรางกอนแลวให แรง “real 
loads”  P1  P2  และ P3  กระทํ าทีหลัง จากหลักการงานและพลังงาน เราจะไดวา

Cδ)0.1(
2
1 + [ 112

1
∆P + 222

1
∆P + 332

1
∆P + C∆)0.1( ]= ∑ dlu 

2
1 +[ ∑ dLF 

2
1 +∑ dLu ] (e)

เนื่องจากงานทีเ่กิดจากแรงภายนอกและงานที่สะสมอยูภายในโครงสรางเปนอิสระกับลํ าดับการกระทํ าของแรง 
คือจะตองมีคาเทากันเสมอไมวาจะกระทํ าพรอมกันหรือกระทํ าแยกกัน ดังนั้น เมื่อเราทํ าลบ (e) ดวย (d) แลว เราจะไดวา

Virtual
dLuC  )( )0.1( ∑=∆          (7-20)

Actual
หรือ virtual work ภายนอกจะมีคาเทากับ “virtual loads” ′P   ขนาด 1 หนวย (กระทํ าที่จุด C  ในทิศทางของการโกงตัว 
∆ ) คูณกับคาการโกงตัว ∆  และ virtual work ภายในจะมีคาเทากับผลรวมของแรง virtual ภายใน u  ในโครงสรางคูณ
กับการยืดตัว dL  ที่สวนนั้นๆ ของโครงสราง เนื่องจากแรง “real loads” P1  P2  และ P3

ในลักษณะเดียวกัน ถาเราตองการหาคามุมลาดเอียง (Slope) θ  ของเสนสัมผัสที่จุดใดจุดหนึ่งของโครงสราง เรา
จะให “virtual moment” ′M  ขนาด 1 หนวยกระทํ าตอโครงสรางที่จุดนั้นในทิศทางที่เราตองการหาคามุมลาดเอียง โดยที่ 
“virtual moment” นี้จะกอใหเกิดแรง virtual ภายใน uθ  ที่สวนตางๆ ของโครงสราง สมมุติให “real loads” กอใหเกิดการ
ยืดตัว dL  ในโครงสราง ดังนั้น จากหลักการ virtual work เราจะไดวา

Virtual (1)
( ) ( )1   θ

θ
= ∑u dL            (7-21)

Actual (2)

7.9 วิธี Virtual Work ในการหาคาการแอนตัวของโครงขอหมุน
วิธี Virtual Work ในการหาคาการแอนตัวของโครงขอหมุนเนื่องจากแรงกระทํ าภายนอก

รูปที่ 7-25

พิจารณาโครงขอหมุน ดังที่แสดงในรูปที่ 7-25a ซึ่งมีการเปลี่ยนแปลงรูปรางภายใตการกระทํ าของแรง P  ดังที่
แสดงในรูปที่ 7-25b และชิ้นสวนของโครงขอหมุนซึ่งมีความยาวเริ่มตน L  จะเกิดการเปลี่ยนแปลงความยาว dL  โดยที่
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=dL AENL /
เมื่อ N  เปนแรงในแนวแกนที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอหมุนที่เกิดจากแรง P  ดังนั้น จากหลักการ virtual work  
สมมุติวาเราตองการหาคาการแอนตัว B∆  ที่จุด B  เราจะทํ าการวิเคราะหไดดังนี้

1. ทํ าการวิเคราะหโครงขอหมุนหาแรงในแนวแกนที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอหมุนเนื่องจากแรง P  
ดังที่แสดงในรูปที่ 7-25a  กํ าหนดให แรงในแนวแกนที่หามาไดมีคาเปน N

2. ใหแรงขนาด 1 หนวยกระทํ าที่จุด B  ในทิศทางของการแอนตัว ∆  ที่เราตองการหา จากนั้นทํ าการวิเคราะห
โครงขอหมุนหาแรงในแนวแกนที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอหมุนเนื่องจากแรงขนาด 1 หนวย ดังที่
แสดงในรูปที่ 7-25c  กํ าหนดให แรงในแนวแกนที่หามาไดมีคาเปน n

3. จากสมการที่ 7-20 เราจะหาคาการแอนตัวที่จุดตอ B  ของโครงขอหมุนไดจาก

∑=∆
AE
nNL

B )1(            (7-22)

เมื่อ 1 = แรง virtual 1 หนวย (virtual unit load) ที่กระทํ าที่จุดตอที่เราตองการหาคาการโกงตัว ∆  ในทิศทางของ ∆
n = แรงในแนวแกนในชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอหมุนที่เกิดจากแรง virtual 1 หนวย
B∆ = คาการโกงตัวที่จุดตอของโครงขอหมุน
N = แรงในแนวแกนในชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอหมุนเนื่องจากแรงกระทํ าจริง (real load)
L = ความยาวของชิ้นสวนของโครงขอหมุน
A = พื้นที่หนาตัดของชิ้นสวนของโครงขอหมุน
E = โมดูลัสยืดหยุน (modulus of elasticity) ของวัสดุที่ใชทํ าโครงขอหมุน

ตัวอยางที่ 7-7
กํ าหนดใหโครงขอหมุนเหล็กถูกกระทํ าโดยแรง kN 30=P  ดังที่แสดงในรูปที่ 7-26 ถาพื้นที่หนาตัดของชิ้นสวน

ของโครงขอหมุน 2mm 300=A  และคา modulus of elasticity ของเหล็ก GPa 200=E  จงหา
1. คาการแอนตัวในแนวดิ่งที่เกิดขึ้นที่จุดตอ B
2. คาการแอนตัวในแนวนอนที่เกิดขึ้นที่จุดตอ B

รูปที่ 7-26
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คาการแอนตัวในแนวดิ่งที่เกิดขึ้นที่จุดตอ B
1. วิเคราะหโครงขอหมุน  ดังที่แสดงในรูปที่ 7-26a เพื่อหาแรงในแนวแกนที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนของโครงขอหมุน

เนื่องจากแรง kN 30=P  รูปที่ 7-26d แสดงผลลัพธที่ได

(d)
2. ให virtual unit load kN 1 ในทิศทางของการแอนตัว B∆  กระทํ าที่จุด B  ดังที่แสดงในรูปที่ 7-26b และทํ า

การวิเคราะหโครงขอหมุนหาแรงในแนวแกนที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอหมุนเนื่องจากแรงดังกลาว รูปที่ 7-26e 
แสดงผลลัพธที่ได

(e)
3. นํ าคาแรงในชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอหมุนที่หาไดในขอที่ 1 และ 2 มาเขียนลงในตารางดังที่แสดง

Member (m) L (kN) N )kN(n .m)(kN 2nNL

AB 3 20 0.667 40
BC 3 10 0.333 10
CD 3 10 0.333 10

DE 4.243 -14.142 -0.471 28.262
EF 3 -20 -0.667 40

AF 4.243 -28.284 -0.943 113.168

BF 3 20 0.667 40

BE 4.243 14.142 0.471 28.262
CE 3 0 0 0

.mkN 692.309 2=∑nNL
4. จากวิธี unit-load method คาการแอนตัวที่จุดตอ B  ของโครงขอหมุนจะมีคาเทากับ
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AEAE
nNL

Bv
692.309 )1( ==∆ ∑

mm 2.5m )10(2.5
)kN/m 10(200)m 10(300

.mkN 692.309 kN)  1( 3
2626

2

===∆ −
−Bv

mm 2.5m )10(2.5 3 ==∆ −
Bv

เนื่องจาก Bv∆  มีคาเปนบวก ดังนั้น Bv∆  จะมีทิศทางเดียวกันกับ virtual unit load คือมีทิศพุงลง และรูปที่ 7-
26f แสดงลักษณะการแอนตัวของโครงขอหมุนเนื่องจาก แรง kN 30=P

คาการแอนตัวในแนวนอนที่เกิดขึ้นที่จุดตอ B
ในการหาคาการแอนตัวในแนวนอนนี้ เราจะใชผลลัพธที่ไดจากการวิเคราะหโครงขอหมุนเนื่องจากแรง 
kN 30=P  ดังที่แสดงในรูปที่ 7-26d รวมผลลัพธที่ไดจากการวิเคราะหโครงขอหมุนเนื่องจาก virtual unit load kN 1

ในแนวนอนกระทํ าที่จุด B  ไปทางซายมือ ดังที่แสดงในรูปที่ 7-26c และ 7-26g

(g)

จากผลการวิเคราะห เราจะเห็นไดวา มีเพียงแรง ABN  เทานั้นที่มีคาไมเทากับศูนย ดังนั้น เราจะไดวา

AE
nNL

AE
nNL AB

Bh
)( )1( ==∆ ∑

)kN/m 10(200)m 10(300
)m 3)(kN 20)(kN 1( kN) (1 2626−=∆ Bh

mm 0.1m )10(0.1 3 ==∆ −
Bh

เนื่องจาก Bh∆  มีคาเปนบวก ดังนั้น B∆  จะมีทิศทางเดียวกันกับ virtual unit load คืออยูในแนวนอนมีทิศทาง
ไปทางซายมือ
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วิธี Virtual Work ในการหาคาการแอนตัวของโครงขอหมุนเนื่องจากการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิ

รูปที่ 7-27

เมื่ออุณหภูมิในชิ้นสวนใดชิ้นสวนหนึ่งของโครงขอหมุนมีการเปลี่ยนแปลง ยกตัวอยางเชน ชิ้นสวน FE  ของโครง
ขอหมุนในรูปที่ 7-27 มีอุณหภูมิเพิ่มสูงขึ้น Co30  ดังนั้น ชิ้นสวน FE  จะมีความยาวเพิ่มขึ้นจากเดิม ซึ่งจะเปนผลทํ าให
เกิดแรงกดอัดกระทํ าตอจุดตอ F  และจุดตอ E  ของโครงขอหมุน แรงที่เกิดขึ้นเนื่องจากการยืดตัวนี้จะทํ าตัวเหมือนแรง
ภายนอกซึ่งจะทํ าใหเกิดแรงภายในชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอหมุน และจะทํ าใหเกิดการแอนตัวของโครงขอหมุนดวย

เมื่อเราให α  เปนสัมประสิทธิ์การยืดตัวเนื่องจากการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิ (coefficient of thermal expansion) 
ของวัสดุที่ใชทํ าโครงขอหมุน ดังที่แสดงในตารางที่ 7-4 และ T∆  เปนคาของอุณหภูมิที่เปล่ียนแปลงไปแลว จากการ
ทดสอบในหองปฏิบัติการ เราจะไดวา ความยาวที่เปล่ียนแปลงไปของชิ้นสวนของโครงขอหมุนเนื่องจากการเปลี่ยนแปลง
ของอุณหภูมิจะมีคาเทากับ L∆  = TL∆α  ดังนั้น จากหลักการ virtual work เราจะหาคาการแอนตัวที่จุดตอของโครงขอ
หมุนไดจาก

∑ ∆=∆ LTn     )1( α            (7-23)
เมื่อ 1 = แรงแบบ virtual หนึ่งหนวย (virtual unit load) ที่กระทํ าอยูที่จุดตอของโครงขอหมุนที่ตองการหาคาการโกงตัว 
∆  ในทิศทางของ ∆

n = แรงในแนวแกนในชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอหมุนที่เกิดจากแรงแบบ virtual หนึ่งหนวย
∆ = คาการโกงตัวที่จุดตอของโครงขอหมุนเนื่องจากการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิ
α = เปนสัมประสิทธิ์การยืดตัวเนื่องจากการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิของวัสดุ 

ตารางที่ 7-4 สัมประสิทธิ์การยืดตัวเนื่องจากการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิของวัสดุ
ชนิดของวัสดุ α  ( Co/10 6− )
เหล็ก (Steel) 12

เหล็กหลอ (Cast iron) 12
เหล็กปลอดสนิม (Stainless steel) 17

คอนกรีต (Concrete) 11
อลูมิเนียม (Aluminum) 24

T∆ =  คาของอุณหภูมิที่เปล่ียนแปลงไป
L = ความยาวของชิ้นสวนของโครงขอหมุน

ตัวอยางที่ 7-8
จากโครงขอหมุนเหล็กในรูปที่ 7-27  ถา Co/)10(12 6−=α  จงหาคาการแอนตัวในแนวดิ่งที่เกิดขึ้นที่จุดตอ 

B  เนื่องจากชิ้นสวน FE  มีอุณหภูมิเพิ่มสูงขึ้น Co30
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1. ในกรณีนี้ เนื่องจากแรงภายนอกมีคาเปนศูนย เราไมจํ าเปนตองวิเคราะหโครงขอหมุนเนื่องจากแรงภายนอก
2. ให virtual unit load kN 1 กระทํ าที่จุด B  ในในแนวดิ่ง และทํ าการวิเคราะหโครงขอหมุนเพื่อหาแรง FEn  ซึ่ง

จากตารางในตัวอยางที่ 7-6
667.0−=FEn

3. คาการแอนตัวในแนวดิ่งที่เกิดขึ้นที่จุดตอ B  เนื่องจากชิ้นสวน FE  มีอุณหภูมิเพิ่มสูงขึ้น Co30  จะหาได
จาก

FEB LTnLTn )   (   )1( ∆=∆=∆ ∑ αα

)m 3)(30)(/10(12)kN 667.0()kN 1( oo6 CCB
−−=∆

mm 72.0m )10(720 6 −=−=∆ −
B

เนื่องจาก B∆  มีคาเปนลบ ดังนั้น B∆  จะมีทิศทางตรงกันขามกับ virtual unit load คือมีทิศทางพุงขึ้น
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วิธี Virtual Work ในการหาคาการแอนตัวของโครงขอหมุนเนื่องจากความผิดพลาดในการกอสราง

รูปที่ 7-28

ความผิดพลาดในการกอสราง (fabrication errors) ของโครงขอหมุนมักเกิดจากความผิดพลาดในการตัดหรือ
ประกอบชิ้นสวนของโครงขอหมุนเขาดวยกัน ซึ่งจะทํ าใหความยาวของชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอหมุนหลังจากที่กอสราง
เสร็จแลว มีคาไมเทากับความยาวที่ไดออกแบบไว ดังที่แสดงในรูปที่ 7-28 เราจะเห็นไดวา ถาความยาวของชิ้นสวน BF  มี
คายาวเกินกวาที่ไดออกแบบไวมีคาเปน m 01.0  ซึ่งมีคานอยมากเมื่อเทียบกับความยาวของชิ้นสวน BF แลว ในการที่จะ
ประกอบโครงขอหมุนนี้ เราจํ าเปนที่จะตองทํ าใหชิ้นสวน BF  เกิดการหดตัวเปนระยะ m 01.0  โดยการใสแรงกดอัดให
กระทํ าตอชิ้นสวน BF   เมื่อเราประกอบโครงขอหมุนเสร็จและเอาแรงกดอัดออกแลว แรงดังกลาวจะถายกลับไปกระทํ าตอ
โครงขอหมุนที่จุดตอ B  และจุดตอ F  ซึ่งจะทํ าใหเกิดแรงภายในและการเปลี่ยนแปลงรูปรางของโครงขอหมุนเกิดขึ้นใน
กรณีเชนนี้ จากหลักการ virtual work เราจะหาคาการแอนตัวที่จุดตอใดจุดตอหนึ่งของโครงขอหมุนไดจาก

)( )1( ∑ ∆=∆ Ln             (7-24)
เมื่อ 1 = แรงแบบ virtual หนึ่งหนวย (virtual unit load) ที่กระทํ าอยูที่จุดตอของโครงขอหมุนที่ตองการหาคาการแอน
ตัว ∆  ในทิศทางของ ∆

n = แรงในแนวแกนในชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอหมุนที่เกิดจากแรงแบบ virtual หนึ่งหนวย
∆ = คาการแอนตัวที่จุดตอของโครงขอหมุนเนื่องจากความผิดพลาดในการกอสราง
∆L =  ความยาวของชิ้นสวนของโครงขอหมุนที่เปล่ียนแปลงไปจากความยาวที่ไดออกแบบไว

ตัวอยางที่ 7-9
จากโครงขอหมุนในรูปที่ 7-28  จงหาคาการแอนตัวในแนวดิ่งที่เกิดขึ้นที่จุดตอ B  เนื่องจากชิ้นสวน BE  มีคา

ยาวเกินกวาที่ไดออกแบบไวเทากับ m 01.0
1. เนื่องจากแรงภายนอกมีคาเปนศูนย เราไมจํ าเปนตองวิเคราะหโครงขอหมุนเนื่องจากแรงภายนอก
2. ให virtual unit load kN 1 กระทํ าที่จุด B  ในแนวดิ่ง และทํ าการวิเคราะหโครงขอหมุนหาแรง BEn  ซึ่งจากตา

รางในตัวอยางที่ 7-6
kN 471.0=BEn

3. คาการแอนตัวในแนวดิ่งที่เกิดขึ้นที่จุดตอ B  เนื่องจากชิ้นสวน BE  มีคายาวเกินกวาที่ไดออกแบบไว 
m 01.0 จะหาไดจาก

BEB LnLn ) (  )1( ∆=∆=∆ ∑
)m 01.0)(kN 471.0( )kN 1( =∆ B

mm 7.4m )10(7.4 3 ==∆ −
B

เนื่องจาก B∆  มีคาเปนบวก ดังนั้น B∆  จะมีทิศทางเดียวกันกับ virtual unit load คือมีทิศพุงลง
ในกรณีที่โครงขอหมุนถูกกระทํ าโดยแรงภายนอก P  การเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิ T∆  และความผิดพลาดในการ

กอสราง L∆  ในเวลาเดียวกัน ยกตัวอยางเชน การเกิดขึ้นพรอมกันของเหตุการณตามตัวอยางที่ 7-7 ถึง 7-9 เปนตน เราจะ
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หาคาการแอนตัวลัพธที่เกิดขึ้นที่จุดใดจุดหนึ่งไดโดยใชหลักการ superposition ดังนั้น จาก ตัวอยางที่ 7-7 ถึง 7-9 เราจะได 
คาการแอนตัวลัพธในแนวดิ่งที่เกิดขึ้นที่จุดตอ B  มีคาเทากับ

mm 9.24.70.7-5.2                
)()()()(

=++=
∆+∆+∆=∆ ∆∆ TBLBPBtotalB
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7.10 วิธี Virtual Work ในการหาคาการโกงตัวของคานและโครงขอแข็ง

รูปที่ 7-29

พิจารณาคานซึ่งถูกกระทํ าโดยแรง P  และมีการโกงตัวดังที่แสดงตามรูปที่ 7-29a  เมื่อเราตองการหาคาระยะโกง
ตัว ∆  ที่จุด D  เริ่มตน เราให virtual unit load ที่มีทิศทางเดียวกับ ∆  กระทํ าที่จุด D  ดังที่แสดงตามรูปที่ 7-29d  และ
หาคาของ virtual moment m  ดังที่แสดงตามรูปที่ 7-29e จากนั้น เราจะหาคาของโมเมนตดัดภายใน M  ที่เกิดจากแรง 
P  ดังที่แสดงในรูปที่ 7-29b และจากรูปที่ 7-29c เราจะไดวา ภายใตแรงกระทํ า P  หนาตัดของสวนของคาน dx  ที่วัด
จากปลาย A  เปนระยะ x  จะถูกทํ าใหหมุนไป เนื่องจากการกระทํ าของโมเมนตดัดภายใน M  เปนมุม θd  จากสมการ
ที่ 7-1 เราทราบมาแลววา  =θd  ( / )M EI dx  ดังนั้น

คา virtual work ภายนอกที่เกิดจาก virtual unit load เคลื่อนที่ในทิศทางของ ∆  เปนระยะ ∆  มีคาเทากับ
∆ )1(

 และคา virtual work ภายในซึ่งเกิดจาก virtual moment m  และการหมุนในทิศทางเดียวกับมุม θd  ของสวนของคาน 
dx  เปนระยะ θd  มีคาเทากับ

m =θd  m ( / )M EI dx
เมื่อเราทํ าการอินทิเกรต (integration) สมการ θdm  ตลอดความยาวของคาน L  เราจะได คา virtual work ภายในทั้ง
หมด และเมื่อเราแทนคาลงในจากสมการที่ 7-20 เราจะไดวา

( )1
0

 ∆ = ∫
mM
EI
dx

L

           (7-25)

เมื่อ  1 = virtual unit load ที่กระทํ าอยูบนคานหรือโครงขอแข็งที่จุดที่ตองการหาระยะโกงตัว ∆  ในทิศทางของ ∆
m = virtual moment ในคานหรือโครงขอแข็งซึ่งเกิดจาก virtual unit load
∆ = คาระยะโกงตัวที่ตองการหา
M = โมเมนตซึ่งเกิดจากแรงกระทํ าจริง
L = ความยาวคานหรือองคอาคารของโครงขอแข็ง
I = moment of inertia รอบแกนสะเทินของคานหรือองคอาคารของโครงขอแข็ง
E = โมดูลัสยืดหยุน (modulus of elasticity) ของวัสดุที่ใชทํ าคานหรือโครงขอแข็ง
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ในลักษณะเดียวกัน สมมุติวาเราตองการหาคามุมลาดเอียง (slope) θ   ที่จุด D  ของคานดังที่แสดงในรูปที่ 7-
29a แลว เราจะให unit couple moment กระทํ าที่จุด D   ซึ่งจะกอใหเกิด virtual moment mθ  บนคาน ดังนั้น คา virtual 
work ภายในซึ่งเกิดจาก virtual moment mθ  และการหมุนในทิศทางเดียวกับมุม θd  ของสวนของคาน dx  เปนระยะ 
θd  มีคาเทากับ m =θd  m ( / )M EI dx เมื่อเราทํ าการอินทิเกรต (integration) สมการ θdm  ตลอดความยาว

ของคาน L  เราจะได คา virtual work ภายในทั้งหมด และเนื่องจาก virtual work ภายนอกที่เกิดจาก unit couple 
moment มีคาเทากับ θ)1(   เราจะไดวา

∫=
L

dx
EI
Mm

0

   )1( θθ            (7-26)

ตัวอยางที่ 8-10
กํ าหนดให cantilever beam ซึ่งมีคา EI  คงที่ตลอดความยาวคาน ถูกกระทํ าโดยแรง P  ดังที่แสดงในรูปที่ 7-

30a จงใชวิธี unit-load method หาคาการโกงตัวในแนวดิ่งที่จุด C

รูปที่ 7-30
1. กํ าหนด coordinate และหา function ของโมเมนตดัด M  เนื่องจากแรง P  ดังที่แสดงในรูปที่ 7-30a  และ

โมเมนตดัด m  เนื่องจาก virtual unit load kN 1  ที่จุด C  ในทิศทางดิ่งลง ดังที่แสดงในรูปที่ 7-30b
PxxM −=)(
xxm −=)(

2. หาคาการโกงตัวในแนวดิ่งที่จุด C  จากสมการที่ 7-25

∫
−−

=∆
L

C dx
EI
Pxx

0

))(( )kN 1(

EI
PL

C 3

3

=∆

เนื่องจาก C∆  มีคาเปนบวก ดังนั้น C∆  จะมีทิศทางเดียวกันกับแรง 1 หนวย คือมีทิศพุงลง ดังที่แสดงในรูปที่ 7-
30c
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ตัวอยางที่ 7-11
คานเหล็ก W360x64  ซึ่งถูกเสริมความแกรงโดยแผนเหล็กที่ชวงกลางคานและถูกกระทํ าโดยแรง kN 40  ดัง

ที่แสดงในรูปที่ 7-31a กํ าหนดให GPa 200=E  และ 46 mm )179(10 =I จงใชวิธี unit-load method หา
1. คาการโกงตัวในแนวดิ่งที่จุด C
2. คาของ slope ที่จุดรองรับ A

รูปที่ 7-31

คาการโกงตัวในแนวดิ่งที่จุด C
1. จากรูปที่ 7-31a เนื่องจากคานและแรงกระทํ ามีความสมมาตรที่กึ่งกลางของคาน เราจะหาแรงปฏิกริยาที่จุด 

A  และ B  ของคานไดเทากับ
kN 20== BA RR

2. ทํ าการกํ าหนด coordinate และหา function ของโมเมนตดัด M  เนื่องจากแรง kN 40  โมเมนตดัด m
เนื่องจากแรง kN 1  ที่จุด C  ในทิศทางดิ่งลง และโมเมนตดัด θm  เนื่องจากโมเมนตดัด m-kN 1  ที่จุด A  ในทิศทาง
ทวนเข็มนาฬิกา

เนื่องจากคานและแรงกระทํ ามีความสมมาตรที่กึ่งกลางของคาน ดังนั้น เราจะกํ าหนด coordinate ไดเปน 2 สวน
คือ 1x  และ 2x  ดังที่แสดงในรูปที่ 7-31b  และเราจะหา function ของโมเมนตดัด M  m  และ θm  ไดโดยใช free body 
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diagram ของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 7-31b ถึง 7-31d ตามลํ าดับ ตารางขางลางแสดง functions ของโมเมนตดัดตางๆ ที่
หามาได

Coordinate Range I M m θm

1x 40 1 ≤≤ x I 120x 15.0 x 112/1 −x

2x 64 2 ≤≤ x I5.1 220x 25.0 x 112/2 −x

3. จากสมการที่ 7-25 เราจะหาคาการโกงตัวในแนวดิ่งที่จุด C  ได

2

6

4

22
4

0
1

11

5.1
)20)(5.0(2)20)(5.0(2 )kN 1( dx

EI
xxdx

EI
xx

C ∫∫ +=∆

EIEIEIC

3kN.m 2.110256.67567.426
=+=∆

เนื่องจาก C∆  มีคาเปนบวก ดังนั้น C∆  จะมีทิศทางเดียวกันกับ virtual unit load คือมีทิศพุงลง และรูปที่ 7-31e
แสดงลักษณะการโกงตัวของคาน

แทนคาตางๆ ลงในสมการของ C∆  พรอมทํ าการแปลงหนวยใหสอดคลองกัน เราจะได

mm 8.30m 0308.0
]m)10)(10(179][kN/m)10(200[

kN.m 2.1102
412626

3

===∆ −C

หาคา slope ที่จุดรองรับ  A
จากสมการที่ 7-26 และคาโมเมนตดัด θm ที่หามาไดในตาราง  ดังนั้น

∫ ∫
−

+
−

=
4

0

6

4
2

22
1

11

5.1
)20)(112/(2)20)(112/(2   )m-kN 1( dx

EI
xxdx

EI
xx

Aθ

∫ ∫ 







−+








−=

4

0

6

4
22

2
2

11

2
1 20

3
5

5.1
220

3
52  dxxx

EI
dxxx

EIAθ

EIA

2kN.m 33.293
−=θ

เนื่องจาก Aθ  มีคาเปนลบ ดังนั้น Aθ  จะมีทิศทางตรงกันขามกับทิศทางของ virtual unit moment คือจะมีทิศ
หมุนตามเข็มนาฬิกาจากแนวแกนเริ่มตน ดังที่แสดงในรูปที่ 7-30e

แทนคาตางๆ ลงในสมการของ Aθ  พรอมทํ าการแปลงหนวยใหสอดคลองกัน เราจะได

radian 0082.0
]m)10)(10(179][kN/m)10(200[

kN.m 33.293
412626

2

== −Aθ

เราควรสังเกตดวยวา เนื่องจากคานและแรงกระทํ ามีความสมมาตรที่กึ่งกลางของคาน ดังนั้น AB θθ =  และเรา
ควรที่จะเขียน function ของโมเมนตดัด M  และ θm  โดยใช coordinate x  จากจุดรองรับ B  มาทางซายมือ ซึ่งจะทํ า
ใหเราสามารถทํ าการ integration เพื่อหาคาของ slope ที่จุดรองรับ A  ไดงายกวา
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ตัวอยางที่ 7-12
พิจารณาโครงขอแข็งเหล็ก W360x64  ซึ่งถูกกระทํ าโดยแรง kN 10  ที่ปลายอิสระ A  ดังที่แสดงในรูปที่ 7-

32a กํ าหนดให GPa 200=E  และ 46 mm )179(10 =I จงใชวิธี unit-load method หา
1. คาการโกงตัวในแนวดิ่งที่จุด A
2. คาการโกงตัวในแนวนอนที่จุด A
3. คาของ slope ที่จุด A

รูปที่ 7-32

หาคาการโกงตัวในแนวดิ่งที่จุด A
โดยวิธี unit-load method เราจะให virtual unit load ในแนวดิ่งลง กระทํ าที่จุด A  ดังที่แสดงในรูปที่ 7-32b ดัง

นั้น เราจะหา function ของโมเมนตดัด 
1v

m  และ 
2v

m  ไดโดยใช free body diagram ดังที่แสดง
11
xmv −=

m-kN 3
2

−=vm

และเราจะหา function ของโมเมนตดัด 1M  และ 2M  ไดโดยใช free body diagram ดังที่แสดงในรูปที่ 7-32c โดยที่

11 10xM −=

m-kN 302 −=M
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จากสมการที่ 7-25 เราจะหาคาการโกงตัวในแนวดิ่งที่จุด A  ได

2

3

0

3

0
1

11 )30)(3()10)(( )kN 1( dx
EI

dx
EI

xx
Av ∫∫

−−
+

−−
=∆

EIEIEIAv

3kN.m 36027090
=+=∆

เนื่องจาก Av∆  มีคาเปนบวก ดังนั้น Av∆  จะมีทิศทางเดียวกันกับ virtual unit load คือมีทิศพุงลง
แทนคาตางๆ ลงในสมการของ Av∆  พรอมทํ าการแปลงหนวยใหสอดคลองกัน เราจะได

mm 10m 010.0
]m)10)(10(179][kN/m)10(200[

kN.m 360
412626

3

===∆ −Av

หาคาการโกงตัวในแนวนอนที่จุด A
โดยวิธี unit-load method เราจะให virtual unit load ในแนวนอนไปทางขวามือ กระทํ าที่จุด A  ดังที่แสดงในรูป

ที่ 7-32d ดังนั้น เราจะหา function ของโมเมนตดัด 
1h

m  และ 
2h

m  ไดโดยใช free body diagram ดังที่แสดง
0

1
=hm

22
xmh =

จากสมการที่ 8-25 เราจะหาคาการโกงตัวในแนวนอนที่จุด A  ได

2

3

0

2
3

0
1

1 )30)(()10)(0( )kN 1( dx
EI

xdx
EI
x

Ah ∫∫
−

+
−

=∆

EIEIAh

3kN.m 1351350 −=−=∆

เนื่องจาก Ah∆  มีคาเปนลบ ดังนั้น Ah∆  จะมีทิศทางตรงกันขามกับ virtual unit load คือมีทิศไปทางซายมือของจุด A
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แทนคาตางๆ ลงในสมการของ Ah∆  พรอมทํ าการแปลงหนวยใหสอดคลองกัน เราจะได

mm 8.3m 0038.0
]m)10)(10(179][kN/m)10(200[

kN.m 135
412626

3

−=−=−=∆ −Ah

คาของ slope ที่จุด A
โดยวิธี unit-load method เราจะให virtual unit moment ซึ่งมีทิศทางทวนเข็มนาฬิกากระทํ าที่จุด A  ดังที่แสดง

ในรูปที่ 7-32e ดังนั้น เราจะหา function ของโมเมนตดัด 
1θ

m  และ 
2θ

m  ไดโดยใช free body diagram ดังที่แสดง
1

1
−=θm

1
2

−=θm

จากสมการที่ 7-26 เราจะหาคาคาของ slope ที่จุด A ได

2

3

0

3

0
1

1 )30)(1()10)(1( )m-kN 1( dx
EI

dx
EI

x
A ∫∫

−−
+

−−
=θ

EIEIEIA

2kN.m 1359045
−=+=θ

เนื่องจาก Aθ  มีคาเปนบวก ดังนั้น Aθ  จะมีทิศทางเดียวกันกับ virtual unit moment ซึ่งมีทิศทางทวนเข็มนาฬิกา
แทนคาตางๆ ลงในสมการของ Aθ  พรอมทํ าการแปลงหนวยใหสอดคลองกัน เราจะได

radian 00377.0
]m)10)(10(179][kN/m)10(200[

kN.m 135
412626

3

== −Aθ

รูปที่ 7-32f แสดงลักษณะการโกงตัวของโครงขอแข็งดังกลาว
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7.11 Virtual Strain Energy
โดยปกติแลว การโกงตัวของคานและโครงขอแข็งเกิดจากพลังงานความเครียด (strain energy) เนื่องจาก

โมเมนตดัดเทานั้น แตในบางกรณี พลังงานความเครียดเนื่องจากแรงในแนวแกน (axial loads) แรงเฉือน (shear) และแรง
บิด (torsion) จะมีสวนสํ าคัญในการทํ าใหเกิดการโกงตัวของคานและโครงขอแข็งดวย เชน เมื่อคานมีอัตราสวนของความ
ยาวตอความลึกนอยกวา 10 แลว พลังงานความเครียดเนื่องจากโมเมนตดัดและแรงเฉือนจะถูกนํ ามาใชในการหาคาการ
โกงตัว เปนตน
Virtual Strain Energy เนื่องจากแรงในแนวแกน

ถาหนาตัดขององคอาคารที่ถูกกระทํ าโดยแรงในแนวแกนมีหนาตัดที่คงที่แลว จากสมการที่ 7-16 เราจะไดวา

Un = nNL
AE

         (7-27)
เมื่อ n = แรงในแนวแกนที่เกิดจาก virtual unit load

N = แรงในแนวแกนที่เกิดจากแรงกระทํ าจริง
L = ความยาวขององคอาคาร
A = พื้นที่หนาตัดขององคอาคาร
E = modulus of elasticity ของวัสดุที่ใชทํ าองคอาคาร

Virtual Strain Energy เนื่องจากแรงเฉือน

รูปที่ 7-33

พิจารณาสวนขององคอาคาร dx  ตามที่แสดงในรูปที่ 7-33 จากรูป การเสียรูปที่เกิดจากแรงเฉือน dy  บนสวน
ขององคอาคารที่เกิดจากแรงกระทํ าจริง ”real load” มีคาเทากับ dy  =γ  dx  ถาวัสดุมีพฤติกรรมอยูในชวง linear elastic 
ภายใตแรงกระทํ าแลว จากกฎของฮุค (Hooke’s law) γ  = τ / G  ดังนั้น dy  = (τ / G ) dx  และจากวิชากลศาสตร
วัสดุ เราไดมาวา τ = K V A( / )  โดยที่ K  เปนคาตัวคูณประกอบ (form factor) ซึ่งขึ้นอยูกับรูปรางของหนาตัดขององค
อาคารและ A  เปนพื้นที่หนาตัด ดังนั้น การเสียรูปที่เกิดจากแรงเฉือน dy  = K V GA( / ) dx  และงาน virtual ภายในที่
เกิดจากแรงเฉือน virtual (virtual shear force) v  และการเสียรูป dy  มีคาเทากับ dUi  = v dy  = v ( / )KV GA dx
ดังนั้น เราจะไดวา พลังงานความเครียดตลอดความยาวคานจะมีคาเทากับ

Us = K vV
GA

dx
L

( )
0
∫             (7-28)

เมื่อ v = แรงเฉือนในองคอาคารที่เกิดจากแรงแบบ virtual หนึ่งหนวย
V = แรงเฉือนในองคอาคารที่เกิดจากแรงกระทํ าจริง
K = คาตัวคูณประกอบของหนาตัดขององคอาคาร โดยที่

K = 1.2 สํ าหรับองคอาคารที่มีหนาตัดเปนรูปส่ีเหลี่ยมผืนผา
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K = 10/9 สํ าหรับองคอาคารที่มีหนาตัดเปนรูปทรงกลม
K = 1.0 สํ าหรับองคอาคารที่มีหนาตัดเปนรูป I และ W เมื่อ A= พื้นที่หนาตัดของ web

L = ความยาวขององคอาคาร
A = พื้นที่หนาตัดขององคอาคาร
G = shear modulus of elasticity ของวัสดุที่ใชทํ าองคอาคาร

Virtual Strain Energy เนื่องจากแรงบิด
โครงสรางของอาคารที่อยูในรูปแบบ 3 มิติมักจะถูกกระทํ าโดยแรงบิด ถาองคอาคารของโครงสรางนั้นมีหนาตัด

เปนทรงกลมแลว หนาตัดขององคอาคารจะไมเกิดการบิดเบี้ยว (warping) ซึ่งสงผลใหเราสามารถหาคาของ virtual strain 
ขององคอาคารที่ถูกกระทํ าโดยแรงบิดนี้ไดโดยงาย

รูปที่ 7-34

พิจารณาสวนขององคอาคาร dx  ที่ถูกกระทํ าโดยแรงบิด ดังที่แสดงในรูปที่ 7-34 แรงบิดนี้กอใหเกิดความเครียด
เฉือน (shearing strain) γ  บนหนาตัดของสวนขององคอาคารมีคาเทากับγ  = c d dx θ /  ถาวัสดุยังมีพฤติกรรมอยูใน
ชวง linear elastic แลว จากสมการของ Hooke’s law ในกรณีของแรงเฉือน γ  = τ / G  โดยที่ τ = Tc J/  ดังนั้น มุม
บิดจะมีคาเทากับ dθ   = γ  dx c/  = (τ / Gc ) dx  = ( / )T GJ dx  ถาแรงแบบ virtual หนึ่งหนวยกระทํ าตอองค
อาคารและกอใหเกิดแรงบิด  virtual ภายใน t  แลว จากนั้น ให “real loads” กระทํ า ดังนั้น พลังงานความเครียดแบบ 
virtual ตลอดความยาวขององคอาคารจะมีคาเทากับ

Ut  = tTL
GJ

            (7-29)
เมื่อ t = แรงบิดในองคอาคารที่เกิดจาก external virtual unit load

T = แรงบิดในองคอาคารที่เกิดจากแรงกระทํ าจริง
J =  polar moment of inertia ของหนาตัดขององคอาคาร

=   2/4cπ  เมื่อ c คือรัศมีของหนาตัดขององคอาคาร
L = ความยาวขององคอาคาร
G = shear modulus of elasticity ของวัสดุที่ใชทํ าองคอาคาร

ในกรณีที่เราตองการหาระยะโกงตัวของคานและโครงขอแข็งเนื่องจากแรงในแนวแกน แรงเฉือน โมเมนตดัด และ
แรงบิดแลว เราจะไดวา

∆)1(  = nNL
AE

+ K
vV
GA

dx
L

( )
0
∫ + ∫ θ

L

dx
EI
Mm

0

+ tTL
GJ
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ตัวอยางที่ 7-13
จงใชวิธี unit-load method หาคาการโกงตัวในแนวนอนที่จุด A  ของโครงขอแข็งเหล็ก W360x64  ดังที่แสดง

ในรูปที่ 7-35a กํ าหนดให GPa 200=E  GPa 75=G  46 mm )179(10 =I  2mm 8150=A  โดยรวมคาการ
โกงตัวในแนวนอนเนื่องจากแรงในแนวแกนและแรงเฉือนดวย

รูปที่ 7-35

โดยวิธี unit-load method เราจะให virtual unit load ในแนวนอนไปทางขวามือ กระทํ าที่จุด A  ดังที่แสดงในรูป
ที่ 7-35b ดังนั้น เราจะหา function ของโมเมนตดัด แรงในแนวแกน และแรงเฉือนไดโดยใช free body diagram ดังที่แสดง
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ในรูปที่ 7-35b นอกจากนั้นแลว เราจะหา function ของโมเมนตดัด แรงในแนวแกน และแรงเฉือนเนื่องจากแรงกระทํ าภาย
นอกไดโดยใช free body diagram ดังที่แสดงในรูปที่ 7-35c โดยที่ function ของโมเมนตดัด แรงในแนวแกน และแรงเฉือน
เหลานี้ไดถูกสรุปอยูในตารางดังที่แสดงขางลาง

โมเมนตดัด แรงในแนวแกน และแรงเฉือนเนื่องจาก virtual
unit load ในแนวนอน

โมเมนตดัด แรงในแนวแกน และแรงเฉือนเนื่องจากแรง
กระทํ าภายนอก

11
xmh =

11 10xM =

22
xmh = 2

222 13 xxM −=
kN 1

1
=hn kN 71 =N

kN 1
2
=hn 02 =N

kN 1
1
=hv kN 101 =V

kN 1
2
=hv 22 213 xV −=

จากสมการที่ 7-25 เราจะหาคาการโกงตัวในแนวนอนที่จุด A  เนื่องจากโมเมนตดัดไดดังนี้

2

3

0

2
22

3

0
1

11 )13)(()10)((] )kN 1[( dx
EI

xxdx
EI
xx

bAh ∫∫
−

+=∆

EIEIEIEIbAh

3kN.m 75.186
4
8111790][ =−+=∆

mm 216.5m 005216.0
]m)10)(10(179][kN/m)10(200[

kN.m 75.186][ 412626

3

===∆ −bAh

จากสมการที่ 7-27 เราจะหาคาการโกงตัวในแนวนอนที่จุด A  เนื่องจากแรงในแนวแกนไดดังนี้

AEAEAE
nNL

nAh
)m 3)(0)(kN 1()m 3)(kN 7)(kN 1(] )kN 1[( +==∆ ∑

mm 0.013m )10(9.12
])kN/m][200(10)m[8150(10

kN.m 21][ 6
2626- ===∆ −

nAh

จากสมการที่ 7-28 เนื่องจากหนาตัดโครงขอแข็งเปนรูปตัว W  ดังนั้น คาตัวคูณประกอบของหนาตัดขององค
อาคาร 0.1=K  และเราจะหาคาการโกงตัวในแนวนอนที่จุด A  เนื่องจากแรงเฉือนไดเทากับ

∫ ∫∫
−

+==∆
3

0

3

0
2

2
1

0

)213)(kN 1()kN 10)(kN 1()(] )kN 1[( dx
GA

xdx
GA

dx
GA
vVK

L

vAh

GAGAGAGAvAh
kN.m 6093930][ =−+=∆

mm 0.098m)10(2.98
]m)10(8150][kN/m)10(75[

kN.m 60][ 6
2626 ===∆ −

−vAh

ผลรวมของคาการโกงตัวในแนวนอนที่จุด A  ของโครงขอแข็งเนื่องจากโมเมนตดัด แรงในแนวแกน และแรงเฉือน
มีคาเทากับ

mm 327.5098.0013.0216.5 =++=∆ Ah  หรือ mm 3.5
เราควรสังเกตดวยวา คาการโกงตัวในแนวนอนที่จุด A  เนื่องจากแรงในแนวแกนและแรงเฉือนมีคาเปน 2.1% 

ของคาการโกงตัวเนื่องจากโมเมนตดัด ซึ่งเปนเหตุผลวา ทํ าไมเราจึงไมคํ านึงของผลของแรงในแนวแกนและแรงเฉือนในการ
วิเคราะหหาคาการโกงตัวของโครงสราง
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รูปที่ 7-35d แสดงลักษณะการโกงตัวของโครงขอแข็งเนื่องจากโมเมนตดัด ซึ่งเราสามารถที่จะรางขึ้นมาไดโดยใช 
moment diagram ดังที่แสดงในรูปที่ 7-35e
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7.12 ทฤษฎีของ Castigliano
Alberto Castigliano ไดตีพิมพทฤษฎีที่ใชหาคาการโกงตัวของโครงสรางรูปแบบตางๆ ซึ่งมักถูกเรียกวา ทฤษฎีบท

ที่สองของ Castigliano (Castigliano’s second theorem) ในป ค.ศ. 1879 โดยกลาววา
ในโครงสรางอีลาสติก (Elastic structure) คาการโกงตัว i∆  ในทิศทางของแรงกระทํ าภายนอก iP  มีคา

เทากับคาอนุพันธอันดับที่หนึ่งของพลังงานความเครียดที่สะสมอยูภายในเทียบกับแรงกระทํ าภายนอก iP

รูปที่ 7-36

พิจารณาคานอีลาสติก ดังที่แสดงในรูปที่ 7-36 ในกรณีแรก กํ าหนดใหโครงสรางถูกกระทํ าโดยแรงกระทํ า P1 ,
P2 ,…, Pi ,…, Pn  และทํ าใหเกิดการเปลี่ยนตํ าแหนงที่จุดที่แรงเหลานั้นกระทํ ามีคาเปน ∆1 , ∆ 2 ,…, i∆ ,…, ∆ n  ตาม
ลํ าดับ ดังนั้น พลังงานภายนอกเนื่องจากแรงชุดนี้จะมีคาเปน

Ue  = 112
1

∆P + 222
1

∆P + … + iiP∆2
1 + … + nnP ∆

2
1

จากนั้น ใหแรง Pi  มีคาเพิ่มขึ้นเพียงเล็กนอย dPi  และการเปลี่ยนตํ าแหนงที่จุดตางๆ ที่แรงชุด P  กระทํ ามีคาเพิ่มขึ้นอีก 
1∆d , 2∆d ,…, id∆ , …, nd∆  ตามลํ าดับ ดังนั้น คาพลังงานภายนอกที่เพิ่มขึ้นจะมีคาเทากับ

edU = 11 ∆dP + 22 ∆dP + … + ii ddP ∆
2
1 + iidP ∆ + … + nndP ∆             (7-30)

และผลรวมของพลังงานภายนอกทั้งหมดจะมีคาเทากับ

Ue + edU = 112
1

∆P + 222
1

∆P + … + iiP∆2
1 + … + nnP ∆

2
1 +

11 ∆dP + 22 ∆dP + … + ii ddP ∆
2
1 + iidP ∆ + … + nndP ∆                  (7-31)

กรณีที่สอง กํ าหนดใหแรง P1 , P2 ,…, ii dPP + , … , Pn   กระทํ ากับโครงรางพรอมกันและทํ าใหเกิดการเปลี่ยน
ตํ าแหนงที่จุดเหลานั้นมีคาเปน 11 ∆+∆ d , 22 ∆+∆ d , … , ii d∆+∆ , … , nn d∆+∆  แลว เราจะไดคาพลังงาน
ภายนอกทั้งหมดจะมีคาเทากับ

 Ue + edU  = )(
2
1

111 ∆+∆ dP + )(
2
1

222 ∆+∆ dP +…+

 ))((
2
1

iiii ddPP ∆+∆+ + … + )(
2
1

nnn dP ∆+∆                       (7-32)
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เนื่องจากการเปลี่ยนตํ าแหนงที่จุดที่แรงกระทํ าเปนอิสระกับลํ าดับการกระทํ าของแรงเหลานั้น ดังนั้น จากหลักการ 
superposition (principle of superposition) เราจะไดวา คาพลังงานภายนอกที่ไดจากสมการที่ (7-31) จะมีคาเทากับคา
พลังงานภายนอกที่ไดจากสมการที่ (7-32) ดังนั้น

112
1

∆dP + 222
1

∆dP + … + ii dP ∆
2
1 + … + nndP ∆

2
1  = iidP ∆)(

2
1

หรือ 11 ∆dP + 22 ∆dP + … + iidP ∆ + … + nndP ∆  = iidP∆             (7-33)

แทนคาสมการที่ 7-33 ลงในสมการที่ 7-30 และไมคิดเทอมที่มีคานอยมาก หรือเทอม ii ddP ∆
2
1  ดังนั้น จากหลักการ

อนุรักษพลังงาน  (principle of conservation of energy) เราจะไดวา พลังงานแรงภายนอกจะมีคาเทากับพลังงาน
ความเครียด (strain energy) ที่สะสมอยูภายในตัววัตถุ หรือ edU  = dUi เราจะไดวา

idU = iidP∆

∆ i  =
i

i

Pd
dU

 
 

เนื่องจากโครงสรางมักจะถูกกระทํ าโดยแรงกระทํ าหลายคา ดังนั้น สมการการโกงตัวมักถูกเขียนใหอยูในรูปของ 
partial derivative และเราจะไดวา

∆ i  = 
i

i

P
U
 
 

 
∂
∂             (7-34)

สมการที่ 7-34 มีความหมายวา คาการโกงตัว ∆ i  ในทิศทางของแรงกระทํ าภายนอก Pi  มีคาเทากับคาอนุพันธ
อันดับที่หนึ่งของพลังงานความเครียดที่สะสมอยูภายในเทียบกับแรงกระทํ าภายนอก Pi  และเนื่องจากสมการนี้มีพื้นฐาน
มาจากหลักการ superposition ดังนั้น สมการนี้จะใชไดเฉพาะกับโครงสรางอิลาสติกเทานั้น

นอกจากทฤษฎีบทที่สองแลว Castigliano ยังไดตีพิมพทฤษฎีที่หนึ่งดวย  ซึ่งทฤษฎีนี้สามารถเขียนไดเปน

Pi  = 
i

iU
∆∂

∂
 
 

แตเนื่องจากทฤษฎีบทนี้มีขอจํ ากัดและความยุงยากมาก จึงไมถูกนํ ามาใชในการวิเคราะหโครงสราง
7.13 วิธี Castigliano ในการหาคาการโกงตัวของโครงขอหมุน

เนื่องจากชิ้นสวนของโครงขอหมุนถูกกระทํ าโดยแรงในแนวแกน ดังนั้น สมการพลังงานความเครียดในชิ้นสวนของ
โครงขอหมุนจึงอยูในรูปของสมการที่ 7-16 หรือ U N L AEi =

2 2/  เมื่อแทนสมการนี้ลงในสมการที่ 7-34 เราจะไดวา

∆  = ∂
∂ P

N L
AE

2

2∑




โดยทั่วไปแลว ลํ าดับของการทํ าผลรวมและการทํ าอนุพันธ (differentiation) นั้นเปนอิสระตอกัน ดังนั้น เราควรทํ า
การอนุพันธกอน แลวจึงทํ าการรวมสมการดังกลาวเพราะวางายกวา และเราจะไดวา

∆  = N
N
P

L
AE∑ ( )

∂
∂
  
 

            (7-34)
เมื่อ P = imaginary force ที่กระทํ ากับจุดตอของโครงขอหมุนในทิศทางที่ตองการหาคาการโกงตัว ∆

∆ = คาการโกงตัวที่จุดตอของโครงขอหมุน
N = แรงในแนวแกนของชิ้นสวนของโครงขอหมุนซึ่งเกิดจากแรงกระทํ าภายนอกและแรง P
L = ความยาวของชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอหมุน
A = พื้นที่หนาตัดของชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอหมุน
E = โมดูลัสยืดหยุน (modulus of elasticity) ของวัสดุที่ใชทํ าโครงขอหมุน
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เราควรสังเกตวา สมการนี้คลายกับสมการที่ 7-22 ของวิธี virtual work ยกเวนแตเทอม n  ถูกแทนที่โดยเทอม 
∂ ∂  N P/  โดยที่เทอมทั้งสองนี้เปนเทอมเดียวกันเนื่องจากแสดงถึงอัตราการเปลี่ยนแปลงของแรงในแนวแกนเปรียบ
เทียบกับแรง P  หรือเปนการเปลี่ยนแปลงของแรงในแนวแกนตอแรงหนึ่งหนวย (unit load)
ตัวอยางที่ 7-14

จงหาคาการแอนตัวในแนวดิ่งที่เกิดขึ้นที่จุดตอ B  และคาการแอนตัวในแนวนอนที่จุดตอ D  ของโครงขอหมุน
เหล็ก ดังที่แสดงในรูปที่ 7-37a โดยวิธีของ Castigliano กํ าหนดใหพื้นที่หนาตัดของชิ้นสวนของโครงขอหมุน 

2mm 300=A  และคา modulus of elasticity ของเหล็ก GPa 200=E

รูปที่ 7-37

หาคาการแอนตัวในแนวดิ่งที่เกิดขึ้นที่จุดตอ B
1. เนื่องจากเราตองการหาคาการแอนตัวในแนวดิ่งที่เกิดขึ้นที่จุดตอ B  ดังนั้น โดยวิธีของ Castigliano เราจะให

แรง P  กระทํ าที่จุดตอ B  ในทิศทางดิ่งลง และเราจะแทนคาแรง kN 30 ดวยแรง P  นี้ ดังที่แสดงในรูปที่ 7-37b ขอให
ทราบไวดวยวา ในกรณีนี้ เราจะให แรง P  มีคาเทากับ kN 30  เมื่อเราทํ าการแทนคาหาคาการแอนตัวดังกลาว เนื่องจาก
แรง kN 30  เปนแรงที่กระทํ าตอโครงขอหมุนจริง

2. ทํ าการวิเคราะหหาคาของแรงที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนของโครงขอหมุนเนื่องจากแรง P  โดยวิธี method of joints 
หรือ method of sections ซึ่งผลลัพธไดถูกแสดงไวในตารางขางลาง

Member (m) L  N
P
N
∂
∂ N

)kN 30( =P
N 







∂
∂
P
N  L

AB 3 0.667P 0.667 20 40
BC 3 0.333P 0.333 10 10
CD 3 0.333P 0.333 10 10

DE 4.243 -0.471P -0.471 -14.142 28.262

EF 3 -0.667P -0.667 -20 40
AF 4.243 -0.943P -0.943 -28.284 113.168

BF 3 0.667P 0.667 20 40

BE 4.243 0.471P 0.471 14.142 28.262
CE 3 0 0 0 0

kN.m 692.309=






∂
∂∑ L
P
NN

3. จากทฤษฎีของ Castigliano เราจะได คาการแอนตัวที่จุดตอ B  ของโครงขอหมุน
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AEAE
L

P
NNBv

kN.m 692.309 =






∂
∂

=∆ ∑

mm 2.5m )10(2.5
)kN/m 10(200)m 10(300

kN.m 692.309 kN 1 3
2626 ===∆ −

−Bv

mm 2.5m )10(2.5 3 ==∆ −
Bv

เนื่องจาก Bv∆  มีคาเปนบวก ดังนั้น Bv∆  จะมีทิศทางเดียวกันกับแรง P  คือมีทิศพุงลง
หาคาการแอนตัวในแนวนอนที่เกิดขึ้นที่จุดตอ D

เนื่องจากเราตองการหาคาการแอนตัวในแนวนอนที่เกิดขึ้นที่จุดตอ D  โดยวิธีของ Castigliano เราจะใหแรง P
กระทํ าที่จุดตอ D  ในทิศทางนอนไปทางซายมือ ดังที่แสดงในรูปที่ 7-37c และจากการวิเคราะหโครงขอหมุน เราจะไดผล
ลัพธดังที่แสดงไวในตารางขางลาง

Member (m) L  N
P
N
∂
∂ N

)kN 0( =P
 L

P
NN 






∂
∂

AB 3 20+P 1 20 60
BC 3 10+P 1 10 30
CD 3 10+P 1 10 30

DE 4.243 -14.142 0 -14.142 0

EF 3 -20 0 -20 0

AF 4.243 -28.284 0 -28.284 0

BF 3 20 0 20 0

BE 4.243 14.142 0 14.142 0
CE 3 0 0 0 0

จากผลการวิเคราะห เราจะเห็นไดวา มีเพียงคา  L
P
NN 






∂
∂  ในชิ้นสวน AB  BC  และ CD  เทานั้นที่มีคาไม

เทากับศูนย โดยที่ kN.m 120=






∂
∂∑ L
P
NN

จากทฤษฎีของ Castigliano เราจะได คาการแอนตัวในแนวนอนที่เกิดขึ้นที่จุดตอ D  ของโครงขอหมุน

AEAE
L

P
NNBh

kN.m 120 =






∂
∂

=∆ ∑

mm 2m )10(2
)kN/m 10(200)m 10(300

kN.m 120 3
2626 ===∆ −

−Bh

เนื่องจาก Bh∆  มีคาเปนบวก ดังนั้น Bh∆  จะมีทิศทางเดียวกันกับแรง P  คือมีทิศไปทางซายมือ
7.14 วิธี Castigliano ในการหาคาการโกงตัวของคานและโครงขอแข็ง
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คานและโครงขอแข็งมักจะถูกกระทํ าโดยแรงดัด ดังนั้น สมการพลังงานความเครียดของคานและโครงขอแข็งจะ
อยูในรูปของสมการที่ 7-18 หรือ Ui = ∫ M dx EI2 2/ ) เมื่อแทนคาสมการนี้ลงในสมการที่ 7-33 เราจะไดวา

∆  = ∂
∂ P

M dx
EI

L 2

0 2∫
จากนั้น ทํ าอนุพันธ (differentiate) แลวทํ าการอินทิเกรต (integrate) สมการดังกลาว เราจะไดวา

∆  = M
M
P
dx
EI

L

( )
∂
∂
 
 0

∫           (7-35)

เมื่อ P = imaginary force ที่กระทํ ากับคานหรือโครงขอแข็งในทิศทางที่ตองการหาคาการโกงตัว ∆
∆ = คาการโกงตัวของคานและโครงขอแข็ง
M = โมเมนตที่เกิดขึ้นในคานหรือโครงขอแข็ง ซึ่งเกิดจากแรงกระทํ าภายนอกและแรง P
L = ความยาวคานหรือองคอาคารของโครงขอแข็ง
I = moment of inertia รอบแกนสะเทิน (neutral axis) ของคานหรือองคอาคารของโครงขอแข็ง
E = โมดูลัสยืดหยุน (modulus of elasticity) ของวัสดุที่ใชทํ าคานหรือโครงขอแข็ง

ถาเราตองการหาคามุมลาดเอียง (slope) θ  บนคานหรือโครงขอแข็งแลว เราจะให imaginary moment ′M
กระทํ าที่จุดนั้นในทิศทางที่ตองการหาคามุมลาดเอียง จากนั้นทํ า partial derivative สมการของโมเมนต M  เนื่องจากแรง
กระทํ าและ imaginary moment เทียบกับ imaginary moment ดังนั้น เราจะไดวา

θ   = M
M
M

dx
EI

L

( )
∂
∂

 
  ′∫

0

           (7-36)

เชนเดียวกับในกรณีของโครงขอหมุน สมการที่ 7-35 และ 7-36 มีลักษณะคลายคลึงกับสมการที่ 7-25 และ 7-26 ของวิธี 
virtual work ตามลํ าดับ ยกเวนแตเทอม m  และ mθ  จะถูกแทนที่ดวยเทอม ∂ ∂  M P/  และ ∂ ∂ M M/ ′  ตามลํ าดับ

ในกรณีที่เราตองการหาระยะโกงตัวของคานและโครงขอแข็งเนื่องจากแรงในแนวแกน แรงเฉือน โมเมนตดัด และ
แรงบิดแลว เราจะไดวา

∆  = N
N
P

L
AE∑ ( )

∂
∂
  
 

+ K V
GA

V
P
dx

L

( )( )
∂
∂
 
 0

∫ + M
M
P
dx
EI

L

( )
∂
∂
 
 0

∫ + ( )( )
T
GJ

T
P
dx

L ∂
∂
 
 0

∫
ตัวอยางที่ 7-15

จงหาคาการโกงตัวในแนวดิ่งของคานที่จุด C  และคา slope ที่จุด B  ของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 7-38a โดยวิธี
ของ Castigliano กํ าหนดให GPa 200=E   46 mm )179(10 =I
หาคาการโกงตัวในแนวดิ่งของคานที่จุด C

1. โดยวิธีของ Castigliano เมื่อเราตองการหาคาการโกงตัวในแนวดิ่งของคานที่จุด C  เราจะใหแรงในแนวดิ่ง P
กระทํ าที่จุด C  แสดงในรูปที่ 7-38c

2. จากรูปที่ 7-38c เราจะหาโมเมนตดัดภายในที่เกิดจากการกระทํ าของแรงตางๆ ไดดังนี้

11 PxM −= 1
1 x
P
M

−=
∂
∂

2
222 10)1( xxPM −+−= 12

2 −−=
∂
∂ x
P
M

เมื่อให 0=P  เราจะไดวา 01 =M  และ 2
22 10xM −=

3. โดยทฤษฎีของ Castigliano เราจะไดวา
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EI
dx

P
MM

L

C ∫ 






∂
∂

=∆
0

∫ ∫
−−−

+
−

=∆
1

0
2

2

0

2
2
2

1
1 )1)(10())(0( dx

EI
xxdx

EI
x

C

mm 1.9  m00186.
]m)10(179][kN/m)10(200[3

kN.m 200
3
2000 4626

3

===+=∆ −EIC

เนื่องจาก C∆  มีคาเปนบวก ดังนั้น C∆  จะมีทิศทางเดียวกันกับแรง P  คือมีทิศพุงลง รูปที่ 7-38d แสดง
ลักษณะการโกงตัวของคาน

รูปที่ 7-38

หาคา slope ที่จุด B
1. โดยวิธีของ Castigliano เมื่อเราตองการหาคา slope ที่จุด B  เราจะใหโมเมนตดัด 'M  กระทํ าที่จุด B  ดังที่

แสดงในรูปที่ 7-38c ซึ่งจากคานในรูปที่ 7-38a เราควรที่จะแบงคานโดยใช coordinate 1x  และ 2x  ดังที่แสดง
2. จากรูปที่ 7-38b เราจะหาโมเมนตดัดภายในที่เกิดจากการกระทํ าของแรงภายนอกและโมเมนต 'M  ไดดังนี้

01 =M 0
'

1 =
∂
∂
M
M

2
22 10' xMM −= 1

'
2 =

∂
∂
M
M

เมื่อให 0'=M  เราจะไดวา 01 =M  และ 2
22 10xM −=
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3. โดยทฤษฎีของ Castigliano เราจะไดวา

EI
dx

M
MM

L

B ∫ 






∂
∂

=
0 '

θ

∫ −=
−

=
2

0

2

2

2
2

3
kN.m 80)1)(10(
EI

dx
EI
x

Bθ

radian )0.74(10
]m)10(179][kN/m)10(200[3

kN.m 80 3-
4626

2

−=−= −Bθ

เนื่องจาก Bθ  มีคาเปนลบ ดังนั้น Bθ  จะมีทิศทางตรงกันขามกับโมเมนตดัด 'M  คือมีทิศตามเข็มนาฬิกา ขอให
สังเกตดวยวา คา slope ในชวง BC  ของคานจะมีคาคงที่เทากับ Bθ  เนื่องจากไมมีแรงภายนอกกระทํ าในชวงนี้ของคาน
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ตัวอยางที่ 7-16
พิจารณาโครงขอแข็งเหล็ก W360x64  ซึ่งถูกกระทํ าโดยแรง kN 10  ที่ปลายอิสระ A  ดังที่แสดงในรูปที่ 7-

39a กํ าหนดให GPa 200=E  และ 46 mm )179(10 =I จงใชวิธีของ Castigliano หา
1. คาการโกงตัวในแนวดิ่งที่จุด A
2. คาของ slope ที่จุด A

รูปที่ 7-39

1. โดยวิธีของ Castigliano เมื่อเราตองการหาคาการโกงตัวในแนวดิ่งและคาของ slope ที่จุด A  เราจะใหแรงใน
แนวดิ่ง P  และโมเมนตดัด 'M  กระทํ าที่จุด A  แสดงในรูปที่ 7-38b

Member Limits M
P
M
∂
∂

'M
M

∂
∂ M

)0' kN, 10( == MP

AB 0 ถึง 3 '11 MPxM −−=
1

1 x
P
M

−=
∂
∂

1
'

1 −=
∂
∂
M
M

11 10xM −=

BC 0 ถึง 3 '32 MPM −−= 32 −=
∂
∂
P
M

1
'

2 −=
∂
∂
M
M 302 −=M

2. จากรูปที่ 7-38b เราจะหาโมเมนตดัดภายในที่เกิดจากการกระทํ าของแรง P  และโมเมนตดัด 'M   ไดดังที่

แสดงใน column ที่ 3 ในตาราง และเราจะหา 
P
M
∂
∂  และ 

'M
M

∂
∂  ไดดังที่แสดงใน column ที่ 4 และ 5 ตามลํ าดับ จากนั้น 



เอกสารประกอบการสอนวิชาทฤษฎีโครงสราง Theory of Structures เรียบเรียงโดย ผศ.ดร. สิทธิชัย แสงอาทิตย SUT 7-60

เมื่อให kN 10=P  ซึ่งเปนแรงจริงที่กระทํ าตอโครงขอแข็ง และ 0'=M  เราจะไดวา คาโมเมนตดัดภายใน M  ไดดังที่
แสดงใน column ที่ 6

Member Limits M
P
M
∂
∂

'M
M

∂
∂ M

)0' kN, 10( == MP

AB 0 ถึง 3 '11 MPxM −−=
1

1 x
P
M

−=
∂
∂ 11 −=M 11 10xM −=

BC 0 ถึง 3 '32 MPM −−= 32 −=M 12 −=M 302 −=M

3. ทฤษฎีของ Castigliano
หาคาการโกงตัวในแนวดิ่งที่จุด A

EI
dx

P
MM

L

A ∫ 






∂
∂

=∆
0

∫ ∫
−−

+
−−

=∆
3

0
2

3

0
1

11 )3)(30()10)(( dx
EI

dx
EI

xx
A

EIEIEIA

3kN.m 36027090
=+=∆

เนื่องจาก C∆  มีคาเปนบวก ดังนั้น C∆  จะมีทิศทางเดียวกันกับแรง P  คือมีทิศพุงลง เมื่อแทนคาตางๆ ลงใน
สมการของ Av∆  พรอมทํ าการแปลงหนวยใหสอดคลองกัน เราจะไดวา

mm 10m 010.0
]m)10)(10(179][kN/m)10(200[

kN.m 360
412626

3

===∆ −A

คาของ slope ที่จุด A

EI
dx

M
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L

A ∫ 






∂
∂

=∆
0 '
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3

0

3

0
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1 )30)(1()10)(1( dx
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dx
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x
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−−
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−−
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เนื่องจาก Aθ  มีคาเปนบวก ดังนั้น Aθ  จะมีทิศทางเดียวกันกับ virtual unit moment ซึ่งมีทิศทางทวนเข็ม
นาฬิกา เมื่อแทนคาตางๆ ลงในสมการของ Aθ  พรอมทํ าการแปลงหนวยใหสอดคลองกัน เราจะได

radian 00377.0
]m)10)(10(179][kN/m)10(200[
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บทที่ 8
Analysis of Indeterminate Structures by Force Method

8.1 Statically Indeterminate Structures
โครงสราง statically indeterminate เปนโครงสรางซึ่งมีผลรวมของจํ านวนของแรงปฏิกริยา (reactions) และ

จํ านวนของแรงและโมเมนตภายใน (internal loads) ที่ไมทราบคามากกวาจํ านวนของสมการความสมดุลของโครงสราง
และเปนโครงสรางที่มีเสถียรภาพ  โครงสรางโดยทั่วไปจะเปนโครงสราง statically indeterminate โดยเฉพาะโครงสราง
คอนกรีตเสริมเหล็ก (reinforced concrete structures) ซึ่งเกิดจากการกอสรางที่เปนการเทคอนกรีตอยางตอเนื่องซึ่งทํ าให
จุดตอขององคอาคารเปนจุดตอยึดแนน (fixed joint)
ขอดีของโครงสราง statically indeterminate (Advantages of Statically Indeterminate Structures)

1. โครงสราง statically indeterminate เปนโครงสรางที่ใชวัสดุนอยกวาและมีการโกงตัวนอยกวาโครง
สราง statically determinate กํ าหนดใหแรงและนํ้ าหนักบรรทุกที่กระทํ าตอโครงสรางมีคาและรูปแบบใดรูป
แบบหนึ่งแลว โครงสราง statically indeterminate จะมีขนาดเล็กกวาโครงสราง statically determinate 
และ ถากํ าหนดใหขนาดหนาตัดของโครงสรางมีคาเทากันแลว โครงสราง statically indeterminate จะมี
ระยะโกงตัวนอยกวาระยะโกงตัวของโครงสราง statically determinate ยกตัวอยางเชน คานตามที่แสดงใน
รูปที่ 8-1 จากรูปที่ 8-1a และ 8-1b คาน statically indeterminate ที่มีจุดรองรับยึดแนน (fixed-supported 
beam) จะมีคาโมเมนตสูงสุดนอยกวาคาโมเมนตสูงสุดของคาน statically determinate ที่มีจุดรองรับเปน
หมุดและ roller สองเทา และระยะโกงตัวสูงสุดของคานที่มีจุดรองรับยึดแนนจะมีคานอยกวาระยะโกงตัวสูง
สุดของคานที่มีจุดรองรับเปนหมุดและ roller ส่ีเทา

รูปที่ 8-1

2. โครงสราง statically indeterminate เปนโครงสรางที่มีการกระจายแรงที่ดีกวาโครงสราง statically 
determinate ในกรณีที่มีความผิดพลาดเกิดขึ้นในการกอสรางหรือในกรณีที่แรงกระทํ ามีคามากกวาที่ไดออก
แบบไวมาก โครงสราง statically indeterminate จะมีการกระจายแรงและโมเมนตภายใน (internal loads) 
กลับไปที่จุดรองรับของโครงสราง ซึ่งจะเปนผลใหโครงสรางนี้มีเสถียรภาพและไมวิบัติอยางฉับพลัน 
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พิจารณาคาน ตามที่แสดงในรูปที่ 8-1a เมื่อแรง P  มีคาเพิ่มขึ้นเรื่อยๆ จนถึงจุดๆ หนึ่งแลว วัสดุที่ใชทํ าคาน
ที่จุดที่รับโมเมนตสูงสุด (ที่ผนังและที่กึ่งกลางคาน) จะเกิดการคลาก (yielding) ขึ้น และจุดทั้งสามนี้จะมี
พฤติกรรมเหมือนบานพับ (hinge) หรือที่เรียกวา plastic hinge ซึ่งทํ าใหคานดังกลาวมีพฤติกรรมเปล่ียนไป
เปนแบบคานที่ถูกรองรับโดย hinge และเมื่อระยะโกงตัวมีคามากขึ้น ผนังที่รองรับคานในรูปของ hinge จะ
ตานทานแรงและโมเมนตปฏิกริยาและจะปองกันการวิบัติของคานอยางฉับพลัน ในกรณีของคาน ตามที่
แสดงในรูปที่ 8-1b เมื่อแรง P  มีคาเพิ่มขึ้นเรื่อยๆ จนถึงจุดๆ หนึ่ง แลว plastic hinge จะเกิดขึ้นที่จุดกึ่ง
กลางของคานเทานั้น และเมื่อระยะโกงตัวมีคามากขึ้นเรื่อยๆ จนถึงคาหนึ่ง คานจะวิบัติอยางฉับพลัน

3. โครงสราง statically indeterminate ทํ าใหเกิดการกอสรางแบบ cantilever การกอสรางในรูปแบบ 
cantilever ดังที่แสดงในรูปที่ 8-2 ทํ าใหการกอสรางสะพานมีความงายขึ้นมาก เมื่อพื้นที่ใตสะพานมีระดับนํ้ า
ที่ลึกหรือมีการใชงานอยูในขณะที่ทํ าการกอสราง

รูปที่ 8-2
ขอเสียของโครงสราง statically indeterminate (Disadvantages of Statically Indeterminate Structures)

1. การวิเคราะหและการออกแบบโครงสราง statically indeterminate มีความยุงยากมากกวาการ
วิเคราะหและการออกแบบโครงสราง statically determinate เราจะไมสามารถวิเคราะหโครงสราง
statically indeterminate ได ถาเราไมทราบขอมูลของขนาดหนาตัดขององคอาคารของโครงสราง และใน
ทางกลับกัน ถาเราไมทราบคาแรงและโมเมนตที่เกิดขึ้นภายในโครงสรางแลว เราก็จะไมสามารถออกแบบหา
ขนาดหนาตัดของโครงสรางได โดยปกติแลว ปญหานี้ไดถูกแกไขโดยการวิเคราะหโครงสรางอยางประมาณ 
“approximate analysis” กอน แลวใชคาแรงและโมเมนตที่วิเคราะหไดในการออกแบบโครงสราง จากนั้น 
ทํ าการวิเคราะหโครงสรางที่ไดโดยการวิเคราะหโครงสรางแบบ “exact analysis” แลวทํ าการออกแบบโครง
สรางอีกครั้งหนึ่ง ขั้นตอนการวิเคราะหและออกแบบจะถูกกระทํ าซํ้ าๆ จนหนาตัดขององคอาคารที่ไดมีการ
เปล่ียนแปลงจากการวิเคราะหและออกแบบในครั้งกอนหนานี้นอยมาก

2. ในบางกรณี คากอสรางโครงสราง statically indeterminate มีราคาที่แพงกวาโครงสราง statically 
determinate เชนในโครงสรางเหล็ก (steel structure) เปนตน เนื่องจากโครงสราง statically indeterminate 
ตองการจุดรองรับ (supports) และจุดตอ (connections) ที่มีความแกรงสูง ดังนั้น คากอสรางจุดตอและจุด
รองรับของโครงสรางเหล็กที่เพิ่มขึ้นอาจจะมีคาสูงกวาคาวัสดุที่ลดลงเนื่องจาก indeterminacy ของโครง
สราง
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3. การทรุดตัวที่ไมเทากัน การเปลี่ยนแปลงของอุณหภูมิ และความผิดพลาดในการกอสรางจะกอให
เกิดหนวยแรงขึ้นภายในโครงสราง statically indeterminate เพราะจุดรองรับและจุดตอของโครงสรางจะ
ไมยอมใหมีการยืดหรือหดตัวเกิดขึ้น

4. การเปลี่ยนแปลงรูปแบบของแรงกระทํ าตอโครงสรางอาจจะทํ าใหเกิด stress reversal ขึ้นในโครง
สราง statically indeterminate ไดงายกวาในโครงสราง statically determinate ซึ่งในบางกรณี เราจะ
ตองเสริมหนาตัดขององคอาคารของโครงสราง statically indeterminate เพื่อที่จะรองรับ stress reversal นี้

ขั้นตอนการวิเคราะหโครงสราง Statically Indeterminate (Methods of Analysis of Statically Indeterminate 
Structures)

โครงสราง statically indeterminate เปนโครงสรางที่เราไมสามารถทํ าการวิเคราะหไดโดยใชสมการความสมดุล
ของโครงสรางเพียงอยางเดียว เราตองใชสมการความสอดคลอง (compatibility equation) และความสัมพันธระหวางแรง
และการเปลี่ยนตํ าแหนง (force-displacement relationships) ของโครงสรางในการวิเคราะหดวย โดยที่สมการความสอด
คลองเปนเงื่อนไขที่กํ าหนดใหโครงสรางไมมีการแตกแยกหรือ overlaps กันภายใตแรงกระทํ า และความสัมพันธของแรง
และการเปลี่ยนตํ าแหนงของโครงสรางจะกํ าหนดพฤติกรรมของวัสดุในการตอบสนองตอแรงกระทํ า ในการศึกษาวิชานี้เรา
กํ าหนดใหการตอบสนองของวัสดุเปนแบบ linear elastic ภายใตแรงกระทํ า โดยทั่วไปแลว วิธีวิเคราะหโครงสราง statically 
indeterminate จะถูกแบงออกเปน 2 วิธีหลักคือ force method และ displacement method
วิธี force method

1. เปล่ียนโครงสราง statically indeterminate เปนโครงสราง statically determinate โดยการเอาแรงเกินจํ า
เปน (redundant force) ซึ่งเปนตัวแปรไมทราบคา (unknown) ออกจากโครงสราง จากนั้น คํ านวณหาคา
เปล่ียนตํ าแหนง (displacement) เนื่องจากแรงกระทํ า ณ จุดและในทิศทางที่แรงเกินจํ าเปนกระทํ า

2. ใหแรงเกินจํ าเปนกระทํ าตอโครงสรางที่ละแรง (โดยไมมีแรงภายนอกกระทํ า) แลว หาคาการเปลี่ยนตํ าแหนง 
ณ จุดตางๆ ในทิศทางที่แรงเกินจํ าเปนกระทํ า

3. เขียนสมการความสอดคลองของโครงสราง ซึ่งมีจํ านวนเทากับ degree of indeterminacy ของโครงสราง
แลว แกสมการหลายชั้น (simultaneous equation) เพื่อหาคาแรงเกินจํ าเปน

4. ใชสมการความสมดุลหา shear diagram และ moment diagram
วิธีการนี้ยังถูกเรียกในอีกชื่อหนึ่งวาวิธีเปล่ียนรูปรางตอเนื่อง (method of consistent deformation) อีกวิธีการ

หนึ่งที่เปนวิธี force method คือ วิธีงานนอยที่สุด (method of least work) ซึ่งมีพื้นฐานมาจากทฤษฎีของ Castigliano
วิธี displacement method

1. กํ าหนดใหมีการเปลี่ยนตํ าแหนงที่ไมทราบคา (unknown displacement) เกิดขึ้นที่จุดตอ (joint) ตางๆ ของ
โครงสราง

2. เขียนสมการแสดงความสัมพันธของแรงและการเปลี่ยนตํ าแหนงที่ไมทราบคา
3. เขียนสมการความสมดุลที่จุดตอของโครงสรางจากสมการแสดงความสัมพันธของแรงและการเปลี่ยน

ตํ าแหนงที่ไมทราบคา
4. แกสมการหลายชั้นเพื่อหาคาของการเปลี่ยนตํ าแหนง
5. โดยการแทนคาการเปลี่ยนตํ าแหนงที่หามาไดลงในสมการแสดงความสัมพันธของแรงและการเปลี่ยน

ตํ าแหนงของโครงสราง เพื่อหาคาแรงตางๆ ที่เกิดขึ้นในโครงสราง
6. ใชสมการความสมดุลเขียน shear diagram และ moment diagram
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ตัวอยางของวิธีการวิเคราะหโครงสราง statically indeterminate ที่เราจะไดศึกษาตอไปคือ วิธีมุมลาด-การแอน 
(slope-deflection method) วิธีกระจายโมเมนต (moment distribution method) และวิธี matrix displacement method

วิธีการวิเคราะหโครงสรางทั้งสองนี้มีขอดีและขอเสียในการใชที่แตกตางกัน ซึ่งขึ้นอยูกับ geometry และ degree 
of indeterminacy ของโครงสราง
8.2 วิธีเปล่ียนรูปรางตอเนื่อง (method of consistent deformation)

พิจารณาคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 8-3a ซึ่งเปนโครงสรางที่มีจํ านวนดีกรีอินดีเทอรมิเนทเทากับ 1 (statically 
indeterminate to the first degree) เนื่องจากมีแรงปฏิกริยาที่ไมทราบคาที่จุดรองรับ A  และ B  รวม 4 แรง และมีสมการ
ความสมดุลแค 3 สมการเทานั้น ดังนั้น เราจะวิเคราะหคานดังกลาวไดดังตอไปนี้

           
รูปที่ 8-3

1. เลือกแรงปฏิกริยาคาหนึ่งใหเปนแรงเกินจํ าเปน (redundant force) โดยที่เราจะเลือกโดยพิจารณาถึงความ
งายในการหาการเปลี่ยนตํ าแหนงของโครงสรางเปนหลัก ในที่นี้ เราจะเลือกแรงปฎิกริยาที่จุด B  เปนแรง
เกินจํ าเปน และเมื่อเราเอาแรงเกินจํ าเปนออก คานดังกลาวจะกลายเปนคานยื่น (cantilever beam) ซึ่งเปน
โครงสราง statically determinate และถูกเรียกวาโครงสรางปฐม (primary structure)  ดังที่แสดงในรูปที่ 8-
3b

2. หาระยะการโกงตัวของคานที่จุด B  เนื่องจากแรง P  ใหมีคาเทากับ ∆ B  ซึ่งมีทิศทางลง
3. โดยหลักการ superposition เราจะไดวา แรงปฏิกริยาที่ไมทราบคาที่จุด B  ( )By  จะทํ าใหเกิดการโกงตัว

ของคานที่จุด B  ในทิศทางขึ้นและใหมีคาเทากับ ′∆ BB  ดังที่แสดงในรูปที่ 8-3c โดยที่ subscript ตัวแรก 
( B ) แทนจุดที่เราตองการหาระยะการโกงตัวและ subscript ตัวที่สอง ( B ) แทนจุดที่แรงปฏิกริยาที่ไมทราบ
คากระทํ า ซึ่งถากํ าหนดใหระยะการโกงตัวที่มีทิศทางลงมีคาเปนบวกแลว จากรูปที่ 8-3b และ 8-3c เราจะ
เขียนสมการความสอดคลอง (compatibility equation) ที่จุด B  ไดเปน
+↓ 0 = ∆ B - ′∆ BB

โดยทั่วไปแลว เราจะกํ าหนดใหแรงปฏิกริยาที่ไมทราบคาที่จุด B  ( )By  มีคา 1 หนวย ซึ่งจะทํ าใหเกิดการ
โกงตัวที่จุด B  มีคาเปน f BB  และเราจะเรียก f BB  วา linear flexibility coefficient ตามที่แสดงในรูปที่ 8-
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3d โดยที่ subscripts ดังกลาวจะบอกตํ าแหนงเชนเดียวกับ subscripts ของระยะโกงตัว ′∆ BB  เมื่อวัสดุมี
พฤติกรรมแบบ linear elastic ภายใตแรงกระทํ า P  แลว คา ′∆ BB  จะแปรผันโดยตรงกับคา f BB  หรือ

′ =∆ BB By f BB
ดังนั้น จากรูปที่ 8-3b และ 8-3d เราจะเขียนสมการความสอดคลองที่จุด B  ไดใหมเปน

0 =  ∆ B - By f BB
และแรงปฏิกริยาที่จุด B  จะมีคาเทากับ

By  = 
BB

B

f
∆

ตัวอยางที่ 8-1
พิจารณาคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 8-3a กํ าหนดใหคานมีความยาว L  และแรง P  กระทํ าที่กึ่งกลางคานที่ระยะ 

2/L  จากจุดรองรับ A  ดังที่แสดงในรูปที่ 8-4a  จงหา
1. สมการของแรงปฏิกริยาที่จุดรองรับ B
2. เขียน shear diagram และ moment diagram ของคาน
3. สมการของการโกงตัวของคานที่จุดที่แรงกระทํ า C

โดยวิธีเปล่ียนรูปรางตอเนื่อง

รูปที่ 8-4

คาแรงปฏิกริยาที่จุดรองรับ B
1. กํ าหนดใหแรงปฎิกริยาที่จุด B  เปนแรงเกินจํ าเปน ดังนั้น จากหลักการ superposition เราจะทํ าการแยกคาน

ออกได ดังที่แสดงในรูปที่ 8-3b และ 8-3c และกํ าหนดให ′ =∆ BB By f BB  เมื่อ f BB  เปนคาการโกงตัวที่จุด B  เนื่อง
จากแรง 1 หนวยในทิศทางของแรงปฎิกริยา yB

2. จาก compatibility condition ที่จุดรองรับ B  เราจะไดวา
+↓ 0 =  ∆ B - By f BB
โดยวิธี conjugate beam และรูปที่ 8-3b เราจะได

EI
PLL

EI
PL

B 48
5

6
5

8

32

=





=∆

โดยวิธี conjugate beam และรูปที่ 8-3d เราจะได

EI
LL

EI
LfBB 33

2
2

32

=





=

จากสมการ compatibility เราจะไดวา

16
5PBy =

เมื่อเราทราบแรงปฎิกริยา yB  แลว เราจะใชสมการสมดุลหาคาแรงปฏิกริยา yA  และ AM  ไดดังที่แสดงโดย 
free body diagram ในรูปที่ 8-4b โดยที่
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16
11PAy = และ

16
3PLM A =

3. เราจะเขียน shear diagram และ moment diagram ของคานได ดังที่แสดงในรูปที่ 8-4c ตามลํ าดับ

4. เราจะหาสมการของการโกงตัวในแนวดิ่งที่จุด C  ไดโดยใชวิธี conjugate beam และจาก free body 
diagram ของสวน ''BC  ของ conjugate beam ดังที่แสดงในรูปที่ 8-4d และเราจะไดวา

EI
PLM CC 768

7 3

' −=∆=
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เนื่องจากวา เราสามารถเลือกคาของแรงหรือโมเมนตปฏิกริยาใดๆ เปน redundant ก็ได ดังนั้น เราจะวิเคราะห
คาน ดังที่แสดงในรูปที่ 8-3a โดยใหโมเมนตปฏิกริยาที่จุด A  เปน redundant ได ดังที่แสดงในรูปที่ 8-5 และเราจะ
วิเคราะหคานดังกลาวไดดังตอไปนี้

รูปที่ 8-5

1. ใหโมเมนตปฏิกริยาที่จุด A  เปน redundant  ซึ่งเราจะเขียนโครงสรางปฐม (primary structure) ของคาน
ไดโดยการเปลี่ยนจุดรองรับ (support) ที่ A  จากแบบยึดแนนใหเปนหมุด ตามที่แสดงในรูปที่ 8-5b

2. หาคาการหมุน (rotation) ที่จุด A  เนื่องจากแรงกระทํ า P  โดยกํ าหนดใหมีคา Aθ

3. หาคาการหมุน angular flexibility coefficient ที่จุด A  โดยใหโมเมนตขนาด 1 หนวยกระทํ าที่จุด A  ในทิศ
ทางของ redundant MA  กํ าหนดใหมีคา AAα  ดังนั้น เราจะเขียนสมการความสอดคลอง (compatibility 
equation)  ของการหมุนที่จุด A  ไดเปน

+ 0 = Aθ + MA α AA

และเราจะหาคาของโมเมนตปฏิกริยาที่จุด A  ไดจาก

AA

A
AM α

θ
−=

เครื่องหมายลบของ MA  แสดงวา MA  มีทิศทางตรงกันขามกับทิศทางของโมเมนต 1 หนวย
ตัวอยางที่ 8-2

จงหาแรงปฏิกริยาที่จุดรองรับ B  ของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 8-3a โดยวิธีเปล่ียนรูปรางตอเนื่อง กํ าหนดใหคานมี
ความยาว L  และแรง P  กระทํ าที่กึ่งกลางคานที่ระยะ 2/L  จากจุดรองรับ A  ดังที่แสดงในรูปที่ 8-4a

1. กํ าหนดใหโมเมนตปฏิกริยาที่จุด A  เปน redundant ดังนั้น จากหลักการ superposition เราจะทํ าการแยก
คานออกได ดังที่แสดงในรูปที่ 8-5b และ 8-5c และกํ าหนดให =AA'θ Aθ + MA α AA  เมื่อ AAα  เปนคา slope ที่จุด A
เนื่องจากโมเมนตดัด 1 หนวยในทิศทางของโมเมนตดัด MA
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2. จาก compatibility condition ที่จุดรองรับ A  เราจะไดวา
+ 0 = Aθ + MA α AA

โดยวิธี conjugate beam และรูปที่ 8-5b เราจะได

EI
PL

EI
PL

A 162
1

8

22

=





=θ

โดยวิธี conjugate beam และรูปที่ 8-5d เราจะได

EI
L

EI
L

AA 33
2

2
=






=α

จากสมการ compatibility เราจะไดวา

16
3PLM A =

เมื่อเราทราบแรงปฎิกริยา MA  แลว เราจะใชสมการสมดุลหาคาแรงปฏิกริยา yA  และ yB  โดยที่

16
11PAy = และ

16
5PBy =
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เมื่อคานมี degree of indeterminacy เทากับสอง ดังตัวอยางที่แสดงในรูปที่ 8-6a แลว เราจะวิเคราะหคานดัง
กลาวไดดังตอไปนี้

1. สมมุติใหแรงปฏิกริยาที่จุดรองรับ B  และ C  เปน redundant  เมื่อเราเอาจุดรองรับทั้งสองออกแลว เราจะ
ไดคาน statically determinate ซึ่งเปนโครงสรางปฐม ดังที่แสดงในรูปที่ 8-6b

2. หาระยะโกงตัวเนื่องจากแรง P1  และ P2  ที่จุด B  และจุด C  ใหมีคาเทากับ ∆ B  และ ∆C

3. โดยหลักการ superposition เราจะใหแรงเกินจํ าเปนขนาด 1 หนวยกระทํ าที่จุด B  ซึ่งจะทํ าใหเกิดการโกง
ตัวของคานที่จุด B  และจุด C  มีเปนคา f BB  และ f CB  ดังที่แสดงในรูปที่ 8-6e ตามลํ าดับ จากนั้น ให
แรงเกินจํ าเปนขนาด 1 หนวยกระทํ าที่จุด C  ซึ่งจะทํ าใหเกิดการโกงตัวของคานที่จุด B  และจุด C  มีเปน
คา f CC  และ f BC  ตามที่แสดงในรูปที่ 8-6f ตามลํ าดับ และเราจะเขียนสมการความสอดคลองของการโกง
ตัวที่จุด B  และจุด C  ไดเปน
+↓ 0 = ∆ B + By f BB +Cy f BC
+↓ 0 = ∆C + By fCB +Cy fCC (8-1)

หลังจากที่เราแกสมการหาคาของแรงปฏิกริยา By  และ Cy  แลว เราจะวิเคราะหคานตอไปโดยใชสมการความสมดุล

รูปที่ 8-6
ตัวอยางที่ 8-3

จงทํ าการวิเคราะหคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 8-7 โดยวิธีเปล่ียนรูปรางตอเนื่อง
เราควรสังเกตดวยวา คานนี้มีความสมมาตรที่จุดกึ่งกลางคาน
1. กํ าหนดใหโมเมนตปฏิกริยาที่จุดรองรับ A  และจุดรองรับ B  เปน redundant ของคาน ดังนั้น จากหลักการ 

superposition เราจะทํ าการแยกคานออกได ดังที่แสดงในรูปที่ 8-7
2. จาก compatibility condition ที่จุดรองรับ A  เราจะไดวา
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+ 0 = Aθ + MA α AA + BM ABα

จาก compatibility condition ที่จุดรองรับ B  เราจะไดวา
+ 0 = Bθ + MA BAα + BM BBα

         
รูปที่ 8-7

โดยวิธี conjugate beam เราจะได

EI
wLL

EI
wL

A 2483
2

2
1 32

=





−=θ

EI
wLL

EI
wL

B 2483
2

2
1 32

=





=θ

EI
L

EI
L

AA 33
2

2
=






−=α

EI
L

EI
L

BA 63
1

2
=






=α

EI
L

EI
L

AB 63
1

2
=






−=α

EI
L

EI
L

BB 33
2

2
=






=α

เมื่อแทนคา slope ตางๆ ที่หาไดลงในสมการ compatibility เราจะไดวา

12

2wLM A = และ
12

2wLM B =

จากสมการสมดุล เราจะหาคาแรงปฏิกริยา yA  และ yB  ไดวา

2
wLAy = และ

2
wLBy =

3. เราจะเขียน shear diagram และ moment diagram ของคานไดดังที่แสดงในรูปที่ 8-7c
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4. เราจะรางรูปรางการโกงตัวของคานไดดังที่แสดงในรูปที่ 8-7d โดยเราจะหาคาการโกงตัวที่จุดใดๆ บนคานได
โดยใชวิธี conjugate-beam
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8.3 กฎผกผันของ Maxwell (Maxwell’s Theorem of Reciprocal Displacements)
กฎผกผันของ Maxwell จะชวยใหเราวิเคราะหโครงสรางโดยวิธี force Method ไดงายขึ้นมาก โดยกฎนี้กลาววา
คาการเปล่ียนตํ าแหนง (displacement) ที่เกิดขึ้นที่จุด B  บนโครงสราง ในทิศทาง b เนื่องจากแรงขนาด 

1 หนวยกระทํ าที่จุด A  ในทิศทาง a จะมีคาเทากับคาการเปล่ียนตํ าแหนงที่เกิดขึ้นที่จุด A  ในทิศทาง a เนื่อง
จากแรงขนาด 1 หนวยกระทํ าที่จุด B  ในทิศทาง b หรือ f BA = f AB

กฎผกผันของ Maxwell จะทํ าใหการคํ านวณหาคาโกงตัวที่ใชในการวิเคราะหโครงสรางโดยวิธี force Method ที่มี
จํ านวนดีกรีของอินดีเทอรมิเนทเทากับหรือมากกวาสองมีจํ านวนลดลง อยางเชนในสมการที่ 9-1 เราจะหาแตเพียง f BC
หรือ f CB  เพียงตัวเดียวเทานั้น เพราะ f BC  = f CB เปนตน

รูปที่ 8-8

เราสามารถพิสูจนกฎผกผันของ Maxwell ไดโดยวิธี virtual work หรือวิธี unit load พิจารณาคาน ดังที่แสดงในรูป
ที่ 8-8 ระยะโกงตัวที่จุด B  ( f BA ) เนื่องจากแรงขนาด 1 หนวยกระทํ าที่จุด A  จะหาไดจาก

1. หาคาของโมเมนตภายในคานเนื่องจากแรง 1 หนวย ตามที่แสดงในรูปที่ 8-8a โดยใชสมการความสมดุล 
สมมุติใหมีคาเปน mA

2. เอาแรง 1 หนวยออก แลวให virtual force ขนาด 1 หนวยกระทํ าที่จุด B  ตามที่แสดงในรูปที่ 8-8b จากนั้น 
หาคาโมเมนตที่เกิดขึ้นภายในคานโดยใชสมการความสมดุล สมมุติใหมีคาเปน  mB

3. หาระยะโกงตัวที่จุด B  ( f BA )เนื่องจากแรง 1 หนวยกระทํ าที่จุด A  จากสมการ ∫=∆
L

dx
EI
mM

0

  เมื่อ 

AmM =  และ Bmm =  ดังนั้น

f BA  = m m
EI

dxB A∫
ในลักษณะที่คลายคลึงกัน โดยวิธี virtual work ระยะโกงตัวที่จุด A  ( f AB ) เนื่องจากแรง 1 หนวยกระทํ าที่จุด 

B  ตามที่แสดงในรูปที่ 8-8b จะหามาไดจากสมการ

f AB  = m m
EI

dxA B∫
เมื่อ BmM =  ซึ่งเปนโมเมนตภายในเนื่องจากแรง 1 หนวยกระทํ าที่จุด B  และ Amm =  ซึ่งเปนโมเมนตภายในเนื่อง
จาก virtual force ขนาด 1 หนวยกระทํ าที่จุด A  ตามที่แสดงในรูปที่ 8-8a

เราจะเห็นไดวา จากสมการขางตนทั้งสอง ABBA ff =

ในกรณีของมุมลาดเอียง (slope) กฎผกผันของ Maxwell กลาววา คามุมลาดเอียงที่เกิดขึ้นที่จุด B  บนโครง
สราง ในทิศทาง b เนื่องจากโมเมนตขนาด 1 หนวย (unit moment) กระทํ าที่จุด A  ในทิศทาง a จะมีคาเทากับ คา
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มุมลาดเอียงที่เกิดขึ้นที่จุด A  ในทิศทาง a เนื่องจากโมเมนตขนาด 1 หนวย กระทํ าที่จุด B  ในทิศทาง b หรือ 
BAθ = ABθ   ดังที่แสดงในรูปที่ 8-9

รูปที่ 8-9

ในกรณีของระยะโกงตัวและมุมลาดเอียง กฎผกผันของ Maxwell กลาววา คามุมลาดเอียงที่มีหนวยเปนเรเดี
ยน (radian) ที่เกิดขึ้นที่จุด B  บนโครงสราง ในทิศทาง b เนื่องจากแรงขนาด 1 หนวยกระทํ าที่จุด A  ในทิศทาง a
จะมีคาเทากับระยะโกงตัวที่เกิดขึ้นที่จุด A  ในทิศทาง a เนื่องจากโมเมนตขนาด 1 หนวยกระทํ าที่จุด B  ในทิศ
ทาง b หรือ BAθ = f AB  ดังที่แสดงในรูปที่ 8-10

รูปที่ 8-10

เมื่อกฎผกผันของ Maxwell ถูกเขียนใหอยูในรูปแบบทั่วไปแลว กฎนี้จะถูกเรียกวา Betti’s Law ซึ่งจะกลาวอยาง
ส้ันๆ ไดวา virtual work U AB  ที่เกิดจากแรงชุด PB∑ เมื่อโครงสรางมีการเปลี่ยนตํ าแหนงเนื่องจากแรงชุด 
PA∑ จะมีคาเทากับ virtual work UBA  ที่เกิดจากแรงชุด PA∑ เมื่อโครงสรางมีการเปลี่ยนตํ าแหนงเนื่อง

จากแรงชุด PB∑ หรือ U AB = UBA

8.4 ขอสังเกตุเพ่ิมเติมในการวิเคราะหโครงสราง Statically Indeterminate โดยวิธี Force Method
ในกรณีที่โครงสรางมีจํ านวนดีกรีของอินดีเทอรมิเนทเทากับ n  แลว โครงสรางนั้นจะมีจํ านวนของแรงเกินจํ าเปน 

(redundant force) เทากับ n  คา หรือ Rn  และเราจะเขียนสมการความสอดคลองของโครงสรางโดยวิธี force method 
ได n  สมการ หรือ

∆1 11 1 12 2 1 0+ + + + =f R f R f Rn nL

∆ 2 21 1 22 2 2 0+ + + + =f R f R f Rn nL

      M
∆ n n n nn nf R f R f R+ + + + =1 1 2 2 0L
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โดยที่ ∆ ∆1 ,..., n  เปนคาการเปลี่ยนตํ าแหนงของโครงสรางเนื่องจากแรงกระทํ า การทรุดตัวของจุดรองรับ การเปลี่ยน
แปลงอุณหภูมิ  และความผิดพลาดในการกอสราง เนื่องจากการแกสมการขางตนซึ่งมีจํ านวนของตัวแปรที่ไมทราบคา
จํ านวนหลายคากระทํ าไดยากมาก โดยทั่วไปแลว เราจะเขียนสมการดังกลาวใหอยูในรูปของเมตริกซ (matrix) แลวจึงทํ า
การแกสมการโดยใชวิธีการทางดานเมตริกซ ซึ่งเราจะไดวา

f f f
f f f

f f f

R
R

R

n

n

n n nn n n

11 12 1

21 22 2

1 2

1

2

1

2

L

L

M

L

M M





































= −



















∆
∆

∆
 

(8-2)

หรือ fR = −∆

จากกฎผกผันของ Maxwell, f fij ji=  ดังนั้น เมตริกซ f  จึงเปนเมตริกซสมมาตร (symmetric matrix) ซึ่งจะ
ชวยใหเราแกสมการดังกลาวไดงายขึ้น
8.5 Moment Diagram ของคาน Statically Indeterminate

รูปที่ 8-11

รูปที่ 8-11 เปนตัวอยางของ  moment diagram ของคานตอเนื่อง (continuous beam) ที่เรามักจะพบเห็นโดยทั่ว
ไป ซึ่งเราจะสังเกตเห็นไดวา

• จุดรองรับแบบหมุดที่อยูที่ปลายคาน และ internal hinge จะเปนจุดที่มีคาโมเมนตดัดเทากับศูนย
• จุดรองรับยึดแนนและจุดรองรับหมุดที่อยูภายในชวง span ของคานจะมีคาโมเมนตดัดเกิดขึ้น
• แรงกระทํ าเปนจุด (concentrated load) จะทํ าให moment diagram มีลักษณะเปนเสนตรงที่มีความชัน
• แรงแผกระจายสมํ่ าเสมอ (uniform distributed load) จะทํ าให  moment diagram ที่มีลักษณะเปนเสนโคง 

parabola
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ตัวอยางที่ 8-4
จงทํ าการวิเคราะหคานตอเนื่อง (continuous beam) ดังที่แสดงในรูปที่ 8-12 โดยวิธีเปล่ียนรูปรางตอเนื่อง

กํ าหนดให จุดรองรับ B  เกิดการทรุดตัวในแนวดิ่ง m 10.0 GPa 200=E  และ 46 mm )10(179=I

   
รูปที่ 8-12

1. กํ าหนดใหแรงปฏิกริยาที่จุดรองรับ B  และจุดรองรับ C  เปน redundant ของคาน ดังนั้น จากหลักการ 
superposition เราจะทํ าการแยกคานออกได ดังที่แสดงในรูปที่ 8-12b ถึง 8-12d

2. จาก compatibility condition ที่จุดรองรับ B  ซึ่งมีการทรุดตัวในแนวดิ่ง m 10.0  เราจะไดวา
↓ + 01.0  = BCyBByB fCfB ++∆

จาก compatibility condition ที่จุดรองรับ C  เราจะไดวา
↓ + 0 = CCyCByC fCfB ++∆

ถาเราใชวิธี conjugate beam วิเคราะหหาคาการโกงตัวของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 8-12e แลว เราจะได 
conjugate beam ของคานดังกลาว ดังที่แสดงในรูปที่ 8-12f และเราจะหาคาการโกงตัวของคานดังที่แสดงในรูปที่ 8-12b 
ถึง 8-12d ไดดังตอไปนี้

สมการของ elastic weight ที่ 1xx =  และ 2xx =  จะหาไดโดยใช free body diagram ดังที่แสดงในรูปที่ 8-
12g และจากสามเหลี่ยมคลาย เราจะไดวา

11' x
L
Pbw = และ 22' x

L
Paw

และโมเมนตภายในที่เกิดขึ้นใน conjugate beam ที่ 1xx =  และ 2xx =  จะมีคาเทากับ
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222 abbLx

EIL
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EIL
aLPabxxx

EIL
PaM −−=

+
−














=

ดังนั้น ในการหาคา B∆  (↓ +) เราจะไดวา ระยะ m 5.2=a  m 5.10=b และ m 82 =x

EIEIB

3
2 kN.m 205.253)]m 5.10)(m 5.2()m 13)(m 5.10()m 8[(

m) (136
)m 8)(m 5.2)(kN 10(

=−−−=∆

ในการหาคา B∆  (↓ +) เราจะไดวา ระยะ m 5.2=a  m 5.10=b และ m 42 =x

EIEIC

3
2 kN.m 141.188)]m 5.10)(m 5.2()m 13)(m 5.10()m 4[(

m) (136
)m 4)(m 5.2)(kN 10(

=−−−=∆

ในการหาคา BBf  (↓ +) เราจะไดวา ระยะ m 5=a  m 8=b และ m 82 =x

EIEI
f BB

3
2 kN.m 026.41)]m 8)(m 5()m 13)(m 8()m 8[(

m) (136
)m 8)(m 5)(kN 1(

=−−−=

ในการหาคา CBf  (↓ +) ซึ่งมีคาเทากับ BCf  เราจะไดวา ระยะ m 5=a  m 8=b และ m 42 =x

EIEI
ff BCCB

3
2 kN.m 821.32)]m 8)(m 5()m 13)(m 8()m 4[(

m) (136
)m 4)(m 5)(kN 1(

=−−−==

ในการหาคา CCf  (↓ +) เราจะไดวา ระยะ m 9=a  m 4=b และ m 42 =x
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EIEI
fCC

3
2 kN.m 231.33)]m 9)(m 4()m 13)(m 4()m 4[(

m) (136
)m 4)(m 9)(kN 1(

=−−−=

หรือเราจะหาคา CCf  (↓ +) ไดจากสมการของการโกงตัวของคานซึ่งเปน function ของ coordinate 1x  โดยที่ เราจะไดวา 
ระยะ m 9=a  m 4=b และ m 92 =x

EIEI
fCC

3
2 kN.m 231.33)]m 9)(m 4()m 13)(m 9()m 9[(

m) (136
)m 9)(m 4)(kN 1(

=−−−=

จากสมการ compatibility เราจะไดวา





+



+=

EI
C

EI
B

EI yy
821.32026.41205.253m 01.0





+



+=

EI
C

EI
B

EI yy
231.33821.32141.1880

แทนคา 24626 kN.m 35800)m 10(179)kN/m 10(200 == −EI  ลงในสมการทั้งสอง แลวทํ าการแก
สมการ เราจะไดแรงปฏิกริยา yB  และ yC  มีคาเทากับ

↓= kN 753.33yB  และ ↑= kN 00.39yC
จากนั้น เราจะใชสมการสมดุลหาคาแรงปฏิกริยา yA  และ yD  ไดโดยที่

↑= kN 848.16yA และ ↓= kN 093.12yD
3. เราจะเขียน shear diagram และ moment diagram ของคานไดดังที่แสดงในรูปที่ 8-7h

4. เราจะรางรูปรางการโกงตัวของคานไดดังที่แสดงในรูปที่ 8-7i โดยเราจะหาคาการโกงตัวที่จุดใดๆ บนคานได
โดยใชวิธี Conjugate-beam
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8.6 การวิเคราะหโครงขอแข็ง (frame) โดยวิธีเปล่ียนรูปรางตอเนื่อง
การวิเคราะหโครงขอแข็งโดยวิธีเปล่ียนรูปรางตอเนื่องนี้จะเหมาะกับโครงขอแข็งที่มีลักษณะเปนชั้นเดียวและมีรูป

รางที่ไมปกติ เชน gabled frames เปนตน
ตัวอยางที่ 8.5

จงทํ าการวิเคราะหโครงขอแข็ง ดังที่แสดงในรูปที่ 8-13 โดยวิธีเปล่ียนรูปรางตอเนื่อง กํ าหนดใหEI  มีคาคงที่

รูปที่ 8-13

1. โครงขอแข็ง ดังที่แสดงในรูปที่ 8-13a เปนโครงสราง statically indeterminate 1 degree ดังนั้น เราจะให
โมเมนตดัดปฏิกริยาที่จุดรองรับ A  เปน redundant ดังนั้น จากหลักการ superposition เราจะทํ าการแยกโครงขอแข็ง 
ออกได ดังที่แสดงในรูปที่ 8-13b และ 8-13c

2. จาก compatibility condition ที่จุดรองรับ A  เราจะไดวา
+ AAAA M αθ +=0
โดยวิธีของ castiglino และรูปที่ 8-13b และ 8-13d เราจะหาคา slope Aθ  ไดดังตอไปนี้
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member M
'M

M
∂
∂ M  เมื่อ 0'=M

BD 01 =M 0 01 =M

DC 22 20xM = 0 22 20xM =

CA
5
'

41240 32
333

xMxxM +−+=
5

3x 2
333 41240 xxM −+=

โดยวิธีของ castiglino และรูปที่ 8-13e เราจะหาคา slope AAα  ไดดังตอไปนี้

menber M
'M

M
∂
∂ M  เมื่อ m-kN 1'=M

BD 01 =M 0 01 =M

DC 02 =M 0 02 =M

CA
5
' 3

3
xMM =

5
3x

5
3x

EIEI
dxxx

AA 3
5

55
00

5

0

22 =++= ∫α

จากสมการ compatibility เราจะไดวา

EI
M

EI A 3
5750 +=

m-kN 45−=AM
เครื่องหมายลบ แสดงวาโมเมนตดัด AM  มีทิศทางตรงกันขามกับที่ไดสมมุติไวหรือมีทิศทางทวนเข็มนาฬิกา
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เมื่อเราทราบแรงปฎิกริยา AM  แลว เราจะใชสมการสมดุลหาคาแรงปฏิกริยา yA  และ yB  มีคาเทากับ
kN 37=yA และ kN 3=yB

3. เราจะเขียน shear diagram และ moment diagram ของคานได ดังที่แสดงในรูปที่ 8-13f และ 8-13g ตาม
ลํ าดับ

 
4. รูปที่ 8-13h แสดงการโกงตัวของโครงขอแข็ง ถากํ าหนดให GPa 200=E  และ 46 mm )10(179=I

เราจะหาคาการดกงตัวในแนวนอนที่จุดรองรับ B  ไดเทากับ mm 6.11
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8.7 การวิเคราะหโครงขอหมุน (truss) โดยวิธีเปล่ียนรูปรางตอเนื่อง
ตัวอยางที่ 8.6

จงทํ าการวิเคราะหโครงขอหมุน ดังที่แสดงในรูปที่ 8-14 โดยวิธีเปล่ียนรูปรางตอเนื่อง

รูปที่ 8-14

1. โครงขอหมุน ดังที่แสดงในรูปที่ 8-14a เปนโครงสราง statically indeterminate 1 degree เนื่องจากชิ้นสวนใน
แนวทแยง ดังนั้น เราจะใหแรงในแนวแกนของชิ้นสวน AD  เปน redundant และจากหลักการ superposition เราจะทํ า
การแยกโครงขอหมุนออกได ดังที่แสดงในรูปที่ 8-14b และ 8-14c

2. จาก compatibility condition ของชิ้นสวน AD  เราจะไดวา

ADADADAD fF  0 +∆=
โดยวิธีของ unit-load และรูปที่ 8-14b เราจะหาคาการเปลี่ยนตํ าแหนง AD∆  ไดดังที่แสดงในตารางตอไปนี้

Member (m) L (kN) N )kN(n .m)(kN 2nNL

AB 4 10 -0.8 -32
AC 3 7.5 -0.6 -13.5

BD 3 0 -0.6 0
CD 4 10 -0.8 -32

AD 5 0 1 0
BC 5 -12.5 1 -62.5

.mkN 140 2−=∑nNL

AEAD
kN.m 140

−=∆

โดยวิธีของ unit-load และรูปที่ 8-14c เราจะหาคาการเปลี่ยนตํ าแหนง ADADf   ไดดังที่แสดงในตารางตอไปนี้
.mkN 28.17 2=∑nNL

AE
f ADAD

kN.m 28.17
 =

จากสมการ compatibility เราจะไดวา

AE
F

AE AD
28.171400 +−=
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kN 102.8=ADF
เครื่องหมายบวก แสดงวาใหแรงในแนวแกน ADF  มีทิศทางเดียวกันกับที่ไดสมมุติไว (แรงดึง)

Member (m) L (kN) N )kN(n .m)(kN 2nNL

AB 4 -0.8 -0.8 2.56
AC 3 -0.6 -0.6 1.08

BD 3 -0.6 -0.6 1.08
CD 4 -0.8 -0.8 2.56

AD 5 1 1 5
BC 5 1 1 5

เมื่อเราทราบแรง ADF  แลว เราจะสามารถหาแรงในชิ้นสวนอื่นๆ ของโครงขอหมุนไดดังที่แสดงที่ 8-14d

(d)
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ตัวอยางที่ 8.7
จงทํ าการวิเคราะหโครงขอหมุน ดังที่แสดงในรูปที่ 8-15 โดยวิธีเปล่ียนรูปรางตอเนื่อง

รูปที่ 8-15

1. โครงขอหมุน ดังที่แสดงในรูปที่ 8-15a เปนโครงสราง statically indeterminate 1 degree เนื่องจากจุดรองรับ 
ดังนั้น เราจะใหแรงปฏิกริยาในแนวดิ่งที่จุดรองรับ B  เปน redundant และจากหลักการ superposition เราจะทํ าการแยก
โครงขอหมุนออกได ดังที่แสดงในรูปที่ 8-15b และ 8-15c

2. จาก compatibility condition ที่จุดรองรับ B  เราจะไดวา
BBByB fR+∆=0

โดยวิธีของ unit-load และรูปที่ 8-15b เราจะหาคาการเปลี่ยนตํ าแหนง B∆  ไดดังที่แสดงในตารางตอไปนี้

Member (m) L (kN) N )kN(n .m)(kN 2nNL

AC 3 0 -0.75 0

BD 3 -7.5 -0.75 16.875
CD 4 -10 -1 40

AD 5 12.5 1.25 78.125
BC 5 0 1.25 0

.mkN 135 2=∑nNL

AEB
kN.m 135

=∆

โดยวิธีของ unit-load และรูปที่ 8-15c เราจะหาคาการเปลี่ยนตํ าแหนง BBf  ไดดังที่แสดงในตารางตอไปนี้
.mkN 23 2=∑nNL

AE
f ACAC

kN.m 23
 =

จากสมการ compatibility เราจะไดวา

kN 87.5
23

135
−=−=

∆
−=

BB

B
By f
R
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เครื่องหมายลบ แสดงวาใหแรงปฏิกริยา ByR  มีทิศทางตรงกันขามกับที่ไดสมมุติไว (↑)

Member (m) L (kN) N )kN(n .m)(kN 2nNL

AC 3 -0.75 -0.75 1.6875

BD 3 -0.75 -0.75 1.6875
CD 4 -1 -1 4

AD 5 1.25 1.25 7.8125
BC 5 1.25 1.25 7.8125

เมื่อเราทราบแรงปฎิกริยา ByR  แลว เราจะสามารถหาแรงในชิ้นสวนอื่นๆ ของโครงขอหมุนไดดังที่แสดงที่ 8-15d

3. เราจะหาการโกงตัวของโครงขอหมุนที่จุดใดๆ ไดโดยใชวิธี unit-load หรือวิธีของ Castigliano และการเปลี่ยน
แปลงรูปรางของโครงขอหมุนจะมีลักษณะดังที่แสดงที่ 8-15e
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8.8 การวิเคราะหโครงสรางประกอบ (Composite Structures) เปล่ียนรูปรางตอเนื่อง
โครงสรางประกอบเปนโครงสรางที่มีองคอาคารบางสวนถูกกระทํ าโดยแรงในแนวแกน (axial force) และองค

อาคารที่เหลือถูกกระทํ าโดยโมเมนตดัด (bending moment)
ตัวอยางที่ 8.8

จงทํ าการวิเคราะหคานประกอบ ดังที่แสดงในรูปที่ 8-16 โดยวิธีเปล่ียนรูปรางตอเนื่อง กํ าหนดให คานเปนคาน 
W250x80  มีคา GPa 200=E  และ 46 mm )10(126=I  และแทงเหล็ก AC  มีคา GPa 200=E  และ 

2mm 126=A

รูปที่ 8-16

1. จากการตรวจสอบคานประกอบ ดังที่แสดงในรูปที่ 8-16a เปนโครงสราง statically indeterminate 1 degree
ดังนั้น เราจะใหแรงในแนวแกน AC  เปน redundant และจากหลักการ superposition เราจะทํ าการแยกคานออกได ดังที่
แสดงในรูปที่ 8-16b ถึง 8-16c

2. จาก compatibility condition ที่จุดรองรับ C  เราจะไดวา
↓ + 0 = ACACACC fF  −∆

โดยวิธี unit-load และ free body diagram ของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 8-16d และ 8-16e โดยที่
210xM −=

xm =
เราจะหาคาการโกงตัวของคาน C∆   ไดเปน

∫ ∫ ↓=−=
−

==∆
L

C EIEI
dx

EI
xxdx

EI
Mm

0

5

0

2 5.15625.1562))(10( )kN 1(
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m 062.0
)m 10(126)kN/m 10(200

kN.m 5.1562
4626

3

==∆ −C

และเราจะหาคาการโกงตัวของคานและคาการยืดตัวของชิ้นสวน AC  ไดดังนี้

∫ ∑+=
L

ACAC AE
Lndx

EI
mf

0

22

  )kN 1(

AEEIAE
dx

EI
xf ACAC

3
3
125)m 3()kN 1( )kN 1(

5

0

22

 +=+= ∫

m 0.001772  0.0001190.001653            
)kN/m )200(10m 126(10

kN.m 3
)m 10(126)kN/m 10)(200(3

kN.m 125
2626-4626

3

 

=+=

+= −ACACf

จากสมการ compatibility เราจะไดวา

kN 35
001772.0

062.0

 

==
∆

=
ACAC

C
AC f
F

เมื่อเราทราบแรงปฎิกริยา ACF  แลว เราจะใชสมการสมดุลหาคาแรงปฏิกริยา yB  และ BM  โดยที่
kN 65=yB และ m-kN 75−=BM

3. เขียน shear diagram และ moment diagram ของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 8-16f
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8.9 วิธีงานนอยที่สุด (Method of Least Work)
วิธี least work มีความใกลเคียงกับวิธีการเปลี่ยนรูปรางตอเนื่อง (consistent deformation) และเหมาะสํ าหรับใช

ในการวิเคราะหโครงสราง statically indeterminate โดยเฉพาะอยางยิ่งโครงขอหมุน (truss) และโครงสรางประกอบ 
(composite structure) วิธีการนี้มีพื้นฐานมาจากทฤษฎีบทที่หนึ่งของ Castigliano

รูปที่ 8-17

จงพิจารณาคานตอเนื่อง (continuous beam) ที่มีจํ านวน degree of indeterminacy เทากับ 2 ดังที่แสดงในรูปที่ 
8-17a โดยวิธีเปล่ียนรูปรางตอเนื่อง เราจะกํ าหนดใหแรงปฎิกริยาที่จุดรองรับ B  และ C  เปนแรงเกินจํ าเปน 
(redundant) ที่ไมทราบคา ดังนั้น เราจะเขียนโครงสรางปฐม (primary structure) ของคานดังกลาวไดดังที่แสดงในรูปที่ 8-
17b โดยในที่นี้เราจะใหแรงเกินจํ าเปน yB  และ yC  กระทํ าตอโครงสรางปฐมรวมกับแรงกระทํ าภายนอก จากสมการ
ความสอดคลอง (compatibility condition) ของคาน เราจะไดวา คาการเปลี่ยนตํ าแหนงตรงจุดรองรับ B  และ C  จะ
ตองมีคาเปนศูนย และเมื่อเราใชทฤษฎีบทที่หนึ่งของ Castigliano เราจะเขียนสมการความสอดคลองดังกลาวไดอยูในรูป
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(8-3)

เมื่อ U  เปนพลังงานความเครียด (strain energy) ที่เกิดขึ้นในโครงสรางปฐมและเปน function กับแรงกระทํ าและแรงเกิน
จํ าเปน yB  และ yC  โดยทั่วไปแลว ถาโครงสรางมีแรงเกินจํ าเปน n  คา ( nXXX  ,,   , 21 K ) แลว เราจะเขียนสมการ
ที่ 8-3 ใหมไดเปน

1X
U

∂
∂ =

2X
U

∂
∂ = K  = 

nX
U

∂
∂  = 0 (8-4)

ซึ่งมักถูกเรียกวา Catigliano’s compatibility equation จากสมการนี้ เราจะไดวา
“พลังงานความเครียดของโครงสราง statically indeterminate ซึ่งถูกกระทํ าโดยแรงเกินจํ าเปนตองมีคา

นอยที่สุดที่จะรักษาความสมดุลของโครงสราง”
โดยสรุปแลว การวิเคราะหโครงสราง statically indeterminate โดยวิธี least work มีขั้นตอนการทํ าดังนี้
1. ทํ าโครงสราง statically indeterminate ใหเปนโครงสรางปฐมซึ่งเปนโครงสราง statically determinate
2. ใหแรงภายนอกและแรงเกินจํ าเปนกระทํ าตอโครงสรางและคํ านวณหาสมการของโมเมนตภายในที่เกิดขึ้น 

ซึ่งอยูในรูปของตัวแปรแรงเกินจํ าเปนที่ไมทราบคา
3. แทนสมการของโมเมนตที่ไดลงในสมการที่ 9-4 แลวหาอนุพันธ (differentiation) สมการดังกลาว
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4. แกสมการหาคาของแรงเกินจํ าเปน
5. ใชสมการความสมดุลทํ าการวิเคราะหโครงสรางเพื่อเขียน shear diagram และ moment diagram
6. ทํ าการวิเคราะหหาคาการแอนตัวของโครงสราง

8.10 การวิเคราะหโครงขอหมุนโดยวิธี least work
จากหลักการอนุลักษณพลังงาน พลังงานความเครียด (strain energy) ที่เกิดขึ้นภายในโครงขอหมุนจะอยูในรูป

∑= AE
LNUi 2

2

และโดยวิธี least work เมื่อเราหาอนุพันธของ iU  เทียบกับแรงเกินจํ าเปนที่ไมทราบคา iX  แลว เราจะไดวา

0
)(

=
∂∂∑ AE

LXNN i

ดังนั้น เมื่อโครงขอหมุนมี degree of indeterminacy เทากับ n  แลว เราจะเขียนสมการ Catigliano’s compatibility 
equation  ของโครงขอหมุนไดทั้งหมด n  สมการคือ
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(8-5)

เมื่อทํ าการแกสมการหลายชั้นของสมการที่ 8-5 แลว เราจะไดคาของแรงเกินจํ าเปน 1X  ถึง nX  ที่เกิดขึ้นในโครงขอหมุน
ตัวอยางที่ 8.9

จงทํ าการวิเคราะหโครงขอหมุน ดังที่แสดงในรูปที่ 8-18 โดยวิธีงานนอยที่สุด (Method of least work) กํ าหนดให
AE  ของชิ้นสวนของโครงขอหมุนมีมีคาคงที่

รูปที่ 8-18

1. โครงขอหมุน ดังที่แสดงในรูปที่ 8-18a เปนโครงสรางแบบ statically indeterminate 1 degree ดังนั้น กํ าหนด
ใหแรงในแนวแกนของชิ้นสวน AD  เปน redundant และโดยวิธีงานนอยที่สุด เราจะใหแรงในแนวแกนดังกลาวกระทํ าตอ
โครงขอหมุน ดังที่แสดงในรูปที่ 8-18b

2. เราจะหาสมการของแรงในแนวแกนที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอหมุนไดดังที่แสดงในตาราง
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Member (m) L (kN) N
ADF
N

∂
∂ N

ADF
N

∂
∂ L

AB 4 10-0.8 ADF -0.8 -32+2.56 ADF

AC 3 7.5-0.6 ADF -0.6 -13.5+1.08 ADF

BD 3 -0.6 ADF -0.6 1.08 ADF

CD 4 10-0.8 ADF -0.8 -32+2.56 ADF

AD 5
ADF 1 5 ADF

BC 5 -12.5+ ADF 1 -62.5+5 ADF

จาก compatibility condition ในชิ้นสวน AD  และสมการของ castigliano เราจะไดวา

0=
∂
∂

=
∂
∂

=∆ ∑ AE
L

F
NN

F
U

ADAD
AD

028.17140
=

+−
AE

FAD

kN 102.8=ByR
เครื่องหมายบวก แสดงวาใหแรงในแนวแกน ADF  มีทิศทางเดียวกันกับที่ไดสมมุติไว (แรงดึง)
3. เราจะหาแรงภายในที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอหมุนไดดังที่แสดงในตัวอยางที่ 8-6
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ตัวอยางที่ 8.10
จงทํ าการวิเคราะหโครงขอหมุน ดังที่แสดงในรูปที่ 8-19 โดยวิธีงานนอยที่สุด (Method of least work) กํ าหนดให 

AE  ของชิ้นสวนของโครงขอหมุนมีมีคาคงที่

รูปที่ 8-19

1. โครงขอหมุน ดังที่แสดงในรูปที่ 8-19a เปนโครงสรางแบบ statically indeterminate 1 degree ดังนั้น กํ าหนด
ใหแรงปฏิกริยาในแนวดิ่งที่จุดรองรับ B  เปน redundant และโดยวิธีงานนอยที่สุด เราจะใหแรงปฏิกริยาที่จุดรองรับ B
หรือ ByR  กระทํ าตอโครงขอหมุน ดังที่แสดงในรูปที่ 8-19b

2. เราจะหาสมการของแรงในแนวแกนที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอหมุนไดดังที่แสดงในตาราง

Member (m) L N
ByR
N

∂
∂ N

ByR
N

∂
∂ L

AC 3 -0.75 ByR -0.75 1.6875 ByR

BD 3 -7.5-0.75 ByR -0.75 16.875+1.6875 ByR

CD 4 -10- ByR -1 40+4 ByR

AD 5 12.5+1.25 ByR 1.25 78.125+7.8125 ByR

BC 5 1.25 ByR 1.25 7.8125 ByR

จาก compatibility condition ที่จุดรองรับ B  และสมการของ castigliano เราจะไดวา
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เครื่องหมายลบแสดงวาใหแรงปฏิกริยา ByR  มีทิศทางตรงกันขามกับที่ไดสมมุติไว (↑)
3. เราจะหาแรงภายในที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอหมุนไดดังที่แสดงในตัวอยางที่ 8-7
4.เราจะหาการโกงตัวของโครงขอหมุนที่จุดใดๆ ไดโดยใชวิธี unit-load หรือวิธีของ castigliano ดังที่แสดงในตัว

อยางที่ 8-7
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8.11 การวิเคราะหคานและโครงขอแข็งโดยวิธี least work
ในการศึกษาวิชานี้ เรากํ าหนดใหพลังงานความเครียด (strain energy) ที่เกิดขึ้นภายในคานและโครงขอแข็งจะ

เกิดจากโมเมนตดัดเทานั้น ดังนั้น จากหลักการอนุลักษณพลังงาน (สมการที่ 7-18) เราจะไดวา

∫= dx
EI
MUi 2

2

และโดยวิธี least work เมื่อเราหาอนุพันธของ iU  เทียบกับแรงเกินจํ าเปนที่ไมทราบคา iX  แลว เราจะไดวา

0
)(

=
∂∂

∫ dx
EI

XMM i

ดังนั้น เมื่อคานและโครงขอแข็งมี degree of indeterminacy เทากับ n  แลว เราจะเขียนสมการ Catigliano’s 
compatibility equation  ไดทั้งหมด n  สมการ
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(8-6)

เมื่อทํ าการแกสมการหลายชั้นของสมการที่ 8-6 แลว เราจะไดคาของแรงเกินจํ าเปน 1X  ถึง nX  ที่เกิดขึ้นในคานและโครง
ขอแข็ง
ตัวอยางที่ 8.11

จงทํ าการวิเคราะหคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 8-20 โดยวิธีงานนอยที่สุด (method of least work) กํ าหนดให EI
ของคานมีคาคงที่

รูปที่ 8-20

1. คาน ดังที่แสดงในรูปที่ 8-20a เปนโครงสรางแบบ statically indeterminate 1 degree ดังนั้น กํ าหนดใหแรงป
ฏิกริยาที่จุดรองรับ B  เปน redundant ของคาน และโดยวิธีงานนอยที่สุด เราจะใหแรงปฏิกริยาที่จุดรองรับ B  หรือ ByR
กระทํ าตอคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 8-20b



เอกสารประกอบการสอนวิชาทฤษฎีโครงสราง Theory of Structures เรียบเรียงโดย ผศ.ดร. สิทธิชัย แสงอาทิตย SUT 8-32

2. จากรูปที่ 8-20c เราจะหาสมการของโมเมนตภายในของคานไดเทากับ
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จาก compatibility condition ที่จุดรองรับ B  และสมการของ castigliano เราจะไดวา
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3. เราจะเขียน shear diagram และ moment diagram ของคานได ดังที่แสดงในรูปที่ 8-20d

 

 
4. เรารางรูปรางการโกงตัว (elastic curve) ของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 8-20e และหาคาการโกงตัวที่จุดใดๆ บน

คานไดโดยใชวิธี Conjugate-beam
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นอกจากการใชแรงปฏิกริยาที่จุดรองรับ B  เปน redundant แลว เรายังสามารถใชแรงปฏิกริยาที่จุด A  เปน 
redundant ก็ได กํ าหนดใหโมเมนตปฏิกริยาที่จุด A  หรือ AM  เปน redundant ดังนั้น โดยวิธีงานนอยที่สุด เราจะให
โมเมนตปฏิกริยา AM  กระทํ าตอคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 8-21b

รูปที่ 8-21

จากรูปที่ 8-21c เราจะหาสมการของโมเมนตภายในของคานไดเทากับ
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จาก compatibility condition ที่จุดรองรับ A  และสมการของ castigliano เราจะไดวา
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ตัวอยางที่ 8-8
จงทํ าการวิเคราะหโครงขอแข็ง ดังที่แสดงในรูปที่ 8-22 โดยวิธีงานนอยที่สุด (method of least work) กํ าหนดให 

EI  มีคาคงที่

รูปที่ 8-22

1. โครงขอแข็ง ดังที่แสดงในรูปที่ 8-22a เปนโครงสรางแบบ statically indeterminate 1 degree ดังนั้น กํ าหนด
ใหแรงปฏิกริยาในแนวดิ่งที่จุดรองรับ C  เปน redundant และโดยวิธีงานนอยที่สุด เราจะใหแรงปฏิกริยาที่จุดรองรับ C
หรือ CyR  กระทํ าตอคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 8-22b

2. โดยใช coordinate ดังที่แสดงในรูปที่ 8-22b เราจะหาสมการของโมเมนตภายในของคานไดเทากับ
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∂
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จาก compatibility condition ที่จุดรองรับ C  และสมการของ castigliano เราจะไดวา
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3. เราจะเขียน shear diagram และ moment diagram ของโครงขอแข็ง ดังที่แสดงในรูปที่ 8-22c
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4. เราจะรางรูปรางการโกงตัวของโครงขอแข็งได ดังที่แสดงในรูปที่ 8-22d และเราจะหาคาการโกงตัวที่จุดใดๆ บน
โครงขอแข็งไดโดยใชวิธี unit-load หรือวิธีของ castigliano
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ตัวอยางที่ 8-9
จงทํ าการวิเคราะหโครงขอแข็ง ดังที่แสดงในรูปที่ 8-23 โดยวิธีงานนอยที่สุด (method of least work) กํ าหนดให 

EI  มีคาคงที่

รูปที่ 8-23

1. โครงขอแข็ง ดังที่แสดงในรูปที่ 8-23a เปนโครงสรางแบบ statically indeterminate 1 degree ดังนั้น กํ าหนด
ใหแรงปฏิกริยาในแนวนอนที่จุดรองรับ B  เปน redundant และโดยวิธีงานนอยที่สุด เราจะใหแรงปฏิกริยาที่จุดรองรับ B
หรือ BxR  กระทํ าตอคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 8-23b

2. โดยใช coordinate ดังที่แสดงในรูปที่ 8-23b เราจะหาสมการของโมเมนตภายในของคานไดเทากับ
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จาก compatibility condition ที่จุดรองรับ B  และสมการของ castigliano เราจะไดวา
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3. เราจะเขียน shear diagram และ moment diagram ของโครงขอแข็ง ดังที่แสดงในรูปที่ 8-23c
4. เราจะรางรูปรางการโกงตัวของโครงขอแข็งได ดังที่แสดงในรูปที่ 8-23d และเราจะหาคาการโกงตัวที่จุดใดๆ บน

โครงขอแข็งไดโดยใชวิธี unit-load หรือวิธีของ castigliano
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