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คํ านํ า
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ชวยใหนักศึกษาสวนหนึ่งที่มีพื้นความรูภาษาอังกฤษที่ไมดีพอ ใชเปนเอกสารอางอิงอานประกอบการอาน textbook ในวิชา 
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บทที่ 1
โครงสรางและนํ้ าหนักบรรทุก

1.1 บทนํ า
โครงสราง (structure) ในทางวิศวกรรมโยธาคือส่ิงกอสรางใดๆ ที่ไดจากการกอสรางหรือการนํ าองคอาคารหรือชิ้น

สวนโครงสราง (structural member) มาเชื่อมตอกันเพื่อรองรับแรงกระทํ าและนํ้ าหนักบรรทุกตางๆ (load) ตามวัตถุประสงค
ของโครงสรางนั้น อยางมีประสิทธิภาพและปลอดภัย ตัวอยางของโครงสรางที่เราเห็นโดยทั่วไปไดแก อาคารเรียน อาคารที่
พักอาศัย อาคารพาณิชย สะพานลอย และเขื่อน เปนตน

วิศวกรรมโครงสราง (structural engineering) เปนวิชาที่ศึกษาเกี่ยวกับการใชกฎและหลักการตางๆ เพื่อที่จะออก
แบบและกอสรางโครงสราง
ขั้นตอนการออกแบบโครงสรางทางวิศวกรรม

โดยทั่วไปแลว ขั้นตอนการออกแบบโครงสรางทางวิศวกรรมจะถูกแบงออกเปน 4 ขั้นตอนหลักคือ การวางแผนงาน 
(planning) การวิเคราะห (analysis) การออกแบบ (design) และการกอสราง (construction)
การวางแผน

ในขั้นตอนนี้ เราเริ่มจากการกํ าหนดจุดประสงคและลักษณะการใชงานของโครงสรางจากความคิดเห็นของผูวา
จาง สถาปนิก นักวางแผน เปนตน จากนั้น ทํ าการเลือกรูปแบบของโครงสรางที่เหมาะสม มีความปลอดภัย (safe) มีความ
สุนทรียภาพ (aesthetic) และมีความประหยัด (economic) ทั้งในการกอสรางและการบํ ารุงรักษาโครงสราง เมื่อไดรูปแบบ
ของโครงสรางที่ตองการแลว เราจะกํ าหนดชนิดของวัสดุที่จะใช การจัดวางองคอาคารของโครงสราง และขนาดความกวาง 
ยาว และสูงของโครงสรางโดยรวม
การวิเคราะห

การวิเคราะหโครงสรางเปนขั้นตอนที่สํ าคัญมากเพราะผลการวิเคราะหที่ไมถูกตองจะนํ าไปสูการออกแบบที่ไมถูก
ตองและจะเปนอันตรายตอชีวิตและทรัพยสินเปนอยางสูง ในขั้นตอนนี้ เริ่มตนเราจะทํ าการจํ าลองโครงสราง (structural 
idealization) ตามการจัดวางองคอาคารของโครงสรางดังที่ไดมาจากขั้นตอนการวางแผน โดยใหมีการเชื่อมตอขององค
อาคารและการรองรับโครงสรางอยางเหมาะสมและพอเพียง จากนั้น คํ านวณหาขนาดของแรงกระทํ าและนํ้ าหนักบรรทุก 
(load) ที่คาดวาจะกระทํ าตอองคอาคารและโครงสราง โดยกํ าหนดใหมีคาอยางนอยที่สุดเทากับคาที่ไดถูกกํ าหนดอยูใน
มาตรฐานการออกแบบ (Design code) และขอกํ าหนดการออกแบบ (Design specification) ในพื้นที่ที่จะทํ าการกอสราง 
เชน ตามขอกํ าหนดของกรุงเทพมหานคร ในกรณีที่โครงสรางที่เรากํ าลังออกแบบอยูในเขตพื้นที่ของกรุงเทพมหานคร 
เปนตน และหาคาแรงที่เกิดขึ้นภายใน (Internal force) และการเปลี่ยนตํ าแหนง (displacement) ขององคอาคารและโครง
สราง
การออกแบบ

ในขั้นตอนนี้ เราจะทํ าการออกแบบหาขนาดรูปตัดและจุดเชื่อมตอ (connection) ขององคอาคารของโครงสราง 
โดยใชคาของแรงภายในที่คํ านวณไดจากขั้นตอนที่แลว โดยเราจะตองออกแบบองคอาคารและโครงสรางใหมีกํ าลัง 
(strength) มีเสถียรภาพ  (stability) และมีการแอนตัว (deflection) และการสั่น (vibration) ตามที่ไดกํ าหนดไวในมาตรฐาน
และขอกํ าหนดการออกแบบในพื้นที่นั้นๆ เชน ตามขอกํ าหนดของกรุงเทพมหานคร ในกรณีที่โครงสรางที่เรากํ าลังออกแบบ
อยูในเขตพื้นที่ของกรุงเทพมหานคร เปนตน

โดยทั่วไปแลว การวิเคราะหและการออกแบบควรจะมีการทํ าซํ้ าหลายครั้ง เพื่อใหไดขนาดของโครงสรางที่เหมาะ
สม และเพื่อตรวจสอบความถูกตองของผลการคํ านวณ
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การกอสราง
การกอสรางจะตองถูกตรวจสอบใหเปนไปตามที่ไดออกแบบไวมากที่สุดเทาที่จะเปนไปได และจะตองเปนไปตาม

แผนการกอสรางและแผนการจัดการการกอสรางที่ไดวางไว
1.2 ประเภทของโครงสราง (Classifications of Structures)

เนื่องจากโครงสรางในทางวิศวกรรมโยธามีความหลายหลายมาก ดังนั้น วิศวกรโครงสราง (Structural engineer) 
จะตองมีความรูและความเขาใจเกี่ยวกับรูปแบบตางๆ ของโครงสรางเปนอยางดี และสามารถที่จะแยกประเภทของโครง
สรางตามรูปแบบ (form) และการใชงาน (function) ของโครงสรางได
องคอาคารของโครงสราง (Structural Elements)

เราจะแบงประเภทขององคอาคารของโครงสรางไดดังตอไปนี้
Tie Rod และ Strut
tie rod เปนองคอาคารของโครงสรางที่ตานทานตอการกระทํ าของแรงภายนอกโดยการพัฒนาแรงดึง (tensile 

force) ขึ้นในองคอาคารของโครงสรางเทานั้น ยกตัวอยางเชน โครงขอหมุน ดังที่แสดงในรูปที่ 1-1 ภายใตการกระทํ าของแรง 
P  ที่จุด C  ชิ้นสวน AC  และ BC  ของโครงขอหมุนจะตานทานตอแรง P  ดวยการพัฒนาแรงดึงขึ้นในตัวของชิ้นสวน
ดังกลาว โดยทั่วไปแลว tie rod มักจะมีขนาดหนาตัดที่เล็กเมื่อเปรียบเทียบกับความยาว (slender) เนื่องจากแรงดึงจะทํ าให
เกิดการตึงตัวใน tie rod ซึ่งจะปองกันไมใหเกิดการโกงเดาะ (buckling) ขึ้นใน tie rod

รูปที่ 1-1

ในทางตรงกันขาม strut จะเปนองคอาคารของโครงสรางที่ตานทานตอการกระทํ าของแรงภายนอกโดยการพัฒนา
แรงกดอัด (compressive force) ขึ้นในองคอาคารของโครงสรางเทานั้น ยกตัวอยางเชน โครงขอหมุน ดังที่แสดงในรูปที่ 1-1 
เมื่อแรง P  มีทิศทางที่ตรงกันขามกับที่แสดงในรูป ชิ้นสวน AC  และ BC  จะตานทานตอแรง P  ดวยการพัฒนาแรงกด
อัดขึ้นในตัวของชิ้นสวนดังกลาว โดยทั่วไปแลว ถาแรงกดอัดที่เกิดขึ้นมีคาเทากับแรงดึงที่เกิดขึ้นแลว ชิ้นสวน AC  และ 
BC  ที่รับแรงกดอัดจะมีขนาดใหญกวาชิ้นสวน AC  และ BC  ที่รับแรงดึง เนื่องจากการโกงเดาะ (buckling) ที่จะเกิดขึ้น
ชิ้นสวนที่รับแรงกดอัด

คานเปนองคอาคารของโครงสรางที่มีลักษณะตรง วางอยูในแนวนอน และรองรับแรงหรือนํ้ าหนักบรรทุก (load) ใน
แนวดิ่งไปตามความยาวของคาน คานมักจะถูกออกแบบใหตานทานเฉพาะโมเมนตดัด (Bending moments) แตถาคาน
เปนคานที่ส้ันแลว เราอาจจะตองออกแบบคานโดยพิจารณาถึงแรงเฉือนดวย โดยทั่วไปแลว คานมักจะถูกเรียกตามลักษณะ
การรองรับของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 1.2

หนาตัดของคานเหล็กมักจะมีรูปรางดังที่แสดงในรูปที่ 1.3 เราเรียกคานแบบนี้วา Wide-flange beam ซึ่งเปนหนา
ตัดของคานที่ใชวัสดุอยางมีประสิทธิภาพ เพราะวาแรงภายในที่ปกบน (top flange) และปกลาง (bottom flange) ของคาน
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จะทํ าใหเกิดแรงคูควบ (couple) ซึ่งจะตานโมเมนต (Moment) M  ที่เกิดขึ้นจากแรงภายนอก และเอว (web) ของคานจะทํ า
หนาที่ตานแรงเฉือน (shear force) V  ที่เกิดขึ้น

คานคอนกรีต (concrete beam) มักจะมีหนาตัดเปนรูปส่ีเหลี่ยมผืนผาเพราะงายตอการกอสราง เนื่องจาก
คอนกรีตมีกํ าลังรับแรงดึง (tensile strength) ตํ่ า ประมาณ 10% ของกํ าลังรับแรงอัด (compressive strength) ดังนั้น คาน
คอนกรีตมักจะถูกเสริมโดยเหล็กเสริม (steel rebar) ในสวนของคานคอนกรีตที่รับแรงดึงและแรงเฉือน ดังเชนที่แสดงในรูปที่ 
1-4 ซึ่งเรียกวา คานคอนกรีตเสริมเหล็ก (reinforced concrete beam)

รูปที่ 1-2

รูปที่ 1-3

รูปที่ 1-4

เสา (Columns)
เสาเปนองคอาคารของโครงสรางที่อยูในแนวดิ่งและรองรับแรงอัดในแนวแกน (axial compressive loads) ที่ถาย

ลงมาจากพื้นหรือคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 1-5 เสาเหล็ก (steel columns) มักจะมีหนาตัดเปนทอกลมกลวง ทอเหลี่ยมกลวง 
หรือ wide-flange เสาที่ทํ าดวยคอนกรีต (reinforced concrete column) มักจะมีหนาตัดเปนรูปทรงกลมหรือรูปส่ีเหลี่ยม 
โดยสวนใหญแลว เสาจะถูกกระทํ าโดยแรงอัดในแนวแกนและโมเมนตดัดรวมกัน ดังที่แสดงในรูปที่ 1-5 เสาแบบนี้จะมีพฤติ
กรรมแบบ Beam-column
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รูปที่ 1-5
โครงสราง (Structures)

ระบบโครงสราง (structural system) เกิดจากการนํ าองคอาคารของโครงสรางตามที่ไดกลาวไปแลว และโครง
สรางตางๆ ที่จะกลาวถึงตอไปนี้มาประกอบเขาดวยกัน

โครงขอหมุน (Trusses)   
โครงขอหมุนเปนโครงสรางที่เหมาะสมในกรณีที่ระยะระหวางจุดรองรับ (span) ของโครงสรางมีความยาวมาก 

และความลึกหรือความสูงของโครงขอหมุนไมเปนปจจัยสํ าคัญในการออกแบบและกอสรางโครงขอหมุน โครงขอหมุนจะ
ประกอบดวยชิ้นสวนที่รองรับรับแรงดึงและแรงอัด ชิ้นสวนเหลานี้จะถูกจัดเรียงในลักษณะของสามเหลี่ยมตอเนื่องกันไป ซึ่ง
จะทํ าใหโครงขอหมุนมีพฤติกรรมเหมือนกับคานขนาดใหญ โดยที่โมเมนตดัดที่เกิดขึ้นในโครงขอหมุนจะถูกเปล่ียนเปนแรง
ดึงและแรงอัดในชิ้นสวนของโครงขอหมุน ในลักษณะที่แสดงในรูปที่ 1-6 ดังนั้น โครงขอหมุนจะใชวัสดุนอยกวาคานในการ
รองรับแรงกระทํ าที่มีขนาดเทากันและจะมีนํ้ าหนักเบากวาคาน

โครงขอหมุนถูกแบงออกเปน 2 รูปแบบใหญๆ คือ โครงขอหมุน 2 มิติ (planar truss) และโครงขอหมุน 3 มิติ  
(space truss) โดยที่ planar truss เปนโครงขอหมุนที่มีชิ้นสวนของโครงขอหมุนและแรงกระทํ าอยูในระนาบเดียวกัน และ
มักจะถูกใชเปนโครงสรางของสะพานและหลังคา สวน space truss จะเปนโครงขอหมุนที่มีชิ้นสวนและแรงกระทํ าวางอยูใน 
3 มิติ ซึ่งมักจะใชในโครงสรางจํ าพวก tower cranes และปนจั่น (derricks) โดยทั่วไปแลว โครงขอหมุนมักจะถูกใชเมื่อ 
span ของโครงสรางมีคาอยูระหวาง m 3  ถึง m 120

รูปที่ 1-6
Cables และ Arches
เคเบิล (cable) และโคงตั้ง (arch) เปนโครงสรางอีกรูปแบบหนึ่งที่มักจะถูกนํ ามาใชเมื่อโครงสรางมี span ที่ยาว

มากๆ cable เปนโครงสรางที่ดัดไปมาไดงาย (flexible) และรองรับแรงกระทํ าโดยการพัฒนาแรงดึงในตัว cable เพื่อตาน
แรงกระทํ าภายนอก ดังนั้น cable จะมีรูปรางตกทองชาง (sag) ดังที่แสดงในรูปที่ 1-7 cable มักจะถูกใชเพื่อรองรับสะพาน
และหลังคาอาคาร โดยทั่วไปแลว cable จะมีขอไดเปรียบเหนือคานและโครงขอหมุนเมื่อ span ของโครงสรางมีความยาว
มากกวา m 45  เพราะเมื่อ span มีความยาวเพิ่มขึ้น ราคาคากอสรางและความลึกของคานและโครงขอหมุนจะเพิ่มขึ้น
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อยางรวดเร็ว ซึ่งเปนการไมประหยัด อยางไรก็ตาม การใช cable นั้นจะถูกจํ ากัดโดยนํ้ าหนักของตัว cable และวิธีการยึด
เหนี่ยว (anchorage) cable เขากับฐานรองรับ

arch เปนโครงสรางที่มีความโคง (curvature) กลับดานกับเคเบิล ดังที่แสดงในรูปที่ 1-8 ดังนั้น arch จะตานทาน
แรงกระทํ าโดยการพัฒนาแรงอัด (compressive forces) ขึ้นภายในตัว arch เปนหลัก เนื่องจาก arch จะตองมีความแกรง 
(rigidity) เพื่อที่จะรักษารูปรางภายใตแรงกด ซึ่งจะกอใหเกิดแรงเฉือน (shear) และโมเมนตดัด (bending moment) ขึ้นภาย
ในตัว arch และเราจะตองพิจารณาแรงและโมเมนตดังกลาวในการออกแบบ arch โดยทั่วไปแลว arch มักจะถูกใชในโครง
สรางของสะพานและโครงหลังคาของ dome

           
รูปที่ 1-7 รูปที่ 1-8

Frame (โครงขอแข็ง)
โครงขอแข็ง (frames) มักจะถูกใชในอาคาร ซึ่งไดมาจากการนํ าคานและเสามาเชื่อมตอกันดวยขอตอแบบหมุด 

(pinned joint) หรือขอตอแข็ง (rigid joint) ดังรูปที่ 1-9
โครงขอแข็งมักจะถูกแบงยอยออกเปนโครงขอแข็ง 2 มิติ (planar frame) และโครงขอแข็ง 3 มิติ (space frame) 

แรงที่กระทํ าตอโครงขอแข็งจะกอใหเกิดการดัด (bending) บนคานและเสา ในกรณีที่โครงขอแข็งประกอบขึ้นจากคานและ
เสาโดยใชขอตอแข็ง (rigid joints) แลว โครงขอแข็งนั้นจะเปนโครงสรางแบบ indeterminate และกํ าลังรับแรงกระทํ าของ
โครงขอแข็งจะขึ้นอยูกับ moment interactions ระหวางคานกับเสาที่ขอตอแข็งนั้น ดังนั้น ในการที่จะทํ าใหโครงขอแข็งมีประ
สิทธิภาพดีขึ้นนั้น เราอาจจะตองลดขนาดของคานและเพิ่มขนาดของเสา

รูปที่ 1-9
Surface Structures
surface structures เปนโครงสรางที่มีพื้นผิวอยูใน 3 มิติและถูกสรางขึ้นโดยใชวัสดุที่มีขนาดบาง เมื่อเปรียบเทียบ

กับความกวางและความยาวของโครงสรางโดยรวม ดังที่แสดงในรูปที่ 1-10a ในกรณีที่วัสดุที่ใชอยูในรูปของ tent แลว โครง
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สรางนี้จะมีประพฤติกรรมแบบ membrane และจะตานทานแรงกระทํ าโดยแรงดึงเทานั้น เมื่อ surface structures ถูกสราง
ขึ้นดวยวัสดุที่แกรง ซึ่งจะอยูในรูปของ folded plate หรือ cylinder แลว โครงสรางนี้มักจะถูกเรียกวา Thin plates หรือ Thin 
shells ดังที่แสดงในรูปที่ 1-10b

(a.)

(b.)
รูปที่ 1-10

1.3  นํ้ าหนักบรรทุก (Loads)
นํ้ าหนักบรรทุกหรือ load ที่ใชในการออกแบบโครงสรางมักจะถูกกํ าหนดอยูในมาตรฐานหรือขอบัญญัติ (code) 

ตางๆ โดยทั่วไปแลว วิศวกรโครงสรางจะตองใช code อยู 2 ประเภทในการอางอิง คือ มาตรฐานอาคาร (building code) 
และมาตรฐานการออกแบบ (design code)

มาตรฐานอาคาร (building code) จะระบุขอกํ าหนดตางๆ ที่องคกรของรัฐบาลบัญญัติขึ้นมาเพื่อกํ าหนดคาตํ่ าสุด
ของแรงหรือนํ้ าหนักบรรทุกที่จะใชในการออกแบบโครงสราง (minimum design load) และมาตราฐานตํ่ าสุดที่จะใชในการ
กอสรางโครงสรางนั้น เชน ขอบัญญัติกรุงเทพมหานครของกรุงเทพมหานคร Uniform Building Code ของ International 
Conference of Building Officials และ American National Standard Building Code ของ American National 
Standard Institute (ANSI) เปนตน

มาตรฐานการออกแบบ (design code) จะกํ าหนดมาตรฐานของรายละเอียดทางเทคนิคในการออกแบบโครง
สราง เชน ขอบัญญัติกรุงเทพมหานครของกรุงเทพมหานคร มาตรฐาน ว.ส.ท. ของวิศวกรรมสถานแหงประเทศไทย 
Building Code Requirements for Reinforced Concrete ของ American Concrete Institute (ACI) Standard 
Specifications for Highway Bridges ของ American Association of State Highway and Transportation Officials 
(AASHTO) และ Manual of Steel Construction ของ American Institute of Steel Construction (AISC) เปนตน

อยางไรก็ตาม มาตรฐานเหลานี้เปนเฉพาะแนวทางที่ใชในการออกแบบโครงสรางเทานั้น ในกรณีที่มีความผิด
พลาดเกิดขึ้นในการออกแบบ ความรับผิดชอบทั้งหมดจะตกอยูกับวิศวกรผูวิเคราะหและออกแบบโครงสราง

ในการออกแบบโครงสราง เราจะเริ่มจากสวนของโครงสรางที่รับแรงโดยตรงกอน จากนั้น เราจะออกแบบสวนอื่นๆ 
ของโครงสรางที่ทํ าหนาที่รองรับสวนโครงสรางนั้นๆ เปนลํ าดับไป จนกระทั่งถึงฐานราก (foundation) ยกตัวอยางเชน ในการ
ออกแบบอาคาร เราจะออกแบบแผนพื้น (floor slab) เปนอันดับแรก แลวตามดวยคานที่รองรับแผนพื้น เสาที่รองรับคาน 
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และสุดทายที่ฐานราก ดังนั้น ในการที่จะออกแบบอาคาร เราจํ าเปนที่จะตองเริ่มจากการหาขนาดและทิศทางของแรงหรือนํ้ า
หนักบรรทุกที่กระทํ าอยูบนพื้นของอาคารกอน โดยปกติแลว โครงสรางมักจะถูกกระทํ าโดยแรงหรือนํ้ าหนักบรรทุกตางๆ ดังที่
จะไดกลาวตอไปนี้
นํ้ าหนักบรรทุกคงที่ (Dead Loads)

นํ้ าหนักบรรทุกคงที่หรือ dead loads  เปนนํ้ าหนักของโครงสรางหรือเปนนํ้ าหนักของวัตถุใดๆ ที่วางอยูบนโครง
สรางอยางถาวร  โดยปกติแลว นํ้ าหนักบรรทุกคงที่จะเปนนํ้ าหนักของเสา นํ้ าหนักคาน นํ้ าหนักแผนพื้น และนํ้ าหนักทอ
ระบายนํ้ า เปนตน เมื่อเราทราบชนิดของวัสดุและขนาดขององคอาคารแลว เราจะหานํ้ าหนักขององคอาคารไดจากคาความ
หนาแนนของวัสดุคูณกับขนาดขององคอาคาร ตารางที่ 1-1 แสดงคาตํ่ าสุดของนํ้ าหนักบรรทุกคงที่ที่จะใชในการออกแบบ  
(minimum design dead loads)

ตารางที่ 1-1 คาคาตํ่ าสุดของนํ้ าหนักบรรทุกคงที่ที่จะใชในการออกแบบโครงสราง
คอนกรีตเสริมเหล็ก 23.6 3kN/m

เหล็ก 77.0 3kN/m

อิฐ 18.9 3kN/m

ไม 6.0 3kN/m

ไมอัด 5.7 3kN/m

อลูมิเนียม 25.9 3kN/m

วัสดุมุงหลังคา 50-180 2N/m

โครงหลังคาไม 100-200 2N/m

ฝาเพดาน 140-250 2N/m

กํ าแพงอิฐมอญ 1.8-3.5 2kN/m

กํ าแพงอิฐบล็อก 1.0-2.0 2kN/m

กํ าแพงคอนกรีตบล็อก 1.0-2.4 2kN/m

ฝาไม ไมอัด รวมเครา 120-300 2N/m

พื้นไม รวมตง 300 2N/m
ตัวอยางที่ 1-1

จงหา dead load ของคานคอนกรีตเสริมเหล็ก ดังที่แสดงในรูปที่ 1-11

รูปที่ 1-11
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พิจารณาคานคอนกรีตเสริมเหล็ก เราจะหานํ้ าหนักของคานซึ่งเปน dead load ที่กระทํ าตอคานและมีการกระจาย
สม่ํ าเสมอตลอดความยาวของคานไดโดยการคํ านวณหาผลคูณของปริมาตรของคานตอความยาว 1 m ของคานและความ
หนาแนนของคอนกรีตเสริมเหล็ก

จากหนาตัดของคาน ปริมาตรของคานคอนกรีตเสริมเหล็กตอความยาว 1 m ของคานจะมีคาเทากับ
0.1 m (0.55 m )+0.15 m (0.40 m ) = 0.115 3m

ดังนั้น จากตารางที่ 1-1 นํ้ าหนักของคานตอความยาวคาน 1 m จะมีคาเทากับ
0.115 3m (23.6 3kN/m ) = 2.714 kN หรือ 0w  = 2.714 kN/m
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นํ้ าหนักบรรทุกจร (Live loads)
นํ้ าหนักบรรทุกจรหรือ live loads เปนนํ้ าหนักบรรทุกที่มีการเปลี่ยนแปลงทั้งขนาด (magnitude) และตํ าแหนง 

(location) ตามเวลา หรือเปนนํ้ าหนักของวัตถุใดๆ ที่วางอยูบนโครงสรางแบบชั่วคราวและแรงกระทํ าที่เกิดจากธรรมชาติ 
เชน แรงลมและแรงแผนดินไหว เปนตน เรา สามารถที่จะแบงนํ้ าหนักบรรทุกจรไดดังนี้

นํ้ าหนักบรรทุกจรบนอาคาร (Building loads)
นํ้ าหนักบรรทุกจรที่กระทํ าอยูบนพื้นของอาคาร (floor slab) จะถูกสมมุติใหมีการกระจายสมํ่ าเสมอและมีคาขึ้นอยู

กับลักษณะการใชงานของอาคาร ดังเชนที่แสดงไวในตารางที่ 1-2

ตารางที่ 1-2 คา minimum design live loads ที่มักใชในการออกแบบอาคาร
หลังคา 0.5 2kN/m

กันสาด 1.0 2kN/m

ที่พักอาศัย โรงเรียนอนุบาล หองนํ้ า หองสวม 1.5 2kN/m

อาคารชุด หอพัก โรงแรม 2.0 2kN/m

สํ านักงาน ธนาคาร 2.5 2kN/m

อาคารพาณิชย มหาวิทยาลัย วิทยาลัย โรงเรียน 3.0 2kN/m
หองโถง บันได ทางเดินของอาคารชุด หอพัก โรงแรม

โรงพยาบาล สํ านักงาน และธนาคาร 3.0 2kN/m
หางสรรพสินคา โรงมหรสพ หอประชุม ภัตตาคาร

และที่จอดหรือเก็บรถยนตนั่ง 4.0 2kN/m
หองโถง บันได ทางเดินของอาคารพาณิชย 

มหาวิทยาลัย วิทยาลัย และโรงเรียน 4.0 2kN/m
คลังสินคา พิพิธภัณฑ อัฒจันทร โรงงานอุตสาหกรรม

โรงพิมพ หองเก็บเอกสารและพัสดุ 5.0 2kN/m
หองโถง บันได ทางเดินของหางสรรพสินคา โรงมหรสพ 

หอประชุม ภัตตาคาร และหอสมุด 5.0 2kN/m

หองเก็บหนังสือของหอสมุด 6.0 2kN/m

ที่จอดหรือเก็บรถยนตบรรทุกเปลา และรถอื่นๆ 8.0 2kN/m

นอกจากคาตํ่ าสุดของนํ้ าหนักบรรทุกจรแบบกระจายสมํ่ าเสมอแลว ในโครงสรางบางประเภทเชนลานจอดรถ เรา
จะตองพิจารณาคานํ้ าหนักบรรทุกจรแบบจุด (minimum concentrated live loads) ดวย เชน นํ้ าหนักของรถยนต เปนตน 
เพื่อหาตํ าแหนงของนํ้ าหนักบรรทุกจรที่จะกอใหเกิดหนวยแรงสูงสุดบนพื้นอาคาร

ในโครงสรางตางๆ ยกเวน โรงมหรสพ หอประชุม หอสมุด พิพิธภัณฑ อัฒจันทร คลังสินคา โรงงานอุตสาหกรรม 
อาคารจอดรถยนตหรือเก็บรถยนต ขอบัญญัติกรุงเทพมหานคร พ.ศ. 2522 กํ าหนดใหมีการลดคาตํ่ าสุดของนํ้ าหนักบรรทุก
จรแบบกระจายสมํ่ าเสมอที่กระทํ าอยูบนพื้น เพื่อใชในการคํ านวณหานํ้ าหนักที่ถายลงเสาและฐานราก เนื่องจากความนาจะ
เปนที่นํ้ าหนักบรรทุกจรที่กํ าหนดจะกระทํ าตลอดทั้งพื้นของโครงสรางในเวลาเดียวกันนั้นมีนอยมาก ดังตารางที่ 1-3

ANSI A58.1-1982 อนุญาตใหลดขนาดของคาตํ่ าสุดของนํ้ าหนักบรรทุกจรแบบกระจายสมํ่ าเสมอบนองคอาคารที่
มีพื้นที่อิทธิพล (influence area) เทากับ 2ft 400  หรือมากกวาจากสมการ
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เมื่อ L =  คาของนํ้ าหนักบรรทุกจรที่ลดลง
Lo =  คาของนํ้ าหนักบรรทุกจรตามมาตรฐานการออกแบบของ ANSI
Af =  คาพื้นที่อิทธิพล ซึ่งมีคาเทากับ 4 เทาของพื้นประสิทธิผลที่รองรับนํ้ าหนักบรรทุก (effective load-carrying 

floor area) ของเสา และ 2 เทาของพื้นประสิทธิผลที่รองรับนํ้ าหนักบรรทุกของคาน
คา L  นี้จะถูกจํ ากัดไมใหมีคานอยกวา 50% ของ Lo  สํ าหรับองคอาคารที่รองรับพื้นเพียง 1 ชั้นและจะไมใหนอย

กวา 40% ของ Lo สํ าหรับองคอาคารที่รองรับมากกวา 1 ชั้น การลดลงของนํ้ าหนักบรรทุกจรแบบกระจายสมํ่ าเสมอนี้จะไม
อนุญาตใหกระทํ าในอาคารสาธารณะ อาคารที่จอดรถ และหลังคา

ตารางที่ 1-3
หลังคาหรือดาดฟา ลดลงไดรอยละ 0
ชั้นที่ 1 ถัดจากหลังคาหรือดาดฟา ลดลงไดรอยละ 0
ชั้นที่ 2 ถัดจากหลังคาหรือดาดฟา ลดลงไดรอยละ 0
ชั้นที่ 3 ถัดจากหลังคาหรือดาดฟา ลดลงไดรอยละ 10
ชั้นที่ 4 ถัดจากหลังคาหรือดาดฟา ลดลงไดรอยละ 20
ชั้นที่ 5 ถัดจากหลังคาหรือดาดฟา ลดลงไดรอยละ 30
ชั้นที่ 6 ถัดจากหลังคาหรือดาดฟา ลดลงไดรอยละ 40
ชั้นที่ 7 ถัดจากหลังคาหรือดาดฟา และชั้นตอลงไป ลดลงไดรอยละ 50

นํ้ าหนักบรรทุกจรบนสะพาน (Bridge Loads)
มาตรฐานสะพานบนทางหลวง (Standard Specifications for Highway Bridges) ของ American Association 

of State Highway and Transportation Officials (AASHTO) ประเทศสหรัฐอเมริกา ไดกํ าหนดนํ้ าหนักบรรทุกจรของรถ
บรรทุกที่จะใชในการออกแบบสะพาน โดยใชคานํ้ าหนักลอ (wheel loads) และระยะหางของลอของรถบรรทุก ดังที่แสดงใน
รูปที่ 1-12 และเราจะคํ านวณหาคาหนวยแรงสูงสุดจากนํ้ าหนักบรรทุกจร (maximum live-load stress) ในองคอาคารตาง ๆ 
ของสะพานไดโดยการวางนํ้ าหนักลอรถในสวนที่วิกฤติที่สุดของสะพาน

รูปที่ 1-12
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เนื่องจากพื้นของสะพานหรือคอสะพานมักจะมีความขรุขระ ซึ่งทํ าใหยวดยานที่วิ่งผานมีการกระโดดและกระแทก
กับพื้นของสะพาน ซึ่งกอใหเกิดแรงกระแทก (impact loads) กระทํ าตอสะพาน ดังนั้น  ในการออกแบบสวนโครงสรางของ
สะพานนั้น AASHTO ไดกํ าหนดสมการที่จะใชในการคํ านวณหาแรงกระแทกนี้ ซึ่งมีคาเปนเปอรเซ็นที่นํ้ าหนักบรรทุกจรควร
จะมีคาเพิ่มขึ้นเนื่องจากแรงกระแทก ซึ่งถูกเรียกวาเศษสวนของแรงกระแทก (impact fraction) หรือ I  โดยที่

I
L

=
+
50

125
  แตไมมากกวา 0.3

เมื่อ L  เปนความยาวของ spans ที่ถูกกระทํ าโดยนํ้ าหนักบรรทุกจรมีหนวยเปน foot   
แรงลม (Wind  Loads)
เมื่อโครงสรางขวางทางการเคลื่อนที่ของลม พลังงานจลน (Kinetic energy) ของลมจะถูกแปลงเปนพลังงานศักย 

(potential energy) ซึ่งกอใหเกิดแรงลม (wind loads) กระทํ ากับโครงสรางนั้น แรงลมจะขึ้นอยูกับความหนาแนน (density) 
และความเร็ว (velocity) ของอากาศ มุมที่ลมกระทํ ากับโครงสราง รูปรางและความแกรง (stiffness) ของโครงสราง และ
ความหยาบของผิวของโครงสราง กรุงเทพมหานครไดออกขอบัญญัติกรุงเทพมหานคร พ.ศ. 2522 สํ าหรับใชคํ านวณออก
แบบโครงอาคารเนื่องจากแรงลมดังตอไปนี้

แรงลมสํ าหรับสวนของอาคาร
- ที่สูงไมเกิน 10 เมตร 0.5 2kN/m

- ที่สูงกวา 10 เมตร แตไมเกิน 20 เมตร 0.8 2kN/m

- ที่สูงกวา 20 เมตร แตไมเกิน 40 เมตร 1.2 2kN/m

- ที่สูงกวา 40 เมตร 1.6 2kN/m

โดยทั่วไปแลว เราสามารถที่จะคํ านวณหาคาของแรงลมไดโดยใชวิธีสถิตย (static) หรือวิธีจลน (dynamic) ในวิธี 
static นั้น ความดันของลมที่เปล่ียนแปลงไปมาซึ่งเกิดจากการพัดของลมจะถูกประมาณจากความดันของลมเฉลี่ย (Mean 
wind pressure) ซึ่งกระทํ าอยูทางดานที่ลมกระทํ า (windward) และดานทายลม (leeward) ของโครงสราง ความดันของลม 
q นี้จะถูกหามาไดโดยใชสมการของพลังงานจลนของลมในรูป

q v=
1
2

2ρ  

เมื่อ ρ  =  ความหนาแนนของอากาศ =  33slug/ft10376.2 −× หรือ 3kg/m 1.2244=

v   =  ความเร็วลม (miles/ ชั่วโมง หรือ กิโลเมตร/ชั่วโมง)
หลังจากที่เราแปลงหนวยตาง ๆ เราจะไดวา

2)]mph([00256.0(psf) vq =
22 )]km/h([04724.0)(N/m vq =

22 )]km/h([004816.0)(kg/m vq =  (1-2)
เมื่อ q เปนความดันของลมที่กระทํ าอยูบนพื้นที่เรียบและตั้งฉากกับทิศทางของความเร็วลม โดยทั่วไปแลว ในประเทศสหรัฐ
อเมริกา ความเร็วลมที่ 100 mph  หรือ 160 km/h มักจะถูกนํ ามาใชในการออกแบบโครงสรางที่มีความสูงนอยๆ (low-
rise structure) อยางไรก็ตาม คาความเร็วลมที่ถูกตองจะขึ้นอยูกับลักษณะภูมิประเทศและสิ่งแวดลอมรอบโครงสรางและ
ความสูงของโครงสรางจากพื้นดิน

ระดับความสูงของโครงสรางจากพื้นดินนั้นมีความสํ าคัญมากในการคาหาความดันลมโดยวิธีนี้ เนื่องจากวา
ความเร็วลมจะมีคาสูงขึ้น เมื่อระดับความสูงจากพื้นดินมีคามากขึ้น ดังนั้น ตึกที่สูงกวาจะถูกกระทํ าโดยความดันลมที่มีคา



เอกสารประกอบการสอนวิชาทฤษฎีโครงสราง Theory of Structures เรียบเรียงโดย ผศ.ดร. สิทธิชัย แสงอาทิตย SUT 1-12

มากกวาตึกที่เตี้ยกวา หลังจากที่เราทราบคาความดันของลมเฉลี่ยแลว เราจะคูณคาความดันของลมเฉลี่ยนั้นดวยคา
สัมประสิทธิ์ตางๆ เพื่อหาคาความดันลมที่จะใชในการออกแบบ p  โดยคาสัมประสิทธิ์เหลานี้จะประกอบดวย

1. คาสัมประสิทธิ์ความสูงของโครงสราง ลักษณะที่ตั้งของโครงสราง (exposure) และการกระโชกของลม (wind 
gust) eC

2. คาสัมประสิทธิ์ความสํ าคัญของโครงสราง wI
3. คาสัมประสิทธิ์ของความดันลม (pressure coefficient) เนื่องจากจากรูปรางของโครงสราง qC

สุดทาย คาความดันลม p  ที่ไดจะถูกคูณดวยระยะระหวางโครงสรางหลักที่ใชรับแรงลม เพื่อเปล่ียนหรือถายคาความดันลม
มาเปนแรงลมที่กระทํ าตอโครงสรางนั้น
ตัวอยางที่ 1-2

จงหาแรงลมที่กระทํ าตอโครงสรางของโรงงานผลิตอิฐบล็อค ซึ่งมีแบบแปลนของโครงสรางหลักที่ใชตานทานตอ
แรงลม ดังที่แสดงในรูปที่ 1-13 ตามมาตรฐานของ Uniform Building Code กํ าหนดให

1. โรงงานนี้ตั้งอยูในเขตพื้นที่นิคมอุตสาหกรรมในเขตจังหวัดนครราชสีมา โดยที่พื้นที่รอบโรงงานนี้เปนทุงโลง 
ลอมรอบดวยโรงงานอุตสาหกรรมอีกจํ านวนหนึ่งที่มีความสูงใกลเคียงกัน

2. จากขอมูลของกรมอุตุนิยมวิทยาและแผนที่แบงเขตความเร็วลม (Wind-zone map) กํ าหนดใหความเร็วลม
ในเขตพื้นที่ดังกลาวมีคาเทากับ 160 km/h

รูปที่ 1-13

การคํ านวณหาคาแรงลมที่กระทํ าตอโครงสรางของโรงงานผลิตอิฐบล็อคตามมาตรฐานของ Uniform Building
Code มีขั้นตอนดังตอไปนี้

1. คํ านวณหาคาความดันลม (wind pressure) เนื่องจากลมกระทํ าตอโครงสรางดวยความเร็ว 160 km/h

q  = 0.04724 (160)2= 1.21 2kN/m
2. หาคาสัมประสิทธิ์ eC  ซึ่งเปนคาสัมประสิทธิ์ที่รวมถึงความสูงของโครงสราง (height) ลักษณะที่ตั้งของโครง

สราง (exposure) และการกระโชกของลม (wind gust) จากตารางที่ 1-14 จากแบบแปลนของโครงสรางที่ใหมา ความสูง
เฉล่ียของหนาจั่วของโครงสรางของโรงงานผลิตอิฐบล็อคมีคาเทากับ (7+4)/2 = 5.5 m  และจากรูปที่ 1-14 ลักษณะที่ตั้ง
ของโครงสรางถูกจัดอยูใน Exposure C  ดังนั้น เราจะไดวา

ระดับความสูงเฉลี่ยเหนือพื้นดิน = 4.6 m , คาสัมประสิทธิ์ eC  = 1.06
ระดับความสูงเฉลี่ยเหนือพื้นดิน = 6.0 m , คาสัมประสิทธิ์ eC  = 1.13
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ความแตกตางของความสูงเฉลี่ย = 6.0-4.6 = 1.4 m
ความแตกตางของคาสัมประสิทธิ์ eC  = 1.13-1.06 = 0.07

ดังนั้น เมื่อระดับความสูงเฉลี่ยเหนือพื้นดิน = 5.5 m แลว
eC  = 1.06+0.07(0.9)/1.4 = 1.105

รูปที่ 1-14

ตารางที่ 1-4 คาสัมประสิทธิ์ eC

ระดับความสูงเฉลี่ยเหนือพื้นดิน ( m ) Exposure D Exposure C Exposure B
0-4.6 1.39 1.06 0.62
6.0 1.45 1.13 0.67
7.6 1.50 1.19 0.72
9.1 1.54 1.23 0.76
12.2 1.62 1.31 0.84
18.3 1.73 1.43 0.95
24.4 1.81 1.53 1.04
30.5 1.88 1.61 1.13
36.6 1.93 1.67 1.20
48.8 2.02 1.79 1.31
61.0 2.10 1.87 1.42
91.4 2.23 2.05 1.63

122.0 2.34 2.19 1.80

3. หาคาสัมประสิทธิ์ wI  ซึ่งเปนคาสัมประสิทธิ์ที่แสดงถึงความสํ าคัญของโครงสราง (importance factor) จาก
ตารางที่ 1-5 เนื่องจากโรงงานที่เราพิจารณาอยูเปนโรงงานผลิตอิฐบล็อค ซึ่งในขั้นตอนการผลิตไมไดใชวัตถุดิบที่เปน
อันตราย ดังนั้น wI = 1.0

ตารางที่ 1-5 คาสัมประสิทธิ์ wI

ลักษณะการใชงาน Importance factor
I. Essential facilities 1.15
II. Hazardous facilities 1.15
III. Special occupancy structures 1.00
IV. Standard occupancy structures 1.00
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4. หาคาสัมประสิทธิ์ qC  ซึ่งเปนคาสัมประสิทธิ์ของความดันลม (pressure coefficient) จากลักษณะและรูปราง
ของโครงสรางหลักของโรงงานผลิตอิฐบล็อคที่ตานทานลม จากตารางที่ 1-6 เราจะหาคาสัมประสิทธิ์ qC  ของผนังและหลัง
คาของโครงสรางไดดังตอไปนี้

สวนของโครงสราง คาสัมประสิทธิ์ qC ทิศทางที่แรงลมกระทํ า
ผนังดานรับลม 0.8 inward
ผนังดานทายลม 0.5 outward
หลังคาดานรับลม 0.4 inward
หลังคาดานทายลม 0.7 outward

ตารางที่ 1-6 คาสัมประสิทธิ์ qC  ของโครงสรางหลักที่ใชตานแรงลม
รายละเอียดของโครงสราง คาสัมประสิทธิ์ qC

ผนัง
          - ผนังดานรับลม (Windward wall)
          - ผนังดานทายลม (Leeward wall)

0.8 inward
0.5 outward

หลังคา
     ลมพัดในทิศทางตั้งฉากกับแนวสันหลังคา (Ridge)
          - หลังคาดานทายลม (Leeward roof) หรือหลังคา
             แบบแบนราบ (Flat roof)
          - หลังคาดานรับลม (Windward roof)
                   ความชันหลังคานอยกวา 1:6
                   ความชันหลังคามีคา 1:6 แตนอยกวา 3:4

                   ความชันหลังคามีคา 3:4 ถึง 1:1
                   ความชันหลังคามีคามากกวา 1:1
     ลมพัดในทิศทางขนานกับแนวสันหลังคา (Ridge) และ
     แบบแบนราบ (Flat roof)

0.7 outward

0.7 outward
0.9 outward หรือ
0.3 inward
0.4 inward
0.7 inward

0.7 outward

5. คํ านวณหาคาความดันลมที่กระทํ าบนผนังและหลังคาของโครงสราง p  จากสมการ
qICCp wqe=

สวนของโครงสราง คาความดันลม p  ( 2kN/m ) ทิศทางที่แรงลมกระทํ า
ผนังดานรับลม p  = 1.105x0.8 x1.0 x1.21 = 1.07 2kN/m inward
ผนังดานทายลม p  = 1.105x0.5x1.0x1.21 = 0.67 2kN/m outward
หลังคาดานรับลม p  = 1.105x0.4x1.0x1.21 = 0.53 2kN/m inward
หลังคาดานทายลม p  = 1.105x0.7x1.0x1.21 = 0.94 2kN/m outward
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6. คํ านวณหาคาของแรงลมที่กระทํ าบนโครงสรางหลักของโรงงานผลิตอิฐบล็อค โดยการคูณคาความดันลม p
ดวยระยะหางระหวางโครงสรางหลัก ซึ่งมีคาเทากับ 6 m  (สมมุติให การถายแรงจากผนังและหลังคาลงสูโครงสรางเปน
การถายแรงแบบทางเดียว) และสุดทาย เราสามารถที่จะเขียนการกระทํ าของแรงไดดังที่แสดงในรูปที่ 1-15

สวนของโครงสราง คาแรงลม ( kN/m ) ทิศทางที่แรงลมกระทํ า
ผนังดานรับลม p  = 1.07 2kN/m (6 m ) = 6.42 kN/m inward
ผนังดานทายลม p  =  0.67 2kN/m (6 m ) = 4.02 kN/m outward
หลังคาดานรับลม p  = 0.53 2kN/m (6 m ) = 3.18 kN/m inward
หลังคาดานทายลม p  = 0.94 2kN/m (6 m ) = 5.64 kN/m outward

รูปที่ 1-15

ในกรณีของอาคารสูง (high-rise building) หรือมีรูปรางที่มีการตอบสนองตอแรงลมที่รุนแรง หรืออยูในพื้นที่ที่มี
ลมพัดรุนแรงมากแลว วิธีหาแรงลมแบบ dynamic จะถูกนํ ามาใช โดยการใชอุโมงคลม (wind-tunnel) ในการทดสอบแบบ
จํ าลองยอ  (scaled model) ของอาคารและสิ่งกอสรางที่ตั้งอยูรอบๆ อาคาร โดยที่ความดันของลมที่กระทํ าตอแบบจํ าลอง
จะหามาไดจากอุปกรณวัดความดัน (pressure transducer) ที่ติดอยูบนแบบจํ าลอง นอกจากนั้นแลว ถาแบบจํ าลองมี
ความแกรงเปนสัดสวนกับความแกรงของอาคารแลว คาการโกงตัวของอาคารก็จะสามารถหามาไดจากการทดสอบนี้
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แรงเนื่องจากแผนดินไหว (Earthquake Loads)
แผนดินไหวกอใหเกิดแรงกระทํ าตอโครงสรางโดยการกระทํ าตอกัน (interaction) ของการเคลื่อนที่ของพื้นดิน 

(ground motion) และการตอบสนองของโครงสราง โดยที่ขนาดของแรงเนื่องจากแผนดินไหวจะขึ้นอยูกับขนาดและชนิด
ของความเรงของพื้นดิน (ground acceleration) และมวลและความแกรง (stiffness) ของโครงสราง

รูปที่ 1-16

พิจารณาแบบจํ าลองของอาคารชั้นเดียว ดังที่แสดงในรูปที่ 1-16 โดยที่ block  1m  เปนมวลรวม (lumped mass) 
ของหลังคาและ 1k  เปนความแกรงรวม (lumped stiffness) ของเสา ในชวงที่เกิดแผนดินไหว พื้นดินจะเกิดการสั่นทั้งใน
แนวดิ่งและแนวนอน การเคลื่อนที่ในแนวดิ่งมักจะมีคานอยมากและมักจะไมนํ ามาคิดในการออกแบบ ความเรงในแนวนอน 

)(tys&&  จะทํ าใหเกิดแรงเฉือน (Shear force) ขึ้นในเสาของอาคารซึ่งจะกอใหเกิดการเคลื่อนที่ 1y  ของ block อยางตอเนื่อง
ไปกับพื้นดิน ถาเสามีความแกรงสูงและ block มีมวลนอยแลว คาบของการสั่นของ block จะส้ันและ block จะมีความเรง
และการเคลื่อนที่เกือบเทากับพื้นดิน ซึ่งจะทํ าใหคาความแตกตางของการเปลี่ยนตํ าแหนงของ block กับพื้นดินที่นอยมาก 
และหนวยแรงที่เกิดขึ้นในองคอาคารจะมีคานอย แตในทางกลับกัน ถาเสามีความความแกรงนอยและ block มีมวลที่มาก
แลว การเคลื่อนที่เนื่องจากแผนดินไหวจะกอใหเกิดความเรงบนตัว block เพียงเล็กนอย แตจะกอใหเกิดการเปลี่ยนตํ าแหนง
สัมพัทธระหวาง block กับพื้นดินที่มีคามาก ซึ่งจะทํ าใหเกิดหนวยแรงที่มีคาสูงมากบนโครงสรางและอาจจะทํ าใหโครงสราง
เกิดความเสียหายหรือพังทลายลงมาได

ในทางปฏิบัติ ความเรง ความเร็ว และการเปลี่ยนตํ าแหนงที่เกิดขึ้น จะสามารถหามาไดในรูปของกราฟแสดงการ
ตอบสนองตอแผนดินไหว (earthquake response spectrum) หลังจากที่ไดกราฟนี้มาแลว เราจะสามารถคํ านวณหาแรง
เนื่องจากแผนดินไหวไดโดยใชทฤษฎีของ structural dynamics การวิเคราะหนี้จะคอนขางยุงยากและใชเวลานาน ปกติจะ
กระทํ าโดยใช computer

โดยทั่วไปแลว การออกแบบโครงสรางเพื่อตานทานตอแผนดินไหว (earthquake design) จะกระทํ าเมื่อโครงสราง
มีขนาดใหญ หรือเปนโครงสรางที่ตั้งอยูในพื้นที่ที่มีการเกิดแผนดินไหวบอยครั้ง หรือในอาคารสูง หรือใน nuclear power 
plant ในประเทศสหรัฐอเมริกา การตรวจสอบวาโครงสรางนั้นจะตองออกแบบใหตานทานตอแผนดินไหวขนาดเทาใดจะทํ า
ไดโดยการตรวจสอบจาก seismic map ใน ANSI A 58.1-1982 สํ าหรับโครงสรางขนาดเล็ก การวิเคราะหหาแรงเนื่องจาก
แผนดินไหวจะกระทํ าไดโดยวิธีสถิตย (static) วิธีการนี้จะเปนการประมาณคาแรงเนื่องจากแผนดินไหวใหอยูในรูปของแรง
แบบสถิตย (static loads) กระทํ าตอโครงสรางทางดานขาง เชน ANSI A58.1-1992 ไดกํ าหนดสมการที่จะใชในการคํ านวณ
หาคาแรงเฉือนที่เกิดขึ้นที่ฐานราก (base shear ) ของโครงสรางเนื่องจากแผนดินไหวอยูในรูป

V ZIKCSW= (1-3)
โดยที่คา factor ตางๆ เหลานี้จะหาไดจากตารางใน ANSI code ซึ่ง

Z     ขึ้นอยูกับ earthquake zone
I ขึ้นอยูกับ ความสํ าคัญของอาคารในแงของการใชงาน
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K ขึ้นอยูกับ รูปรางของโครงสรางของอาคาร
C ขึ้นอยูกับ vibrational characteristics ของโครงสรางของอาคาร
S ขึ้นอยูกับ ชนิดของดินที่รองรับโครงสราง
W ขึ้นอยูกับ นํ้ าหนักของโครงสราง

แรงดันนํ้ าสถิตยและแรงดันของดิน(Hydrostatic and Soil Pressure)
เมื่อโครงสรางถูกใชในการกักเก็บนํ้ าหรือกันดินแลว แรงดันที่เกิดจากวัสดุเหลานี้จะตองนํ ามาพิจารณาในการออก

แบบดวย ตัวอยางของโครงสรางเหลานั้นประกอบดวย ถังนํ้ า เขื่อน และกํ าแพงกันดิน (retaining wall) แรงดันเหลานี้จะหา
มาไดโดยใชหลักทาง hydrostatic และกลศาสตรของดิน

แรงอื่นๆ
ยังมีนํ้ าหนักบรรทุกจรชนิดอื่นๆ ที่ตองนํ ามาพิจารณาในการออกแบบโครงสราง ซึ่งขึ้นอยูกับที่ตั้งและการใชงาน

ของโครงสราง ซึ่งประกอบไปดวยแรงที่เกิดจากการระเบิด การเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิ และการทรุดตัวที่ไมเทากันของฐานราก 
เปนตน
Load Combinations

โดยปกติแลว ในการออกแบบโครงสรางเราจะใหโครงสรางถูกกระทํ าโดยผลรวมของแรงและนํ้ าหนักบรรทุกตางๆ 
ที่ถูกกํ าหนดไวในมาตรฐานการออกแบบ เพื่อที่จะหาคาแรงวิกฤติและใกลเคียงกับความเปนจริงที่สุดที่กระทํ าอยูบนโครง
สราง โดยรูปแบบการรวมของแรงตางๆ จะพิจารณาจากความเปนไปไดที่แรงเหลานั้นจะกระทํ าตอโครงสรางในเวลาเดียว
กัน ซึ่งถูกกํ าหนดใหอยูในรูปของ load factor ตัวอยางตอไปนี้เปน load combinations ที่ไดกลาวถึงไวในมาตรฐานการออก
แบบตางๆ โดยกํ าหนดให D  = Dead load L  = Live load W  = Wind load  และ E = Earthquake load
Load and Resistance Factor Design (LRFD) หรือ Ultimate Strength Design (USD)
ในกรณีของโครงอาคารคอนกรีตเสริมเหล็ก

1.) 1.4D  + 1.7 L
2.) 0.75 [1.4D  + 1.7 L  + 1.7W ]
3.) 0.9D  + 1.3W
4.) 1.4D  + 1.7 L  + 1.7(soil pressure)
5.) 0.75 [1.4D  + 1.7(temperature load) + 1.7 L ]
6.) 1.4(D  + temperature load)

ในกรณีของโครงอาคารเหล็ก
1.) 1.4D
2.) 1.2D  + 1.6 L  + 0.5(roof live load)
3.) 1.2D  + 0.5 L  (หรือ 0.8W ) + 1.6(roof live load)
4.) 1.2D  + 0.5 L  + 0.5(roof live load) + 1.3W
5.) 1.2D  + 0.5 L  + 1.5E
6.) 0.9D  -1.3W  (หรือ 1.5E )

Allowable Stress Design (ASD)
1.) D  + L  + [roof live load]
2.) D  + L  + [W  หรือ E ]
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บทที่ 2
การวิเคราะหโครงสราง Statically Determinate

2.1 การสรางแบบจํ าลองเพ่ือใชในการวิเคราะหและออกแบบโครงสราง
การวิเคราะหและออกแบบโครงสรางมีความไมเที่ยงตรงแมนยํ าเนื่องจาก
1. ทฤษฏีที่ใชในการวิเคราะหและออกแบบโครงสรางจะขึ้นอยู กับสมมุติฐานตางๆ เกี่ยวกับพฤติกรรม

(behavior) และคุณสมบัติทางกล (mechanical properties) ของวัสดุและโครงสราง ซึ่งมักจะแตกตางจาก
พฤติกรรมและคุณสมบัติทางกลของวัสดุและโครงสรางที่เกิดขึ้นจริง เพื่อทํ าใหการวิเคราะหและออกแบบ
โครงสรางมีความงายขึ้น ยกตัวอยางเชน ในการวิเคราะหและออกแบบคานคอนกรีตเสริมเหล็ก เรามักจะ
สมมุติใหคอนกรีตเสริมเหล็กมีคาโมดูลัสยืดหยุน E  (modulus of elasticity) ที่คงที่ตลอดความยาวคาน แต
เนื่องจากวา ในความเปนจริงแลว เรามักจะเสริมเหล็กที่หนาตัดตางๆ ไมเทากันตามคาของหนวยแรง 
(stress) ที่เกิดขึ้นที่หนาตัดนั้นๆ ของคาน เปนตน

2. ขนาด ตํ าแหนง และรูปแบบของแรงและนํ้ าหนักบรรทุกที่กระทํ าตอโครงสรางมีการแปรเปลี่ยนไปมาตลอด
เวลาและมีคาไมคงที่

3. ปจจัยอื่นๆ เชน จุดรองรับ จุดเชื่อมตอ ขนาดหนาตัดของโครงสราง เปนตน ที่มักจะมีความแตกตางจากที่ได
สมมุติไวเมื่อตอนทํ าการวิเคราะหและออกแบบโครงสราง

ในบางกรณี ผลที่ไดจากการวิเคราะหโครงสรางจะแตกตางจากที่เกิดขึ้นในโครงสรางจริงคอนขางมาก ดังนั้น เรา
จํ าเปนที่จะตองทราบวิธีการจํ าลองโครงสรางที่ถูกตองและเหมาะสม เพื่อที่ผลลัพธที่ไดจากการวิเคราะหมีคาใกลเคียงกับ
การตอบสนองจริงของโครงสรางจริงมากที่สุด และนํ าไปใชไดในทางปฏิบัติ
แบบจํ าลองของจุดเช่ือมตอและจุดรองรับ (Idealized Connections และ Supports)

แบบจํ าลองของจุดเชื่อมตอและจุดรองรับขององคอาคารของโครงสรางที่มักจะใชในการสรางแบบจํ าลองของ
โครงสรางมีอยู 4 แบบคือ

- จุดตอหมุด (pined joint)
- จุดตอยึดแนน (rigid joint)
- จุดรองรับหมุด (Pinned support)
- จุดรองรับยึดแนน (Fixed support)

ซึ่งการเลือกใชนั้นจะขึ้นอยูกับลักษณะและการใชงานของโครงสราง ดังที่แสดงในรูปที่ 2-1
องคอาคารที่ถูกเชื่อมตอโดยจุดตอหมุดและจุดรองรับหมุดจะมีการหมุนสัมพัทธซึ่งกันและกันเกิดขึ้นไดบางเล็ก

นอย ซึ่งเรามักจะพบจุดตอและจุดรองรับหมุดในโครงสรางเหล็ก (Steel structure) และโครงสรางไม แตสํ าหรับองคอาคาร
ที่ถูกเชื่อมตอโดยจุดตอยึดแนนและจุดรองรับยึดแนนแลว องคอาคารที่ถูกเชื่อมตอจะไมมีการหมุนสัมพัทธระหวางองค
อาคารเกิดขึ้นเลย ซึ่งมักจะพบในโครงสรางคอนกรีตเสริมเหล็ก

ไวในการวิเคราะหโครงสราง เราจะตองทราบวาแบบจํ าลองที่ใชมีความใกลเคียงกับการตอบสนองจริงของโครง
สรางอยางไร และเพียงใด โดยทั่วไปแลว จุดรองรับและจุดตอหมุดในโครงสรางมักจะมีพฤติกรรมที่แตกตางไปจากพฤติ
กรรมของจุดรองรับและจุดตอหมุดที่ไดสมมุติไวในการวิเคราะหโครงสราง แตจะมีความแกรง (Stiffness) ในการตานทาน
โมเมนตดัดอยูบาง เนื่องจากความเสียดทาน (Friction) ที่จุดรองรับหรือจุดตอและพฤติกรรมของวัสดุที่ใชทํ าจุดรองรับหรือ
จุดตอนั้น นอกจากนั้นแลว จุดตอและจุดรองรับแบบยึดแนนในโครงสรางก็ไมเปนไปตามที่สมมุติไวดวย เนื่องจากจุดเชื่อม
ตอดังกลาวยังคงมีการใหตัวไดอยูบาง ภายใตแรงกระทํ า
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รูปที่ 2-1

ตารางที่ 2-1 แสดงสัญลักษณของจุดตอหรือจุดรองรับชนิดตางๆ ที่มักพบในโครงสราง โดยที่จุดตอหรือจุดรองรับ
ดังกลาวจะมีแรงปฏิกริยา (reaction) กระทํ าตอองคอาคารในลักษณะตางๆ ขึ้นอยูกับการที่จุดตอหรือจุดรองรับปองกันไม
ใหเกิดการเปลี่ยนตํ าแหนง (Displacements) ขององคอาคารอยางไร

ตารางที่ 2-1
ชนิดของจุดตอหรือจุดรองรับ สัญลักษณ แรงปฏิกริยา



เอกสารประกอบการสอนวิชาทฤษฎีโครงสราง Theory of Structures เรียบเรียงโดย ผศ.ดร. สิทธิชัย แสงอาทิตย SUT 2-3

- ถาจุดรองรับหรือจุดตอปองกันการเลื่อน (Translation) ขององคอาคารในทิศทางใด จุดรองรับหรือจุดตอนั้น
จะทํ าใหเกิดแรงปฎิกริยากระทํ ากับองคอาคารในทิศทางนั้น

- ถาจุดรองรับหรือจุดตอปองกันการหมุนขององคอาคารในทิศทางใด จุดรองรับหรือจุดตอนั้นจะทํ าใหเกิด
โมเมนตดัด (Bending moment) กระทํ ากับองคอาคารในทิศทางนั้น

ยกตัวอยางเชน หมุด (Pin) จะปองกันไมใหมีการเลื่อนในทิศทางใดๆ ดังนั้น หมุดจะทํ าใหเกิดแรงปฏิกริยา xF
และ yF  กระทํ าตอองคอาคาร และจุดรองรับยึดแนน (Fixed support) จะปองกันไมใหเกิดการเลื่อนและหมุนขององค
อาคารในทุกทิศทาง ดังนั้น จุดรองรับนี้จะทํ าใหเกิดแรงปฏิกริยา Fx , Fy  และโมเมนตดัด M  กระทํ าตอองคอาคาร

เราควรที่จะทราบไวดวยวา ในจุดรองรับหรือจุดตอหมุดในโครงสรางจริงนั้น แรงปฏิกริยาที่เกิดขึ้นที่จุดเชื่อมตอซึ่ง
ถายผานมาจากองคอาคารจะมีลักษณะเปนแรงแผกระจาย (distributed loads) ดังที่แสดงในรูปที่ 2-2 แตเนื่องจากวาพื้น
ที่ผิวที่แรงกระทํ ามีขนาดเล็กมากเมื่อเทียบกับพื้นที่ผิวทั้งหมดขององคอาคาร ดังนั้น เราจะจํ าลองแรงปฏิกริยาใหเปนแรง
เปนจุดได

รูปที่ 2-2
แบบจํ าลองของโครงสราง

พิจารณาโครงสรางของปนจั่นแขนยื่น (Jib crane) ดังที่แสดงในรูปที่ 2-3a ในการวิเคราะหโครงสรางนี้ เราจะไม
พิจารณาความลึกของคานและเสา และรายละเอียดของ trolley เราจะสมมุติใหจุดรองรับที่ A  เปนจุดรองรับยึดแนนและ
ใหจุดตอที่ B  เปนจุดตอแข็ง (Rigid joint) ดังนั้น แบบจํ าลองของโครงสรางดังกลาวจะมีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ 2-3b 
หลังจากที่เราทํ าการวิเคราะหแบบจํ าลองของโครงสรางแลว ผลที่ไดจะถูกนํ าไปออกแบบโครงสรางของปนจั่นแขนยื่น

รูปที่ 2-3

คาน (Beam) และคานขนาดใหญ (Girder) มักจะใชในการรองรับพื้นของอาคาร girder จะเปนองคอาคารหลักที่
รองรับแรงที่ถายมาจากพื้นผานทางคาน รูปที่ 2-4a แสดงแบบจํ าลองของแผนพื้น (Floor slab) ซึ่งถูกรองรับโดยตง (Joists) 
ที่ระยะทุกๆ 2 เมตรและตงจะถูกรองรับโดย girder AB  และ CD  ในการวิเคราะหโครงสรางนี้ เราจะสมมุติใหจุดรองรับที่
ปลายดานหนึ่งของตงเปนจุดรองรับหมุด และจุดรองรับที่ปลายอีกดานหนึ่งเปน roller นอกจากนั้นแลว ใหปลายดานหนึ่ง
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ของ girder เชื่อมตอกับเสาเปนแบบหมุด และที่ปลายอีกดานหนึ่งเชื่อมตอกับเสาเปนแบบ roller ดังนั้น เราจะเขียนรูป top 
view ของโครงสรางตามรูปที่ 2-4a ไดตามที่แสดงในรูปที่ 2-4b

รูปที่ 2-4

ถาคานเปนคานคอนกรีตเสริมเหล็กแบบหลอในที่  (Cast-in-place reinforced concrete beam) ดังที่แสดงในรูป
ที่ 2-5a การเชื่อมตอหรือรองรับของคานและเสาจะเปนแบบยึดแนนและเราจะเขียนรูป top view ของโครงสรางนี้ไดดังที่
แสดงในรูปที่2-5b

รูปที่ 2-5
การถายแรงบนโครงสราง (Tributary Loadings)

นํ้ าหนักบรรทุกที่กระทํ าอยูบนโครงสรางมักจะถูกถายจากองคอาคารหนึ่งไปยังองคอาคารอื่นๆ กอนที่จะถูกถาย
ลงสูพื้นดินที่รองรับอาคาร ยกตัวอยางเชน นํ้ าหนักบรรทุกที่กระทํ าอยูบนแผนพื้นจะถูกถายลงสูคาน จากคานสูเสา และ
จากเสาลงสูฐานราก เปนตน นอกจากนั้นแลว เรามักจะวิเคราะหและออกแบบโครงสรางโดยการแยกองคอาคารตางๆ ของ
โครงสรางออกเปนชิ้นๆ ยกตัวอยางเชน ในการวิเคราะหและออกแบบคาน เราจะพิจารณาแยกคานออกจากพื้นและเสา 
เปนตน ดังนั้น ในการวิเคราะหและออกแบบโครงสราง เราจะเริ่มจากการคํ านวณหาแรงและนํ้ าหนักบรรทุกที่กระทํ าบนแต
ละองคอาคารของโครงสรางกอน จากนั้น ทํ าการถายแรงและนํ้ าหนักบรรทุกจากองคคารหนึ่งไปยังองคอาคารอื่นๆ โดยเรา
จะตองทราบถึงลักษณะการถายแรงและนํ้ าหนักบรรทุกจากองคคารหนึ่งไปยังองคอาคารอื่นๆ วาเปนอยางไรดวย
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โดยทั่วไปแลว การถายแรงที่กลาวถึงจะเปนการสงถายแรงปฏิกริยาที่เกิดขึ้นที่องคอารคารนั้นไปยังองคอาคาร
อื่นๆ ยกตัวอยางเชน แรงปฏิกริยาของพื้นจะถายลงสูคาน ที่จุดเชื่อมตอของพื้นและคาน และแรงปฏิกริยาของคานจะถูก
ถายลงสูเสา ที่จุดเชื่อมตอของคานและเสา  เปนตน

การถายแรงจากพื้นลงสูคานจะขึ้นอยูกับลักษณะของพื้น วัสดุที่ใชทํ าพื้นและคาน และวิธีการกอสราง โดยทั่วไป 
การถายแรงดังกลาวจะถูกแบงออกไดเปน 2 แบบคือ

1. การถายแรงทางเดียว (One-way action)
2. การถายแรงสองทาง (Two-way action)

การถายแรงทางเดียว (One-Way Action)

รูปที่2-6

พิจารณาพื้นของอาคาร ดังที่แสดงในรูปที่2-6a ซึ่งถูกรองรับโดยคาน AB  คาน CD  และคาน EF  นํ้ าหนัก
บรรทุกที่กระทํ าบนแผนพื้นจะถายลงสูคานดังกลาวในลักษณะการถายแรงทางเดียว (One-way action) และเราจะเรียก
พื้นลักษณะนี้วา แผนพื้นทางเดียว (One-way slab) นอกจากนั้นแลว จากรูป เราจะเห็นวา แรงปฏิกริยาของ คาน AB
คาน CD  และคาน EF  จะถายลงสู girder AE  และ BF  ซึ่งรองรับคานดังกลาวอยู และแรงปฏิกริยาของ girder 
AE  และ BF  จะถายลงสูเสาที่รองรับ girder เหลานั้น

กํ าหนดใหแรงที่กระทํ าอยูบนพื้นเปนแรงแผกระจายสมํ่ าเสมอ (uniformly distributed load) และมีขนาดเทากับ 
2kN/m 0.50  ดังนั้น เราจะสามารถทํ าการถายแรงกระทํ าจากพื้นไปยังองคอาคารของโครงสรางไดดังตัวอยางตอไปนี้

1. คาน CD  จะรองรับแรงที่ถายจากพื้นโดยมีพื้นที่ถายแรง (tributary area) ดังที่แสดงโดยสีทึบในรูปที่ 2-6b 
และแรงนี้จะมีลักษณะเปนแรงกระจายสมํ่ าเสมอที่มีขนาด ( 2kN/m 0.50 )( m 2 ) = kN/m 1.0  ดังที่
แสดงในรูปที่ 2-6c

2. แรงปฏิกริยาของคาน CD  ขนาด kN 2.0  จะถายลงที่กึ่งกลาง span ของ girder AE  และ BF  ในรูป
แบบแรงกระทํ าเปนจุด (Concentrated load) ดังที่แสดงในรูปที่ 2-6d
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3. แรงปฏิกริยาของคาน CD  ขนาด kN 2.0 และแรงปฏิกริยาของคาน AB  และคาน EF  ขนาด 
kN 0.1  จะกระทํ าตอ girder AE  ดังที่แสดงในรูปที่ 2-6d และจะทํ าใหเกิดแรงปฏิกริยา kN 2.0  ถายลง

สูเสาที่จุด A   และ E
รูปแบบอื่นๆ ของแผนพื้นทางเดียวที่เราพบเห็นโดยทั่วไปคือ พื้นทีท่ํ าดวยพื้นคอนกรีตสํ าเร็จรูปอัดแรง พื้น

คอนกรีตเสริมเหล็กทางเดียว (One-way reinforcement) และพื้นคอนกรีตที่หลออยูบน corrugated metal deck

รูปที่ 2-7

ในทางกลับกัน ถาพื้นคอนกรีตมีการเสริมเหล็กสองทิศทาง (Two-way reinforcement) แลว ลักษณะการถายแรง
จากพื้นลงสูองคอาคารที่รองรับพื้นอาจจะเปนแบบทางเดียวหรือสองทางก็ได ขึ้นอยูกับอัตราสวนของความกวางตอความ
ยาวของพื้น ยกตัวอยางเชน พื้น ตามรูปที่ 2-7 ถาอัตราสวนของ L2  ตอ L1  มีคามากกวาหรือเทากับ 2 แลว พื้นจะมีพฤติ
กกรมแบบแผนพื้นทางเดียว เพราะวาเมื่อ L1  มีคาลดลงแลว คาน AB  คาน CD  และคาน EF  จะมีความแกรงเพิ่ม
ขึ้นในการที่จะรับแรงที่ถายลงมาจากพื้น
การถายแรงสองทาง (Two-Way Action)

รูปที่ 2-8

ตามรูปที่ 2-7 เมื่ออัตราสวน 12 / LL < 2 แลว พื้นจะถายแรงกระทํ าไปยังคานและ girders ในลักษณะสองทิศ
ทาง พื้นนี้มักจะถูกเรียกวาแผนพื้นสองทาง  (Two-way slab) ดังเชนที่แสดงในรูปที่ 2-8a ซึ่งเปนโครงสรางคอนกรีตเสริม
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เหล็กที่มีอัตราสวน L L2 1/  = 1.5 พื้นที่ถายแรงของคาน AB  และคาน CD  จะหาไดจากการลากเสนตรงทํ ามุม 45 o

กับแนวคาน AB  และคาน CD  ตามลํ าดับ จนไปตัดกับเสนที่ลากผานกึ่งกลางของคาน AC  และคาน BD  ดังที่แสดง
ในรูป ซึ่งพื้นที่ถายแรงของคาน AB  และคาน CD  จะเปนรูปส่ีเหลี่ยมคางหมู และพื้นที่ถายแรงของคาน AC  และคาน 
BD  จะเปนรูปสามเหลี่ยม กํ าหนดใหแรงที่กระทํ าตอพื้นมีการกระจายสมํ่ าเสมอและมีคาเทากับ 2kN/m 0.50  ดังนั้น 
คาสูงสุดของแรงกระจายที่กระทํ าอยูบนคานจะมีคาเทากับ ( 2kN/m 0.50 )( m 2 ) = kN/m 1.0  รูปที่12-8b และ 12-
8c แสดงแบบจํ าลองของคาน AB  และคาน AC  ตามลํ าดับ
2.2 หลักการ Superposition (Principle of Superposition)

หลักการ superposition เปนหลักการที่มีความสํ าคัญมากในการวิเคราะหโครงสราง ซึ่งทฤษฎีและวิธีวิเคราะห
โครงสรางหลายทฤษฏีถูกพัฒนาขึ้นมาโดยใชหลักการนี้เปนพื้นฐาน หลักการ superposition กลาววา

"คาการเปล่ียนตํ าแหนง (displacement) หรือคาหนวยแรง (stress) ลัพธที่จุดใดจุดหนึ่งบนโครงสราง 
เนื่องจากนํ้ าหนักบรรทุกและแรงกระทํ าสามารถหาไดจากการรวมทางพีชคณิตของคาการเปล่ียนตํ าแหนงหรือ
คาหนวยแรงที่เกิดขึ้นจากแรงแตละแรงและนํ้ าหนักบรรทุกแตละนํ้ าหนักบรรทุกที่กระทํ าอยูบนโครงสรางนั้น"

หลักการ superposition จะใชไดเมื่อ
1. วัสดุที่ใชทํ าโครงสรางจะตองมีพฤติกรรมอยูในชวง linear elastic ซึ่งในชวงนี้นํ้ าหนักบรรทุกหรือแรง

กระทํ าจะแปรผันโดยตรงกับคาการเปลี่ยนตํ าแหนงและคาหนวยแรงที่เกิดขึ้นในตัววัสดุ เชน ในกรณีของแทง
เหล็กที่ถูกกระทํ าโดยแรงดึง P  หนวยแรงตั้งฉากที่เกิดขึ้นที่จุดกึ่งกลางแทงเหล็กจะมีคาเทากับ σ  = 
P A/  (σ  α P ) เมื่อ A  เปนพื้นที่หนาตัดของแทงเหล็ก และการยืดตัวที่ปลายของแทงเหล็กจะมีคาเทา
กับ δ  = PL AE/  (δ  α P ) เมื่อ L  เปนความยาวของแทงเหล็กและ E  เปนโมดูลัสยืดหยุน 
(Modulus of elasticity) ของเหล็ก

2. การเปลี่ยนแปลงรูปรางของโครงสรางจะตองมีคานอยมาก เมื่อโครงสรางถูกกระทํ าโดยนํ้ าหนักบรรทุก
และแรงกระทํ า เพราะวาเมื่อคาการเปลี่ยนตํ าแหนงมีคามากแลว ตํ าแหนงและทิศทางของแรงกระทํ าจะ
เปล่ียนไปจากเดิม ซึ่งทํ าใหผลรวมที่เกิดจากแรงกระทํ าตางๆ ที่กระทํ าแยกกันมีคาไมเทากับผลที่เกิดจากแรง
กระทํ าตางๆ ที่กระทํ าพรอมกัน ดังที่แสดงในรูปที่ 2-9 เราจะเห็นวาคาโมเมนตดัด (Bending moment) ที่เกิด
ขึ้นที่จุดรองรับยึดแนนขณะที่แรง P  กระทํ า จะมีคาไมเทากับคาโมเมนตดัดของผลรวมของแรง P1  และ 
P2  ซึ่ง PPP =+ 21  เมื่อ P1  และ P2  ทํ าให span ของคานเปลี่ยนจาก d  เปน d1  และ d2  ตาม
ลํ าดับ ( P d ≠ P1 d1 + P2 d2  เนื่องจาก d ≠  d1 + d2 )

รูปที่ 2-9
2.3 สมการความสมดุล (Equations of Equilibrium)

จากวิชากลศาสตรวิศวกรรม (engineering mechanics) เราทราบมาแลววา โครงสรางจะอยูในสมดุล 
(equilibrium) เมื่อโครงสรางนั้นมีดุลภาพของแรง (balance of force) และดุลภาพของโมเมนต (balance of moment)

ดุลภาพของแรงจะปองกันการเคลื่อนที่ของโครงสรางอยางมีความเรง (acceleration) หรือ F∑ = 0 และดุล
ภาพของโมเมนตจะปองกันการหมุนของโครงสรางรอบจุด o  ใดๆ หรือ Mo∑ = 0
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โดยทั่วไปแลว สมการความสมดุล (equations of equilibrium) ของโครงสรางจะเขียนอยูในระบบแกนตั้งฉาก 
Cartesian  (orthogonal Cartesian coordinate) ใน 3 มิติ ซึ่งมีแกนเปน x , y , และ z  หรือ

Fx∑ = 0 Fy∑ = 0 Fz∑ = 0
M x∑ = 0 M y∑ = 0 M z∑ = 0 (2-1)

แตโดยสวนใหญแลว โครงสรางและแรงกระทํ ามักจะอยูในระนาบเดียวกัน (coplanar) ซึ่งสมการความสมดุลจะ
ลดรูปลงเปน

Fx∑ = 0 Fy∑ = 0
Mo∑ = 0   (2-2)

เมื่อ Fx∑  และ Fy∑  เปนผลรวมทางพีชคณิตขององคประกอบของแรงในแนวแกน x  และแนวแกน y  ตามลํ าดับ 
และ Mo∑  เปนผลรวมทางพีชคณิตของโมเมนตขององคประกอบของแรงเหลานั้น รอบแกนซึ่งตั้งฉากกับระนาบ 
x y−  (แกน z ) ที่ผานจุด o  ใดๆ

ในการใชสมการความสมดุลเพื่อหาแรงปฏิกริยาที่จุดใดๆ บนโครงสรางนั้น จะมีขั้นตอนการหาดังตอไปนี้
1. เราจะเขียนแผนภาพ free body diagram ของโครงสราง โดยการแยกโครงสรางใหเปนอิสระจากจุดรองรับ
2. เขียนทิศทางและสัญลักษณของแรงปฏิกริยาและโมเมนตที่จะเกิดขึ้นลงที่จุดรองรับนั้น
3. ใชสมการความสมดุลหาแรงและโมเมนตปฏิกริยา
โดยใชหลักการเดียวกัน เราจะหาแรงและโมเมนตภายในโครงสรางที่จุดใดๆ ไดโดยใชวิธี method of sections ดัง

นี้
1. ตัดโครงสรางออกเปนสองสวนที่จุดที่เราตองการหาแรงและโมเมนตภายใน โดยใหแนวตัดตั้งฉากกับแนว

แกนของโครงสราง
2. เขียนแผนภาพ free body diagram ของชิ้นสวนเหลานั้น
3. ใชสมการความสมดุลหาแรงและโมเมนตภายใน
โดยทั่วไปแลว แรงและโมเมนตภายในที่หนาตัดของโครงสรางใน 2 มิติจะประกอบไปดวย แรงตั้งฉาก N (normal 

force) แรงเฉือน V (shear force) และโมเมนตดัด M  (bending moment) โดยเราจะกํ าหนดใหมีทิศทางที่เปนบวก ดังที่
แสดงในรูปที่ 2-10

รูปที่ 2-10
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2.4 Determinacy และ Stability
Determinacy

เราทราบมาแลวจากวิชากลศาสตรวิศวกรรมวา สมการความสมดุลเปนเงื่อนไขที่จํ าเปนและเพียงพอตอความสม
ดุลของโครงสราง เมื่อเราสามารถหาแรงและโมเมนตที่ไมทราบคาในโครงสรางไดโดยการใชสมการความสมดุลเพียงอยาง
เดียวแลว โครงสรางดังกลาวจะถูกเรียกวา Statically determinate structures แตถาโครงสรางมีแรงและโมเมนตที่ไมทราบ
คามากกวาจํ านวนของสมการความสมดุลแลว โครงสรางดังกลาวจะถูกเรียกวา Statically indeterminate structures

โดยทั่วไปแลว การที่จะหาวาโครงสรางเปน statically determinate หรือ statically indeterminate นั้น เราจํ าเปน
ตองเขียนแผนภาพ free body diagram ขององคอาคาร (ทั้งหมดหรือเพียงบางสวน เทาที่เห็นวาจํ าเปน) ของโครงสรางนั้น 
แลวทํ าการเปรียบเทียบจํ านวนของแรงและโมเมนตปฏิกริยาที่ไมทราบคาทั้งหมดกับจํ านวนของสมการความสมดุลของ
โครงสรางทั้งหมดที่มีอยู ในกรณีของโครงสรางในระนาบเดียวกัน (coplanar structures) แตละองคอาคารของโครงสราง
จะมีสมการความสมดุลไดมากที่สุด 3 สมการ ดังนั้น ถาให n  เปนจํ านวนขององคอาคารในโครงสรางและ r  เปนจํ านวน
ขององคประกอบของแรงและโมเมนตปฏิกริยาแลว

r  = 3 n Statically determinate
r  > 3 n Statically indeterminate

ถาโครงสรางเปน statically indeterminate แลว เราจะหาสมการเพิ่มเติมที่จะนํ ามาหาแรงและโมเมนตปฏิกริยาที่
ไมทราบคาไดโดยการใชสมการแสดงความสัมพันธระหวางแรงและการเปลี่ยนตํ าแหนงที่จุดตางๆ บนโครงสราง สมการนี้
มักถูกเรียกวาสมการความสอดคลอง (compatibility equations) ซึ่งจะตองมีจํ านวนเทากับ degree of indeterminacy 
ของโครงสรางนั้น
ตัวอยางที่ 2-1

r  = 3 n =1 r  = 3 n Statically determinate beam

r  = 6 n =1 r  > 3 n Statically indeterminate beam with 3 degrees
of indeterminacy

r  = 7 n =2 r  > 3 n Statically indeterminate structure with 1
degrees of indeterminacy
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r  = 3 n =1 r  = 3 n Statically determinate frame

r  = 12 n =2 r  > 3 n Statically indeterminate frame with 6 degrees
of indeterminacy
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เสถียรภาพ (Stability) ของโครงสราง
ในการที่โครงสรางจะอยูในความสมดุลนั้น นอกจากโครงสรางจะตองมีความสอดคลองกับเงื่อนไขของสมการ

ความสมดุลแลว โครงสรางนั้นจะตองถูกรองรับและถูกยึดรั้งเขากับโครงสรางอื่นๆ หรือฐานรากอยางเหมาะสมและเพียงพอ 
เพื่อทํ าใหโครงสรางมีเสถียรภาพ

การรองรับและการยึดรั้ง (constraints) โครงสรางที่ไมเหมาะสมสามารถแบงไดเปน 2 แบบคือ
การยึดโครงสรางอยางไมเพียงพอ  (Partial constraint)
การยึดโครงสรางอยางไมเพียงพอเปนการที่โครงสรางมีแรงและโมเมนตปฏิกริยานอยกวาสมการความสมดุล ดัง

ตัวอยางที่แสดงในรูปที่ 2-11 เมื่อพิจารณาแผนภาพ free body diagram ของโครงสรางดังกลาว เราจะเห็นวา Fx∑ ≠

0 ดังนั้น โครงสรางจึงไมอยูในสมดุลในแนวแกนนอน

รูปที่ 2-11

การยึดโครงสรางอยางไมเหมาะสม (Improper constraint)
การยึดโครงสรางอยางไมเหมาะสมเปนการที่โครงสรางมีแรงและโมเมนตปฏิกริยาที่ไมทราบคาเทากับจํ านวนสม

การความสมดุล แตโครงสรางขาดเสถียรภาพ ดังที่แสดงในรูปที่ 2-12 จากแผนภาพ free body diagram ของคาน เราจะ
เห็นวา Mo∑ = Pd  ≠ 0 ซึ่งทํ าใหเกิดการหมุนของคานรอบจุด o

รูปที่ 2-12

อีกกรณีหนึ่งของการยึดโครงสรางอยางไมเหมาะสมคือ การที่โครงสรางมีแรงปฏิกริยาที่ขนานกันทั้งหมด ดังที่
แสดงในรูปที่ 2-13 เมื่อแรง P  กระทํ าตอคานในรูป เราจะเห็นไดวา Fx∑ ≠  0

ดังนั้น เราจะสรุปไดวา ในกรณีของโครงสรางในระนาบเดียวกัน ถากํ าหนดให n  เปนจํ านวนขององคอาคารใน
โครงสราง และ r  เปนจํ านวนขององคประกอบของแรงและโมเมนตปฏิกริยาที่ไมทราบคาแลว
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r  < 3 n  unstable
r  ≥  3 n unstable ถาโครงสรางนั้นมีแรงปฏิกริยาที่ขนานกันทั้งหมด หรือมีแนวของแรงปฏิ

กริยาทั้งหมดตัดรวมกันที่จุดๆ หนึ่ง หรือถาโครงสรางมีรูปแบบที่พังทลายได

รูปที่ 2-13
2.5 การใชสมการความสมดุล (Application of the Equations of Equilibrium)

โครงสรางที่จะพิจารณาตอไปนี้ จะเปนโครงสรางแบบ statically determinate และมีเสถียรภาพ ขั้นตอนในการ
หาคาแรงและโมเมนตปฏิกริยาที่จุดรองรับของโครงสราง และที่จุดเชื่อมตอขององคอาคารของโครงสราง จะแบงออกไดเปน 
2 ขั้นตอนใหญๆ คือ เขียนแผนภาพ free body diagram และใชสมการความสมดุล
ตัวอยางที่ 2-2

จงหาคาของแรงปฏิกริยาที่จุดรองรับ A  และ C  และ Internal hinge ที่จุด B  ของโครงสรางของอาคารซึ่งถู
กระทํ าโดยแรงลม (wind load) ตามที่แสดงในรูปที่ 2-14a

(a)
รูปที่ 2-14

จากการตรวจสอบโครงสรางของอาคาร เราจะเห็นไดวา โครงสรางนี้ประกอบดวยสวนของโครงสราง 2 สวนคือ 
ADB  และ BEC  ดังที่แสดงในรูปที่ 2-14b โดยที่จุดรองรับ A  และ C  และจุดตอ (joint) ที่ B  เปนจุดรองรับและจุด
ตอแบบหมุด (pin) ดังนั้น จากรูปที่ 2-14b โครงสรางนี้จึงมีแรงปฏิกริยาที่ไมทราบคาทั้งหมด 6 คาคือ

- แรงปฏิกริยา xA  และ yA ที่จุดรองรับ A
- แรงปฏิกริยาภายใน xB  และ yB  ที่จุดตอ B
- แรงปฏิกริยา xC  และ yC  ที่จุดรองรับ C
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เนื่องจากโครงสรางประกอบดวยสวนของโครงสราง 2 สวน ดังนั้น เราจึงมีสมการความสมดุลที่จะใชในการ
คํ านวณหาแรงปฏิกริยาที่ไมทราบคาทั้งหมดเทากับ 2(3) = 6 สมการ และเนื่องจากจํ านวนของสมการความสมดุลมีจํ านวน
เทากับแรงปฏิกริยาที่ไมทราบคา ดังนั้น โครงสรางนี้จึงเปนโครงสรางแบบ statically determinate

(b)

(c)

พิจารณาแผนภาพ free body diagram ของโครงสราง ดังที่แสดงในรูปที่ 12-14c เราจะหาคาแรงปฏิกริยา yA
และ yC  ไดดังนี้
+ ;0=∑ AM (25.68+16.08)2+(15.90+28.20)( o13.53cos )5.5+15.90( o13.53sin )2

-28.20( o13.53sin )6- yC (8) = 0

yC = 14.89 kN

+↑∑ = ;0yF - yA -15.90( o13.53sin )+28.20( o13.53sin )+14.89 = 0

yA  =  24.73 kN
พิจารณาแผนภาพ free body diagram ของสวน ADB  ที่แสดงในรูปที่ 12-14b เพื่อหาแรงปฏิกริยา xA  xB

และ yB
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+ ;0=∑ BM xA (7)-24.73(4)-25.68(5)-15.9(2.5) = 0

xA  = 38.15 kN
→+∑ = ;0xF -38.15+25.68+15.90 o13.53cos - xB  = 0

xB  = -2.93 kN
เครื่องหมายลบแสดงวาทิศทางของแรงปฏิกริยา xB  ที่เราสมมุติมีทิศทางตรงกันขามกับที่เกิดขึ้นจริง

+↑∑ = ;0yF -24.73-15.90 o13.53sin + yB =0

yB = 37.45 kN
พิจารณา free body diagram ของสวน BEC  ที่แสดงในรูปที่ 12-14b เพื่อหาแรงปฏิกริยา xC

→+∑ = ;0xF - xC +16.08+28.20 o13.53cos -2.93= 0

xC =30.07 kN
เราควรที่จะทราบดวยวา เราสามารถที่จะหาคาของแรงปฏิกริยาที่ไมทราบคาดังกลาวได โดยการหาคาของแรงป

ฏิกริยาภายใน xB  และ yB  ที่จุดรองรับ B  กอน ซึ่งจะทํ าไดโดยการใชสมการความสมดุลของโมเมนตบนสวน AB  โดย
ใหผลรวมของโมเมนตรอบจุดรองรับ A  มีคาเปนศูนยและใชสมการความสมดุลของโมเมนตบนสวน BC โดยใหผลรวม
ของโมเมนตรอบจุดรองรับ C  มีคาเปนศูนย จากนั้น ทํ าการแกสมการหาคาของ xB  และ yB  สุดทาย ใชสมการความสม
ดุลของแรงบนสวน AB  และ BC  หาคาแรงปฏิกริยาที่เหลือ
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บทที่ 3 
การวิเคราะหโครงขอหมุนแบบ Statically Determinate 

3.1 รูปแบบของโครงขอหมุน (Types of Trusses) 
 โครงขอหมุน (truss) เปนโครงสรางที่ไดมาจากการนําชิ้นสวนที่ตรงและมีขนาดหนาตัดที่เล็กเมื่อเทียบกับความ
ยาวหลายๆ ชิ้นมาเชื่อมตอกันที่ปลายในรูปแบบที่เปนสามเหลี่ยม เพื่อใหไดมาซึ่งโครงสรางที่มีน้ําหนักเบา แกรง และมี
เสถียรภาพ ดังตัวอยางที่แสดงในรูปที่ 3-1a การเชื่อมตอดังกลาวมักจะทําโดยใชสลักเกลียว (bolting) หรือการเชื่อม 
(welding) เขากับแผนประกับ (gusset plates) ดังที่แสดงตามรูปที่ 3-1b หรือโดยใชสลักเกลียวหรือการเชื่อมปลายของ
ชิ้นสวนดังกลาวเขาดวยกันโดยตรง ดังที่แสดงตามรูปที่ 3-1c โดยทั่วไปแลว แรงภายนอกจะกระทําตอโครงขอหมุนที่
จุดเชื่อมตอดังกลาวเทานั้น 
 

 
รูปที่ 3-1 

โครงขอหมุนรองรับหลังคา (Roof Truss) 
 roof truss เปนโครงขอหมุนที่ใชในการรองรับหลังคา ดังตัวอยางที่แสดงในรูปที่ 3-2 ตามรูป แรงที่กระทําบนแผน
มุงหลังคาจะถายลงมาที่จุดตอของโครงขอหมุนโดยผานทางแป (purlin) roof truss มักจะถูกรองรับโดยเสาหรือกําแพง 
roof truss ที่ถูกรองรับโดยเสามักจะถูกเรียกวา Bent ซึ่งมักจะถูกออกแบบใหมีความแกรง (rigidity) สูง เพื่อตานทานตอ
แรงกระทําที่มีทิศทางขนานไปกับ bent เชน แรงลม เปนตน ชองวางระหวาง bent สองอันมักจะถูกเรียกวาชวงเสา (bay) 
ซึ่งชวงเสาควรจะมีระยะประมาณ 4.5 เมตร เมื่อ roof truss มี span ประมาณ 18 เมตร และมีระยะประมาณ 6 เมตร เมื่อ 
roof truss มี span ประมาณ 30 เมตร โดยปกติแลว bent ที่อยูติดกันมักจะถูกยึดติดกันดวยค้ํายันแบบทแยง (diagonal 
bracing) เพื่อจะทําใหโครงสรางมีความแข็งแกรงมากขึ้นในการตานทานแรงกระทําที่มีทิศทางตั้งฉากกับ bent 
 

 
รูปที่ 3-2 

 

 ในการเลือกรูปแบบของ roof truss นั้น เราจะตองพิจารณาจากความยาวของ span ของหลังคา ความชัน 
(slope) ของหลังคา และชนิดของวัสดุที่ใชมุงหลังคา รูปที่ 3-3 แสดงรูปแบบตางๆ ของ roof truss รูปที่ 3-3 a ถึง 3-3c เปน 
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Howe และ Pratt truss ซึ่ง เหมาะกับหลังคาที่มีระยะระหวางเสา (span) ประมาณ 18-30 เมตร แตถา span ยาวกวานี้ 
Fink truss ตามรูปที่ 3-3f มักจะถูกนํามาใช ถาหลังคามีความชันนอย Warren truss ตามรูปที่ 3-3d มักจะถูกนํามาใช 
Sawtooth truss ตามรูปที่ 3-3e เหมาะสําหรับอาคารที่ตองการแสงสวางเขาสูอาคารโดยตรง Arched truss ตามรูปที่ 3-3g 
เหมาะสําหรับอาคารที่สูงและมี span ที่กวางมาก เชน gymnasium เปนตน 
 

 
 

รูปที่ 3-3 

โครงขอหมุนรองรับพ้ืนสะพาน (Bridge Truss) 
 

 
 

รูปที่ 3-4 
 

รูปที่ 3-4 แสดงตัวอยางของ bridge truss เราจะเห็นไดวา แรงที่กระทําบนพื้นของสะพาน (bridge deck) จะถาย
ลงที่คานซอย (stringer) แลวแรงที่กระทําตอคานซอยก็จะถายตอไปที่คานรับพื้น (floor beam) จากนั้น แรงที่กระทําตอ
คานรับพื้นก็จะถายไปลงที่จุดตอของ bridge truss และสุดทายที่จุดรองรับหรือฐานรากของ bridge truss ตามรูป จันทัน
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หรือคอรดบน (top cord) และขื่อหรือคอรดลาง (bottom cords) ของ bridge truss ถูกค้ํายันทางขวาง (lateral bracing) 
เพื่อตานทานแรงกระทําดานขาง (lateral forces) ซึ่งเกิดจากลมและตานทานตอการเซ (sidesway) ซึ่งเกิดจากน้ําหนัก
บรรทุกที่เคลื่อนที่ผานสะพาน นอกจากนั้นแลว bridge truss มักจะถูกค้ํายันโดยใช portal bracing และ sway bracing 
ดังที่แสดงตามรูปดวย เพื่อเพิ่มเสถียรภาพใหมากขึ้น สวนที่ยึดอยูภายในระหวางคอรดบนและคอรดลางมักจะถูกเรียกวา 
Web 

รูปที่ 3-5 แสดงตัวอยางของ bridge truss สําหรับสะพานที่มี span เดียว Pratt, Hawe, และ Warren truss 
ตามที่แสดงในรูปที่ 3-5a ถึง 3-5d มักจะใชในสะพานที่มีความยาวของ span ถึงประมาณ 60 เมตร ในกรณีที่ความยาว
ของ span มีคามากกวา 60 เมตรจนถึงความยาวประมาณ 90 เมตร Bridge truss เชน Parker truss ดังที่แสดงในรูปที่ 3-
5e จะใชวัสดุนอยกวาโครงขอหมุน 3 แบบแรก 

 

 
รูปที่ 3-5 

 

 รูปแบบของ bridge truss ที่ประหยัดวัสดุที่สุดคือ รูปแบบที่ชิ้นสวนของโครงขอหมุนในแนวทแยง (diagonals) 
ทํามุมเอียงระหวาง 45 o  ถึง 60 o กับแนวนอน ดังนั้น ถาความยาวของ span ของสะพานมีคามากขึ้นแลว ความลึกของ 
bridge truss ก็จะมีคามากขึ้นดวย ซึ่งจะสงผลใหความยาวของ panels ของ bridge truss มีคามากขึ้นและน้ําหนักของ
ระบบพื้นของสะพานก็จะมีคามากขึ้นตามไปดวย เพื่อที่จะควบคุมน้ําหนักของระบบพื้นของสะพานใหอยูในคาจํากัดที่ยอม
ให (tolerable limits) แลว Subdivided truss อยางเชน Baltimore truss ดังที่แสดงในรูปที่ 3-5f ไดถูกพัฒนาขึ้นมาใชใน
กรณีนี้ นอกจากนั้นแลว เราอาจจะใช K-truss ตามรูปที่ 3-5g ก็ได 
ขอสมมุติฐานในการวิเคราะหโครงขอหมุน (Assumptions for Truss Analysis) 
 กอนที่จะออกแบบโครงขอหมุน เราจําเปนที่จะตองทําการวิเคราะหหาแรงในชิ้นสวนของโครงขอหมุนกอน ซึ่งเรา
จะใชสมมุติฐาน 3 ขอ ดังตอไปนี้ 

1. จุดตอหรือขอตอ (Joint) ของโครงขอหมุนเปนหมุนที่ไรแรงเสียดทาน (frictionless pin) ดังนั้น 
ผลรวมของโมเมนตดัดที่ขอตอนี้จะมีคาเปนศูนย 

2. แรงภายนอกหรือน้ําหนักบรรทุกจะกระทําตอโครงขอหมุนที่จุดตอเทานั้น โดยเราจะไมพิจารณา
น้ําหนักของชิ้นสวนของโครงขอหมุน เนื่องจากมีคานอยมากเมื่อเทียบกับแรงกระทํา 
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3. วัสดุที่ใชทําช้ินสวนของโครงขอหมุนมีพฤติกรรมอยูในชวง linear elastic 
 จากสมมุติฐานที่ 1 เราจะไดวา ชิ้นสวนของโครงขอหมุนจะรับแรงดึงในแนวแกน (tensile axial force) หรือแรงกด
อัดในแนวแกน (compressive axial force) เทานั้น  

สมมุติฐานขอที่ 2 จะทําใหไมเกิดการดัดขึ้นในชิ้นสวนของโครงขอหมุนเนื่องจากแรงในแนวแกน  
สมมุติฐานขอที่ 3 กําหนดใหการเปลี่ยนแปลงรูปรางของโครงขอหมุนภายใตแรงกระทํามีคานอยมาก ซึ่งทําใหเรา

สามารถวิเคราะหโครงขอหมุนไดโดยใชรูปรางของโครงขอหมุนกอนที่จะถูกแรงภายนอกกระทํา  
เราควรทราบดวยวา ในกรณีที่ชิ้นสวนของโครงขอหมุนที่รับแรงดึงและแรงอัดมีความยาวเทากันและถูกกระทํา

โดยแรงที่มีขนาดเทากันแลว ชิ้นสวนที่รับแรงอัดมักจะมีหนาตัดที่ใหญกวาชิ้นสวนที่รับแรงดึง เพราะวาชิ้นสวนที่รับแรงอัด
มักจะขาดเสถียรภาพเนื่องจากการโกงเดาะ (buckling) 
3.2 ประเภทของโครงขอหมุนที่อยูในระนาบเดียว (Classification of Coplanar Trusses) 
 เราสามารถที่จะแยกประเภทของโครงขอหมุนที่อยูในระนาบเดียวออกไดเปน 3 ประเภทคือ โครงขอหมุนพื้นฐาน 
(simple truss) โครงขอหมุนประกอบ (compound truss) และโครงขอหมุนซับซอน (complex truss) 
โครงขอหมุนพื้นฐาน (Simple Truss) 
 พิจารณาโครงขอหมุน ดังที่แสดงในรูปที่ 3-6a ซึ่งประกอบดวยชิ้นสวน 4 ชิ้นเชื่อมตอกันดวยหมุด โครงขอหมุนนี้
จะไมสามารถรับแรงกระทําได ถาไมมีชิ้นสวนในแนวทแยง AC  หรือ BD  มาเสริม ดังนั้น รูปแบบพื้นฐานที่สุดของโครง
ขอหมุนซึ่งมีความแกรง (rigidity) และมีเสถียรภาพ (stability) จะมีรูปรางเปนรูปสามเหลี่ยม ดังที่แสดงในรูปที่ 3-6b 
 

 
รูปที่ 3-6  

 

จากรูปที่ 3-7a เราจะขยายโครงขอหมุน abc  ออกไดโดยการเพิ่มชิ้นสวนของโครงขอหมุนทีละ 2 ชิ้น ยกตัวอยาง
เชน ad  และ cd  เปนตน ซึ่งทําใหมีจุดตอของโครงขอหมุนเพิ่มขึ้น 1 จุด โครงขอหมุนที่มีลักษณะเชนนี้จะถูกเรียกวา 
โครงขอหมุนพื้นฐาน หรือ Simple truss ดังตัวอยางที่แสดงไวในรูปที่ 3-7a และ 3-7b อยางไรก็ตาม ตามรูปที่ 3-7b เรา
จะเห็นไดวา โครงขอหมุนพื้นฐานไมจําเปนตองประกอบไปดวยการตอช้ินสวนแบบสามเหลี่ยมทั้งหมด 
 

 
รูปที่ 3-7 
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โครงขอหมุนประกอบ (Compound Truss) 
 โครงขอหมุนประกอบเปนโครงขอหมุนที่ไดจากการเชื่อมตอโครงขอหมุนพื้นฐานเขาดวยกัน ซึ่งมักจะใชใน
โครงสรางที่มี span ที่ยาวมากขึ้นจากโครงขอหมุนพื้นฐาน เราสามารถที่จะประกอบโครงขอหมุนพื้นฐานใหเปนโครงขอ
หมุนประกอบได 3 แบบคือ 

แบบที่ 1: เชื่อมตอกันโดยมีจุดตอและชิ้นสวนรวมกัน ดังที่แสดงในรูปที่ 3-8a ซึ่งเราจะเห็นวา โครงขอหมุน
พื้นฐานเชื่อมตอกันโดยมีจุดตอรวมกันที่ a  และใชชิ้นสวน bc  รวมกัน 

แบบที่ 2: เชื่อมตอกันโดยใชชิ้นสวน 3 ชิ้น ดังที่แสดงในรูปที่ 3-8b ซึ่งเราจะเห็นวา โครงขอหมุนพื้นฐานถูก
เชื่อมตอกันโดยใชชิ้นสวน ad , bd , และ ac  

แบบที่ 3: เชื่อมตอกันโดยใช secondary simple truss เปนชิ้นสวนของ main simple truss อยางที่แสดงในรูปที่ 
3-8c เราจะเห็นวา abcdea  เปน main simple truss โดยมี secondary simple truss ab , bc , cd  และ de  เปน
ชิ้นสวนของ main simple truss นั้น 

 
รูปที่ 3-8 

โครงขอหมุนซับซอน (Complex Truss) 
 โครงขอหมุนซับซอนเปนโครงขอหมุนที่เราไมสามารถจัดใหเปนโครงขอหมุนพื้นฐานหรือโครงขอหมุนซับซอนได 
ดังที่แสดงในรูปที่ 3-9 
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รูปที่ 3-9 

Determinacy 
 เมื่อโครงขอหมุนอยูในระนาบเดียวกับแรงกระทํา  (coplanar truss) ผลรวมของโมเมนตที่จุดตอจะมีคาเทากับ
ศูนยเพราะจุดตอของโครงขอหมุนเปนหมุดที่ไมมีแรงเสียดทาน ซึ่งจะทําใหเรามีสมการสมดุลของแรงที่จุดตอของโครงขอ
หมุนเพียง 2 สมการเทานั้นคือ Fx∑ = 0  และ Fy∑  = 0 ถาให j  เปนจํานวนของจุดตอของโครงขอหมุน ดังนั้น เรา
จะมีจํานวนทั้งหมดของสมการสมดุลที่จะใชในการวิเคราะหหาแรงในชิ้นสวนของโครงขอหมุนเทากับ 2 j  
 แรงในชิ้นสวนของโครงขอหมุนและแรงปฏิกิริยาที่จุดรองรับจะเปนแรงไมทราบคา (unknown forces) ถาให b  
เปนจํานวนชิ้นสวนของโครงขอหมุนซึ่งมีคาเทากับแรงในชิ้นสวนของโครงขอหมุน และ r  เปนจํานวนของแรงปฏิกิริยาที่จุด
รองรับแลว โครงขอหมุนจะมีจํานวนของแรงที่ไมทราบคาทั้งหมดเทากับ (b r+ ) ดังนั้น เราจะหา determinacy ของโครง
ขอหมุนไดวา 
    (b r+ ) = 2 j    Statically determinate 
    (b r+ ) > 2 j   Statically indeterminate   (3-1) 
และ degree of indeterminacy จะมีคาเทากับ (b r+ ) - 2 j  
เสถียรภาพ (Stability) 
 ถา  (b r+ ) < 2 j  แลว โครงขอหมุนจะขาดเสถียรภาพ ในกรณีอื่นๆ เราจะตรวจสอบการขาดเสถียรภาพของ
โครงขอหมุนไดดังตอไปนี้ 

เสถียรภาพภายนอก (External Stability) 
 โครงขอหมุนจะขาดเสถียรภาพภายนอก เมื่อแรงปฏิกิริยามีทิศทางที่ขนานกัน (parallel reactions) ดังที่แสดงใน
รูปที่ 3-10a และเมื่อแรงปฏิกิริยาที่เกิดขึ้นกระทํารวมกันที่จุดใดจุดหนึ่ง (concurrent reactions) ดังที่แสดงในรูปที่ 3-10b 
 

 
รูปที่ 3-10 

เสถียรภาพภายใน (Internal Stability) 
 เราจะตรวจสอบเสถียรภาพภายในของโครงขอหมุนไดจากการพิจารณาลักษณะการจัดเรียงชิ้นสวนของโครงขอ
หมุน โครงขอหมุนจะมีเสถียรภาพภายใน เมื่อจุดตอของโครงขอหมุนถูกจัดเรียงและถูกยึดติดกันอยางไมมีการเคลื่อนที่
แบบวัตถุแกรง (rigid body) เมื่อเทียบกับจุดตออื่นๆ ดังเชนในโครงขอหมุนพื้นฐานตามที่แสดงในรูปที่ 3-11a เปนตน  
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รูปที่ 3-11 

 

รูปที่ 3-11b แสดงตัวอยางของโครงขอหมุนที่มีการจัดเรียงชิ้นสวนที่ไมเหมาะสม โครงขอหมุนนี้จะขาดเสถียรภาพ
ภายใตแรงกระทํา เนื่องจากไมมีการยึดจุดตอ A  เขากับจุดตอ B  หรือจุดตอ C  เขากับจุดตอ D  

การตรวจสอบเสถียรภาพภายในของโครงขอหมุนประกอบจะทําไดโดยการพิจารณาการจัดเรียงโครงขอหมุน
พื้นฐานเขาดวยกัน ยกตัวอยางเชน โครงขอหมุนประกอบ ตามรูปที่ 3-12 จะเปนโครงขอหมุนประกอบที่ขาดเสถียรภาพ
ภายใน เนื่องจากชิ้นสวน AD , BE , และ CF  มีแนวแกนที่รวมกันที่จุด o  ซึ่งถามีแรงภายนอกมากระทําที่จุดตอ A , 
B , หรือ C  แลว โครงขอหมุน ABC  จะเกิดการหมุนขึ้น ซึ่งทําใหโครงขอหมุนขาดเสถียรภาพ 

 

                                 
รูปที่ 3-12     รูปที่ 3-13 

 

ในกรณีของโครงขอหมุนซับซอน การตรวจสอบนี้จะไมสามารถที่จะกระทําไดโดยงาย แตจะทําไดโดยวิธีวิเคราะห
หาแรง (force analysis) เชน โครงขอหมุนซับซอน ตามรูปที่ 3-13 จะไมมีเสถียรภาพภายใน เมื่อระยะ d  = d′ เทานั้น 

กลาวโดยสรุปแลว เราจะไดวา 
 (b r+ ) < 2 j   unstable 

(b r+ ) ≥  2 j  unstable เมื่อแรงปฏิกิริยาของโครงขอหมุนที่เกิดขึ้นกระทํารวมที่จุด
เดียวกัน (concurrent) หรือเมื่อแรงปฏิกิริยาที่เกิดขึ้นมีทิศทางที่ขนานกัน 
(parallel) หรือถารูปแบบของโครงขอหมุนเปนรูปแบบที่พังทลายได 
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ตัวอยางที่ 3-1 
 

 
 

b  = 23 r =3 j =13 23+3 = 2(13) Statically determinate compound truss: type 2 
 

 
 

b  = 13 r =3 j =8 13+3 = 2(8) Statically determinate truss 
 

 
 

b  = 20 r =3 j =10 20+3 > 2(10) Statically indeterminate truss with 3 degree of 
indeterminacy 

 

 
 

b  = 15 r =3 j =9 15+3 = 2(9) Externally unstable truss 
 

 
 

b  = 8 r =3 j =6 8+3 < 2(6) Internally unstable truss 
 

 
 

b  = 17 r =5 j =10 17+5 > 2(10) Internally unstable truss 
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3.3 วิธีตัดรูปรอบจุดตอ (Method of Joints) 
 เมื่อโครงขอหมุนอยูในสภาวะสมดุลแลว จุดตอของโครงขอหมุนก็จะอยูในสภาวะสมดุลดวย ในการวิเคราะหโครง
ขอหมุนโดยวิธี method of joints เราจะใชเงื่อนไขความสมดุลของแรง Fx∑ = 0  และ Fy∑ = 0 ที่จุดตอของโครงขอ
หมุน ในวิธีการนี้ หลังจากที่เราไดคาแรงปฏิกิริยาที่จุดรองรับ (support reactions) ของโครงขอหมุนแลว เราจะวาด
แผนภาพ free body diagram ของจุดตอ แลวใชสมการความสมดุลหาคาของแรงที่เกิดขึ้นที่จุดตอเหลานั้น โดยเราจะเริ่ม
จาก จุดตอที่มีแรงไมทราบคา (unknown forces) ไมเกิน 2 คา 
 โดยทั่วไปแลว การหาทิศทางของแรงภายในชิ้นสวนของโครงขอหมุนจะทําไดโดยการสมมุติใหแรงภายในชิ้นสวน
ที่ไมทราบคามีทิศทางเปนแบบแรงดึงเสมอ ดังนั้น ถาคาที่คํานวณไดมีคาเปนบวก แรงนั้นก็จะเปนแรงดึง และถาเปนลบ 
แรงนั้นก็จะเปนแรงอัด จากนั้น เราจะใชทิศทางและขนาดของแรงที่เราหาไดกระทําตอจุดตออื่นๆ ตอๆ ไป แลวทําการหา
คาแรงไมทราบคาที่จุดตอเหลานั้น อีกวิธีการหนึ่งจะเปนแบบการตรวจสอบ ซึ่งตองอาศัยความเขาใจเปนหลัก อยางเชน
ตามรูปที่ 3-19b ซึ่งเปนแผนภาพ free body diagram ของจุดตอ B ของโครงขอหมุนตามรูปที่ 3-14a เราจะเห็นวา FBC  
ควรที่จะเปนแรงอัดที่กระทําตอหมุด B เนื่องจากวาแรงในแนวแกนนอน o45sinBCF  ตองมีคาเทากับ 1000 N  
( Fx∑ = 0) และรูปที่ 3-14b แรงในแนวแกนตั้ง o45cosBCF  ตองมีคาเทากับแรงในแนวแกนตั้ง FBA  ซึ่งควรที่จะมี
ทิศทางแบบแรงดึง ถาเปนไปได วิธีการทั้งสองนี้ควรที่จะใชรวมกัน 
 

 
รูปที่ 3-14 

3.4 Zero-Force Members 
 การวิเคราะหโครงขอหมุนโดยวิธี method of joints จะกระทําไดงายขึ้น ถาเราสามารถหา zero-force members 
หรือชิ้นสวนของโครงขอหมุนที่ไมมีแรงกระทําได โดยที่ชิ้นสวนของโครงขอหมุนจะเปน zero-force member เมื่อ  

1. จุดตอของโครงขอหมุนเกิดจากการเชื่อมตอกันโดยชิ้นสวนเพียง 2 ชิ้นและไมมีแรงภายนอกหรือแรงปฏิกิริยา
กระทําที่จุดตอนั้น เชน ชิ้นสวนที่เชื่อมตอกันที่จุดตอ D ในรูปที่ 3-15 เปนตน 

 

 
รูปที่ 3-15 
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2. จุดตอของโครงขอหมุนเกิดจากการเชื่อมตอกันโดยชิ้นสวน 3 ชิ้น โดยที่ 2 ใน 3 ของชิ้นสวนเหลานั้นอยูใน
แนวเดียวกัน (collinear) และไมมีแรงภายนอกหรือแรงปฏิกิริยากระทําที่จุดตอนั้น ชิ้นสวนที่เหลือจะเปน 
zero-force member เชน ชิ้นสวน BE ตามที่แสดงในรูปที่ 3-16 ซึ่งเชื่อมตออยูกับชิ้นสวน AB และ BC และ
ไมมีแรงกระทําที่จุดตอ B นั้น เปนตน 

 

 
 

รูปที่ 3-16 
 

เราควรทราบดวยวา เราจะไมสามารถตัด zero-force members ออกจากโครงขอหมุนได เนื่องจากชิ้นสวน
เหลานี้มักจะถูกใชในการรักษาเสถียรภาพของโครงขอหมุนในระหวางการกอสรางและในกรณีที่แรงกระทําตอโครงขอหมุน
มีการเปลี่ยนแปลงทิศทางและตําแหนงที่กระทํา 
3.5 วิธีตัดรูปตัด (Method of Sections) 
 การวิเคราะหโครงขอหมุนโดยวิธี method of sections จะใชเมื่อเราตองการหาแรงภายในชิ้นสวนของโครงขอ
หมุนเพียงบางชิ้นสวนเทานั้น วิธีการนี้เริ่มจากการตัดโครงขอหมุนผานชิ้นสวนของโครงขอหมุนที่เราตองการหาคาแรง
ภายในออกเปน 2 สวน ถาโครงขอหมุนอยูในสมดุลแลว สวนที่ถูกตัดแยกออกจากกันก็จะอยูในสมดุลดวย ดังนั้น เราจะใช
สมการความสมดุลของแรงและโมเมนตบนสวนของโครงขอหมุน (อาจจะใชแคสวนใดสวนหนึ่งหรือทั้งสองสวนพรอมกัน 
ขึ้นอยูกับสถานการณที่มีอยู) หาคาแรงภายในที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนของโครงขอหมุน 
 ในวิธีการนี้ การพิจารณาสวนที่จะตัดผานมีความสําคัญมาก โดยที่จุดที่จะตัดผานตองมีคาแรงไมทราบคาไมเกิน 
3 คา เพราะวาเรามีสมการความสมดุลแค 3 สมการตอหนึ่งสวนของโครงขอหมุน ยกตัวอยางเชน ถาเราตองการหาคาแรง
ในชิ้นสวน EC  ตามที่แสดงในรูปที่ 3-17 เราควรตัดโครงขอหมุนในแนว 1-1 และเราจะเขียนแผนภาพ free body 
diagram ไดตามรูปที่ 3-17b และ 3-17c ซึ่งมีแรงที่ไมทราบคาอยู 3 แรงคือ FBC ECF  และ EDF  จากนั้น ใชสมการความ
สมดุล 3 สมการหาคาแรงดังกลาว  
 การหาทิศทางของแรงภายในชิ้นสวนของโครงขอหมุนที่ไมทราบคาจะมีลักษณะคลายกันกับที่ไดกลาวไปแลว 
โดยสมมุติใหแรงภายในชิ้นสวนของโครงขอหมุนที่ไมทราบคามีทิศทางเปนแรงดึงเสมอ ดังนั้น ถาคาแรงที่คํานวณไดมีคา
เปนบวก แรงนั้นก็จะเปนแรงดึงและถาเปนลบ แรงนั้นก็จะเปนแรงอัด อีกวิธีการหนึ่งจะเปนแบบการตรวจสอบ อยางเชน
ตามรูปที่ 3-17b เราจะเห็นวา แรง FBC  ควรที่จะเปนแรงดึงที่กระทําตอหมุด B  เนื่องจากวาในทิศทางนี้ FBC  จะ
กอใหเกิดสมดุลของโมเมนตรอบจุด E  กับโมเมนตเนื่องจากแรงกระทําขนาด 2 kN  ที่จุดตอ A  นอกจากนั้นแลวแรง 
ECF  ก็ควรที่จะเปนแรงดึง เพราะวาในทิศทางนี้ องคประกอบของแรง ECF  ในแนวดิ่งจะมีทิศทางพุงขึ้นบน ซึ่งจะทําให

เกิดสมดุลในแนวดิ่งกับแรง 2 kN  ถาเปนไปได วิธีการทั้งสองนี้ควรที่จะนํามาใชรวมกัน 
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รูปที่ 3-17 

3.6 โครงขอหมุนประกอบ (Compound Trusses) 
 โดยทั่วไปแลว การวิเคราะหโครงขอหมุนประกอบจะทําไดโดยใชวิธี method of joints และ method of sections 
รวมกัน โดยเริ่มตน เราจะจําแนกประเภทของโครงขอหมุนออกเปน 3 ประเภทตามที่ไดกลาวถึงไปแลว และใชขั้นตอนดัง
ตัวอยางตอไปนี้ในการวิเคราะห 
โครงขอหมุนประกอบ แบบที่ 1: 
ตัวอยางที่ 3-2  

         
(a) 

รูปที่ 3-18 
 

1. หาคาแรงปฏิกิริยาที่จุดรองรับของโครงขอหมุนประกอบ  
จากแผนภาพ free body diagram ของโครงขอหมุนและสมการความสมดุล เราจะไดวา แรงปฏิกิริยา 
kN 0=xA  kN 5=yA  และ kN 5=yE  
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(b) 

 

2. ใช method of sections โดยตัดโครงขอหมุนประกอบผานชิ้นสวนเชื่อมตอและจุดตอที่เชื่อมโครงขอหมุน
พื้นฐาน  จากนั้น หาคาแรงที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนที่เชื่อมตอโครงขอหมุน 

ในกรณีใช section aa −  ตัดโครงขอหมุนประกอบ ซึ่งเราจะเขียนแผนภาพ free body diagram ของสวนของ
โครงขอหมุนที่ถูกตัดไดดังแสดง จากนั้น ใช ∑ = 0CM  ในการหาคาแรง HGF  ซึ่งเราจะได (C) kN 46.3=HGF  

 

     
(c) 

 

3. ทําการวิเคราะหโครงขอหมุนพื้นฐานทั้งสองโดยใชวิธี method of joints และ method of sections ตามที่ได
กลาวไปแลว 
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โครงขอหมุนประกอบ แบบที่ 2:  
ตัวอยางที่ 3-3 

1.หาคาแรงปฏิกิริยาที่จุดรองรับของโครงขอหมุนประกอบ 
 

 
(a) 

รูปที่ 3-19 
 

2.ใช method of sections โดยตัดโครงขอหมุนประกอบผานชิ้นสวนที่เชื่อมตอโครงขอหมุนพื้นฐานทั้ง 3 ชิ้นสวน 
แลวใชแผนภาพ free body diagram ของสวนของโครงขอหมุนที่ถูกตัด ในการหาคาแรงในชิ้นสวนทั้ง 3 นั้น 
 ในกรณีใช section aa −  ตัดโครงขอหมุนประกอบ ซึ่งเราจะเขียนแผนภาพ free body diagram ของสวนของ
โครงขอหมุนที่ถูกตัดไดดังแสดง จากนั้น ใชสมการสมดุล 3 สมการในการหาคาแรง CEF  BHF  และ DGF  โดยที่ 

(C) kN 675.2== BHCE FF  (T) kN 783.3=DGF  
 

 
(b) 

 

3. ทําการวิเคราะหโครงขอหมุนพื้นฐานทั้งสองโดยใชวิธี method of joints และ method of sections ตามที่ได
กลาวไปแลว 
 
 
 



เอกสารประกอบการสอนวิชาทฤษฎีโครงสราง Theory of Structures เรียบเรียงโดย ผศ.ดร. สิทธิชัย แสงอาทิตย SUT 3-14

โครงขอหมุนประกอบ แบบที่ 3: 
ตัวอยางที่ 3-4  

 1. หาคาแรงปฏิกิริยาที่จุดรองรับของโครงขอหมุนประกอบ 
 

           
(a) 

รูปที่ 3-20 
 

2. เอา secondary simple trusses ออกจาก โครงขอหมุนประกอบโดยแทน secondary simple trusses ดวย 
"ชิ้นสวนสมมุติ"  ซึ่งทําใหโครงขอหมุนประกอบนี้อยูในรูปของ main simple truss   

 

 
(b) 

 

3. เขียนแผนภาพ free body diagram ของ secondary simple trusses ดังกลาว และหาคาแรงปฏิกิริยา 
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(c) 

 

4.  แรงปฏิกิริยาที่หามาไดกระทําตอ main simple truss แลว วิเคราะหหาแรงที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนตางๆ ของ main 
simple truss 
 

 
(d) 

 

5. ใชแรงที่หาไดในขอ 4 ในการวิเคราะหหาแรงที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนตางๆ ของ secondary simple trusses  
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3.7 โครงขอหมุนซับซอน (Complex Trusses) 
 โดยทั่วไปแลว การวิเคราะหหาแรงในชิ้นสวนของโครงขอหมุนซับซอนจะทําไดโดย method of joints โดยเราจะ
เขียนสมการความสมดุล 2 สมการตอ 1 จุดตอ ซึ่งถาเรามีจํานวนจุดตอทั้งหมดเทากับ j  แลว เราจะไดสมการความสมดุล
ทั้งหมด 2 j  จากนั้น เขียนสมการความสมดุลที่ไดใหอยูในรูปของสมการหลายชั้น (simultaneous equations) สุดทาย แก
สมการหลายชั้นดังกลาวเพื่อหาแรงในชิ้นสวนของโครงขอหมุนซับซอน อยางไรก็ตาม ถึงแมนวาวิธีการนี้จะเปนวิธีการที่
ตรงไปตรงมา แตการตั้งสมการและการแกสมการหลายชั้นจะมีความยุงยากมาก อีกวิธีการหนึ่งที่จะนํามาใชซึ่งเหมาะ
สําหรับโครงขอหมุนซับซอนที่มีขนาดเล็กและสามารถทําดวยมือไดคือ method of substitute members ซึ่งมีพื้นฐานมา
จากหลักการ superposition และมีขั้นตอนดังที่จะกลาวตอไปนี้ (พิจารณารูปที่ 3-21 ประกอบ) 
 

 
รูปที่ 3-21 

 

1. หาคาแรงปฏิกิริยาที่จุดรองรับตางๆ ของโครงขอหมุน 
2. ลดรูปของโครงขอหมุนใหอยูในรูปของโครงขอหมุนพื้นฐานที่มีเสถียรภาพ โดยการยายโอนชิ้นสวนของโครง

ขอหมุนใหมีแรงไมทราบคาที่จุดตอตางๆ ไมเกิน 2 คาเทานั้น ยกตัวอยางเชน ในโครงขอหมุนซับซอน ตามรูป
ที่ 3-21a นั้น เราจะยายชิ้นสวน AD  ไปที่ EC  ตามรูปที่ 3-21b เปนตน 

3. หาคาแรงในชิ้นสวนตางๆ ในโครงขอหมุนพื้นฐานที่ไดจากขั้นตอนที่ 2 โดยใช method of joints ตามรูปที่ 3-
21b กําหนดใหคาแรงในชิ้นสวน i  เนื่องจากแรงภายนอก P  ที่จุดตอ E  มีคาเทากับ ′Si  

4. เอาแรงภายนอกที่กระทําตอโครงขอหมุนพื้นฐานออก และใหแรง 1 หนวยซึ่งมีทิศทางตรงกันขามแตอยูใน
แนวเดียวกันกระทําที่จุดตอทั้งสองของชิ้นสวนที่ถูกยายโอน แลววิเคราะหหาแรงในชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอ
หมุนอีกครั้ง ตามรูปที่ 3-21c กําหนดใหคาแรงในชิ้นสวน i ซึ่งเกิดจากแรง 1 หนวยในทิศทางของชิ้นสวนที่
ถูกยายโอน AD  มีคาเทากับ si  

5. เนื่องจากในความเปนจริงนั้น คาแรง 1 หนวยดังกลาวควรมีขนาดที่ไมทราบคา x  ซึ่งกอใหเกิดแรงใน
ชิ้นสวน i มีขนาดเทากับ xsi  โดยใชหลักการ superposition เมื่อเรารวมคาของแรงในแตละชิ้นสวนของ
โครงขอหมุนที่ไดมาจากขั้นตอนที่ 3 และ 4 เขาดวยกันแลว เราจะไดวา คาแรงที่เกิดขึ้นในชิ้นสวน i ( Si ) มี
คาเทากับ 

   Si  = ′Si  + xsi   
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  แตเนื่องจากวา ชิ้นสวนที่เราไดจากการยายโอน เชน ในกรณีของชิ้นสวน EC  ตามรูปที่ 3-21b ไมไดมีอยูจริง
ในโครงขอหมุนซับซอน ดังนั้น แรงที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนดังกลาวหรือ ECS  จะมีคาเปนศูนย ดังนั้น 
    0 = ECS ′  + ECxs  
ซึ่งจะทําใหเราสามารถหาคาของ x ไดจาก x = - ECS ′ / ECs  และจากนั้น คาของแรงที่เกิดขึ้นจริงในชิ้นสวนตางๆ ( Si ) ก็
จะหามาไดโดยการแทนคาลงในสมการ Si  = ′Si  + xsi    
ตัวอยางที่ 3-5 
 จงวิเคราะห complex truss ดังที่แสดงในรูปที่ 3-22 ซึ่งถูกกระทําโดยแรง kN 20 =P  
 

             
รูปที่ 3-22 

 

ตารางที่ 3-1 
Members )kN(iS ′  si  ixs  Si  
AB  25 -1 25 50 
BC  25 -1 25 50 
CD  0 -1.4 35 35 

DE  0 -1.1314 28.283 28.283 

EF  32.325 -0.97 24.25 56.57 

AF  40 -1.2 30 70 

BE  -30 1.2 -30 -60 
CF  -28.571 0.857 -21.425 -50 
CE  7.693 0.3077 -7.693 0 

 

1. ทําการวิเคราะห complex truss ตามขั้นตอนที่ 1 ถึงขั้นตอนที่ 4 และจากรูปที่ 3-21b และ 3-21c ดังได
กลาวถึงไปแลว ซึ่งเราจะหาคาแรงในแนวแกนในชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอหมุน ′Si  และ si  ไดดังที่แสดง
ใน column ที่ 2 และ 3 ของตารางที่ 3-1 

2. หาคาของ unknown x  ไดจากสมการ ECS  = ECS ′  + ECxs  = 0 ซึ่งเราจะไดวา 
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x = -
EC

EC

s
S ′ = -

3077.0
693.7  

ADSx == kN -25.0   
3. คํานวณหาคา ixs  ดังที่แสดงใน column ที่ 4 ของตารางที่ 3-1 
4. แทนคาตางๆ ที่คํานวณไดลงในสมการ Si  = ′Si  + xsi  เพื่อหาคาของแรงที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนตางๆ ของ

โครงขอหมุน ดังที่แสดงใน  column ที่ 5 
 

 



เอกสารประกอบการสอนวิชาทฤษฎีโครงสราง Theory of Structures เรียบเรียงโดย ผศ.ดร. สิทธิชัย แสงอาทิตย SUT 4-1

บทที่ 4 
แรงและโมเมนตภายในองคอาคารของโครงสราง 

4.1 แรงภายใน (Internal Load) 
 แรงภายใน (internal load) เปนแรงหรือโมเมนตที่เกิดขึ้นที่หนาตัดใดหนาตัดหนึ่งของโครงสราง ภายใตการ
กระทําของแรงหรือน้ําหนักบรรทุกภายนอกที่กระทําอยูบนโครงสรางนั้น ซึ่งเราจะหาไดโดยใชวิธี method of sections 
โดยทั่วไปแลว แรงภายในโครงสรางที่อยูในระนาบเดียว (coplanar structure) จะประกอบดวยแรงตั้งฉาก N  (normal 
force) แรงเฉือน V  (shear force) และโมเมนตดัด M  (bending moment) แรงภายในเหลานี้เปนผลลัพธที่เกิดจาก
ความตานทานของโครงสรางตอแรงกระทํา ซึ่งอยูในรูปของการกระจายของหนวยแรง (stress distribution) บนหนาตัดของ
โครงสรางที่จุดตัดนั้น ในทางกลับกัน ถาเราทราบคาแรงและโมเมนตภายในที่เกิดขึ้นที่หนาตัดและถาเราสมมุติการกระจาย
ของหนวยแรงใหสอดคลองกับการกระทําของแรงภายนอกแลว เราจะสามารถหาคาของหนวยแรงนั้นได 
 โดยทั่วไปแลว ขั้นตอนในการหาแรงภายในจะประกอบไปดวย 3 ขั้นตอนหลักคือ 

1. หาแรงปฏิกิริยาที่จุดรองรับ (support reactions) 
2. เขียนแผนภาพ free body diagram ของสวนตัดองคอาคาร 
3. ใชสมการความสมดุลหาแรงภายใน 

Sign Convention 
 กําหนดให sign convention ของแรงตั้งฉาก แรงเฉือน และโมเมนตดัด ดังที่แสดงในรูปที่ 4-1 มีคาเปนบวก เรา
จะเห็นวา แรงตั้งฉากจะมีคาเปนบวก เมื่อแรงตั้งฉากนั้นเปนแรงดึง แรงเฉือนจะมีคาเปนบวก เมื่อแรงเฉือนนั้นมีทิศทาง
หมุนตามเข็มนาฬิกา และโมเมนตดัดจะมีคาเปนบวก เมื่อโมเมนตดัดทําใหองคอาคารของโครงสรางแอนตัวเปนรูปกระทะ 
 

 
รูปที่ 4-1 

4.2 ฟงกชันของแรงเฉือนและโมเมนตดัด (Shear and Moment Functions) 
 ในการออกแบบคาน เราจะตองทราบการแปรเปลี่ยนของคาแรงเฉือนและโมเมนตดัดซึ่งเปนฟงกชันกับตําแหนง 
x  ในแนวแกนของคานกอน โดยเราจะหาไดโดยวิธี method of sections ทําการตัดคานที่ตําแหนง x  ใดๆ ซึ่งวัดอางอิง
จากปลายดานใดดานหนึ่งของคาน จากนั้น นําคาสูงสุดของโมเมนตดัดและแรงเฉือนมาออกแบบหนาตัดของคาน 

โดยทั่วไปแลว เมื่อแรงและโมเมนตที่กระทําตอคานเปนแรงกระทําเปนจุด (concentrated load) ดังเชนที่จุด C  
และจุด D  ในรูปที่ 4-2 หรือเมื่อคาของแรงกระจาย (distributed load) มีการเปลี่ยนแปลงอยางทันทีทันใด ดังเชนที่จุด B  
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ในรูปที่ 4-2 แลว ฟงกชันของแรงเฉือนและโมเมนตดัดจะมีความไมตอเนื่อง (discontinuity) ที่จุดนั้นๆ ในกรณีเชนนี้ เราจะ
หาฟงกชันของแรงเฉือนและโมเมนตดัดจากแตละชวงของคาน ซึ่งอยูระหวางความไมตอเนื่องของแรงและโมเมนตดังกลาว 
ดังที่แสดงในรูปที่ 4-2 จากรูป เราจะเห็นไดวา คานดังกลาวควรถูกแบงออกไดเปน 3 ชวงคือ ชวง AB  มีพิกัด 
(coordinate) เปน 1x  ชวง BC  มีพิกัดเปน 2x  และชวง CD  มีพิกัดเปน 3x  โดยที่พิกัดทั้งสามอาจจะมีจุดเริ่มตน
เดียวกันที่จุด A  เพียงจุดเดียว ดังที่แสดงในรูปที่ 4-2a หรืออาจจะมีจุดเริ่มตนที่จุดที่ตางกัน ดังที่แสดงในรูปที่ 4-2b ก็ได 
ถาเราสังเกต เราจะเห็นไดวา ในกรณีนี้ถาเราใชพิกัดแบบแรก เราจะหาฟงกชันของ V และ M ไดงายกวาในกรณีที่เราใช
พิกัดแบบที่สอง 

          
 

รูปที่ 4-2 
ตัวอยางที่ 4-1 
 จงหาฟงกชันของแรงเฉือนและโมเมนตดัดของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 4-3a กําหนดให =0w kN/m 10  และ 
=P  kN 2   

เราจะหาฟงกชันของแรงเฉือนและโมเมนตดัดของคานไดดังตอไปนี้ 
 1. หาแรงปฏิกิริยาที่จุดรองรับ A  และ C  

 
(a) 

รูปที่ 4-3 
 

+∑ = ;0CM    )5(AR  + 2(2) - 0.5(3)10(2+3/3) = 0 

AR  = 8.2 kN  
↑+∑ = ;0yF    AR  + CR  - 0.5(3)10 – 2 = 0 

CR  = 8.8 kN  
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 2. เขียนแผนภาพ free body diagram ของสวนตัดของคาน 
m; 30 1 ≤≤ x  

  
(b) 

โดยการใชสามเหลี่ยมคลาย เราจะสามารถหาคาของ )( 1xw  ได โดยที่ 11 3
10)( xxw =  ดังนั้น เราจะไดวา 

kN 
3
52.8

3
10)(5.02.8)( 2

1111 xxxxV −=−=  

m-kN 
9
52.8)

3
(

3
10)(5.02.8)( 3

11
1

1111 xxxxxxxM −=−=  

m; 5m 3 2 ≤≤ x  

   
(c) 

 

ระยะหางระหวางจุด B  และรอยตัดมีคาเทากับ m 32 −x  
kN 8.810)3(5.02.8)( 2 −=−=xV  

m-kN 308.6))3(
3
3(10)3(5.02.8)( 2222 +−=−+−= xxxxM  

 

             
(d) 

m; 20 3 ≤≤ x  
kN 2)( 3 =xV  

m-kN 2)( 33 xxM =  
 จากสมการของแรงเฉือนและโมเมนตดัดที่หาได เราจะสามารถเขียน shear diagram และ moment diagram 
ของคานไดดังที่แสดงในรูป และตําแหนงที่เกิดโมเมนตดัดสูงสุดและคาโมเมนตดัดสูงสุดจะหาไดดังนี้ 

จากสมการของ )( 1xV  เราจะสามารถหาระยะ  1x  ซึ่งทําให )( 1xV  จะมีคาเปนศูนยจากการแทนคา 
0)( 1 =xV  ลงในสมการของ )( 1xV  ดังนั้น 
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2
13

52.80 x−=   ⇒ m 218.21 =x  

ดังนั้น คาสูงสุดของโมเมนตดัดที่เกิดขึ้นในคานจะมีคาเทากับ 

m-kN 126.12)218.2(
9
5)218.2(2.8)m 218.2( 3

1 =−==xM  
 

 
 

 
(e) 
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4.3 แผนภาพของแรงเฉือนและโมเมนตของคาน (Shear and Moment Diagrams for a Beam) 
 เมื่อเรานําคาแรงเฉือน V และโมเมนต M ซึ่งเปนฟงกชันของพิกัด x  มาเขียนกราฟแลว กราฟที่ไดจะถูกเรียกวา 
shear diagram และ moment diagram ตามลําดับ ในบางกรณีที่คานถูกกระทําโดยแรงตางๆ ที่คอนขางซับซอน อยางเชน
ที่แสดงในรูปที่ 4-4 การเขียน shear diagram และ moment diagram จะมีความยุงยากและใชเวลานาน ซึ่งจากการ
พิจารณาหาความสัมพันธที่จะกลาวถึงตอไปนี้จะชวยใหการเขียน shear diagram และ moment diagram งายขึ้น 
 

 
รูปที่ 4-4 

สวนของคานที่ถูกกระทําโดยแรงกระจาย (Regions for Distributed Loads) 
 พิจารณาคาน AD  ดังที่แสดงในรูปที่ 4-4a และแผนภาพ free body diagram ของสวนของคานที่มีความยาว
นอยมาก ∆x  ซึ่งตัดออกมาที่ระยะ x  และ +x ∆x  จากจุดรองรับ A  ดังที่แสดงในรูปที่ 4-4b กําหนดใหทิศทางของ
แรงและแรงคูควบ (couple) มีคาเปนบวก แรงลัพธที่เกิดจากแรงกระจาย w x( )  จะมีคาเทากับ w x( ) ∆x  และกระทําที่
ระยะ ∈ ∆x  จากจุด o  เมื่อ 10 <∈<  

โดยใชสมการความสมดุล เราจะไดวา 
+↑ 0=∑ yF ;   V  - w x( ) ∆x  - (V +∆V ) = 0    

∆V  = - w x( ) ∆x  
+ 0=∑ oM ;  -V ∆x  - M  + w x( ) ∆x  [∈ ∆x ] + ( M  + ∆M ) = 0 

∆M  = V ∆x  - w x( )  ∈ ∆x 2  
เมื่อหารสมการทั้งสองดวย ∆x  และใส limit โดยให∆x→ 0 แลว เราจะไดวา 

     
dx
dV  = -w x( )       (4-1) 

(ความชันของ shear diagram ที่จุดใดๆ = คาลบของแรงกระจายที่จุดนั้น) 

     
dx
dM  = V       (4-2) 

(ความชันของ moment diagram  ที่จุดใดๆ = คาแรงเฉือนที่จุดนั้น) 
จากสมการที่ 4-1 ถึง 4-2 เราจะเห็นวา สมการของแรงเฉือน V x( )  จะมีกําลังของตัวแปร x  มากกวาสมการ

ของแรงแผกระจาย w x( )  หนึ่งคา และสมการของโมเมนต M x( )  จะมีกําลังของตัวแปร x  มากกวาสมการของแรง
เฉือน V x( ) หนึ่งคา  และจากสมการที่ 4-2 เราจะเห็นวาเมื่อ 0=V  แลว 0/ =dxdM  ซึ่งหมายความวา จุดที่มีแรง
เฉือนเทากับศูนยจะเปนจุดที่คาของโมเมนตมีคาสูงสุด เมื่อ shear diagram เปล่ียนคาจากบวกเปนลบที่จุดนั้น และจะเปน
จุดที่โมเมนตมีคาต่ําสุดเมื่อ shear diagram เปล่ียนคาจากลบเปนบวกที่จุดนั้น 
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รูปที่ 4-5 

 

ถาเราเขียนสมการที่ 4-1 และ 4-2 ใหอยูในรูป dV  = − w x dx( )  และ dM  = V dx  ซึ่งแทนพื้นที่ภายใต 
แรงกระจายและใต shear diagram ตามลําดับ แลวทําการอินทิเกรต (integration) สมการทั้งสอง เราจะไดวา 

∆V  = − ∫ w x dx( )      (4-3) 
(การเปลี่ยนแปลงของแรงเฉือน = คาลบของพื้นที่ภายใตแรงกระจาย) 

∆M  = ∫ dxxV  )(      (4-4) 
(การเปลี่ยนแปลงของโมเมนต = พื้นที่ภายใต  shear diagram) 

ซึ่งความหมายของสมการที่ 4-3 และ 4-4 จะเห็นไดชัดเจนขึ้นเมื่อพิจารณารูปที่ 4-5 
ตัวอยางที่ 4-2 
 จงเขียน shear diagram และ moment diagram ของคาน ACB  ซึ่งถูกกระทําโดยน้ําหนักบรรทุกกระจาย
สมํ่าเสมอ (Uniformly distributed load) w  ดังที่แสดงในรูปที่ 4-6a 

 

 
(a) 

รูปที่ 4-6 
 



เอกสารประกอบการสอนวิชาทฤษฎีโครงสราง Theory of Structures เรียบเรียงโดย ผศ.ดร. สิทธิชัย แสงอาทิตย SUT 4-7

จากรูป คานมีความสมมาตรของแรงกระทําและรูปรางรอบจุดกึ่งกลางคาน C  ดังนั้น เมื่อเราใชสมการความ
สมดุลบน free body diagram ของคาน เราจะหาแรงปฏิกิริยาที่จุดรองรับได โดยที่ 

2
wLRR ByAy ==   และ 0=AxR  

จากนั้น ทําการตัดคานที่ระยะ x  จากจุดรองรับ A  แลว เขียน free body diagram ของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 
4-6a และเราจะหา function ของแรงเฉือนและโมเมนตดัดภายในที่เกิดขึ้นที่หนาตัดดังกลาวไดดังนี้ 

+↑ ;0=∑ yF     0
2

)( =+−−
wLwxxV  

wxwLxV −=
2

)(  

+ ∑ = ;0M     0
22

)( =−+ xwLxwxxM  

22
)(

2wxxwLxM −=  

 จากสมการของแรงเฉือน )(xV  และโมเมนตดัด )(xM ที่หามาได เราจะเห็นไดวา 

wwxwL
dx
d

dx
xdV

−=−= )
2

()(  

)(
2

)
22

()( 2

xVwxwLwxxwL
dx
d

dx
xdM

=−=−=  

ซึ่งสอดคลองกับสมการที่ (4-1) และ (4-2) และเมื่อนําสมการของแรงเฉือน )(xV  และโมเมนตดัด )(xM มาเขียน shear 
diagram และ moment diagram เราจะไดแผนภาพดังที่แสดงในรูปที่ 4-6b 
 

 
(b) 

 

 จากแผนภาพ เราจะเห็นไดวา แรงเฉือนมีคาเทากับศูนยที่ระยะ 2/Lx =  โดยที่ shear diagram เปล่ียนคาจาก
บวกเปนลบที่จุดดังกลาว ซึ่งจุดนี้สอดคลองกับจุดที่คาโมเมนตมีคามากที่สุด นอกจากนั้นแลว จาก shear diagram การ
เปล่ียนแปลงของแรงเฉือนระหวางจุด A  ไปยังจุด C  มีคาเทากับ  
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22
0 wLwLV AC −=−=∆ −  

ซึ่งมีคาเทากับคาลบของพื้นที่ภายใตแรงกระจายในชวง จุด A  ถึงจุด C  ดังที่แสดงในสมการที่ (4-3)  

2
)0

2
(2/

0

2/

0

wLwLwxwdxV L
L

AC −=−−=−=−=∆ ∫−  

และจาก moment diagram การเปลี่ยนแปลงของโมเมนตระหวางจุด A  ไปยังจุด C  มีคาเทากับ 

8
0

8

22 wLwLM AC =−=∆ −  

ซึ่งมีคาเทากับคาของพื้นที่ภายใต shear diagram ในชวง จุด A  ถึงจุด C  ดังที่แสดงในสมการที่ (4-4) ซึ่งมีคาเทากับ  

8
0

8
]

22
[)

2
(

22
2/

0

22/

0

wLwLwxxwLdxwxwLM L
L

AC =−=−=−=∆ ∫−  
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ตัวอยางที่ 4-3 
จงเขียน shear diagram และ moment diagram ของคานยื่น ซึ่งถูกกระทําโดยน้ําหนักบรรทุกแบบกระจายเชิง

เสน (linearly distributed load) ดังที่แสดงในรูปที่ 4-7a  
จากรูป สมการของน้ําหนักบรรทุกที่ระยะ x  หรือ )(xw  จะหามาไดโดยใชสามเหลี่ยมคลาย 

x
xw
−

=
4

)(
m4
kN 10  

xxw 5.210)( −=  
 

 
(a) 

รูปที่ 4-7 
 

 จาก free body diagram ของสวนตัดของคานที่ระยะ x  เราจะหาสมการของแรงเฉือนและโมเมนตดัดไดดังนี้ 

+↑ ;0=∑ yF   0)5.210()]5.210(10[
2
1)( =−−−−−− xxxxxV  

kN 10
4
5)( 2 xxxV −=  

+ ∑ = ;0M   0)
2

()5.210()
3
2()]5.210(10[

2
1)( =−+−−+

xxxxxxxM  

m-kN 5
12
5)( 23 xxxM −=  

 เราสามารถตรวจสอบความถูกตองของสมการของแรงเฉือนและโมเมนตดัดที่ได โดยใชสมการที่ (4-1) และ (4-2)  

)(xV =
dx
dM  = ]5

12
5[ 23 xx

dx
d

− = xx 10
4
5 2 −  

w x( ) =
dx
dV

− = ]10
4
5[ 2 xx

dx
d

−− = )105.2( −− x = x5.210 −  

และเราจะเขียน shear diagram และ moment diagram ของคานได ดังที่แสดงในรูปที่ 4-7b 
จาก shear diagram การเปลี่ยนแปลงของแรงเฉือนระหวางจุด A  ไปยังจุด B   

kN 20=∆ −ACV  
ซึ่งมีคาเทากับคาลบของพื้นที่ภายใตแรงกระจายในชวงจุด A  ถึงจุด B  ดังที่แสดงในสมการที่ (4-3)  

kN 20)25.110()5.210(
4

0

2
4

00

−=−−=−−=−=∆ ∫∫− xxdxxwdxV
L

AC  
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จาก moment diagram การเปลี่ยนแปลงของโมเมนตระหวางจุด A  ไปยังจุด B  
m-kN 33.53−=∆ −ACM  

ซึ่งมีคาเทากับคาของพื้นที่ภายใต shear diagram ในชวง จุด A  ถึงจุด C  ดังที่แสดงในสมการที่ (4-4) ซึ่งมีคาเทากับ  

m-kN 33.53]5
12
5[)10

4
5( 4

0
23

0

2 −=−=−=∆ ∫− xxdxxxM
L

AC  
 

 
(b) 
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สวนของคานที่ถูกกระทําโดยแรงเปนจุดและแรงคูควบ (Regions of Concentrated Force and Couple) 
สมการของแรงเฉือนและโมเมนตตามที่ไดกลาวไปแลวนั้น จะไมสามารถใชไดตรงจุดที่แรงเปนจุดและแรงคูควบ 

กระทํา เนื่องจากวาสมการดังกลาวไมไดรวมถึงการเปลี่ยนแปลงอยางไมตอเนื่องของคาของแรงเฉือนและแรงคูควบที่จุดที่
แรงดังกลาวกระทํา 

 
รูปที่ 4-8 

 

พิจารณาแผนภาพ free body diagram ของสวนของคานที่มีขนาดความยาวนอยมาก ∆x  ซึ่งตัดออกมาตรงจุด
ที่แรงเปนจุดและแรงคูควบกระทํา ดังที่แสดงในรูปที่ 4-8a โดยใชสมการความสมดุลของแรง เราจะไดการเปลี่ยนแปลงของ
แรงเฉือนอยูในรูป 
+↑ ;0=∑ yF      V  - F  - (V + V∆ ) = 0 

∆V  = - F      (4-5) 
จากสมการที่ 4-5 เราจะตีความหมายไดวา เมื่อแรงเปนจุด F  มีทิศทางพุงเขาหาคาน (+) แลว คา ∆V  จะมีคาเปนลบ (-
) และ shear diagram จะมีคาลดลงเทากับคา F  นั้น 

โดยใชสมการความสมดุลของโมเมนตรอบจุด o  บน free body diagram ของสวนของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 4-
8b เราจะไดการเปลี่ยนแปลงของโมเมนตอยูในรูป 
+ Mo∑ = 0;   M  + ∆M - M ′  - xV ∆  - M   = 0 
ถา ∆x  → 0,      ∆M  = M ′       (4-6) 
จากสมการที่ 4-6 เราจะตีความหมายไดวา เมื่อแรงคูควบ M ′  มีทิศทางตามเข็มนาฬิกาแลว คา ∆M จะมีคาเปนบวก  
และ moment diagram จะมีคาเพิ่มขึ้นเทากับคา M ′  นั้น 
ตัวอยางที่ 4-4 
 จงเขียน shear diagram และ moment diagram ของคาน ABC  ซึ่งถูกกระทําโดยแรง P  ดังที่แสดงในรูปที่ 4-
9 
 จาก free body diagram ของคาน เราจะหาแรงปฏิกิริยาที่จุดรองรับ A  และ C  ไดเปน 

4
3PRA =  และ 

4
PRC =  

 จากนั้น เราเขียน shear diagram และ moment diagram ของคานได ดังที่แสดงในรูปที่ 4-9 โดยถาเรา
กําหนดใหระยะ x  มีจุดเริ่มตนที่จุดรองรับ A  แลว เราจะไดวา 
เมื่อ ;4/0 Lx ≤≤  

4
3)( PxV =  

xPxM
4

3)( =  

เมื่อ ;4/ LxL ≤≤  
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4
)( PxV −=  

)(
4

)( xLPxM −=  
 

 
(a) 

รูปที่ 4-9 
 

จาก shear diagram เราจะเห็นวา ที่จุดที่แรง P  (ซึ่งมีทิศทางพุงลง) กระทํา (จุด B ) คาของการเปลี่ยนแปลง
ของแรงเฉือนจะมีคาลดลงเทากับคาแรงกระทํา P  นั้น นอกจากนั้นแลว เราจะเห็นไดวา เนื่องจากไมมีแรงกระจาย w  
กระทําตอคานในชวง AB  และ BC  ดังนั้น shear diagram ในชวงดังกลาวจึงมีคาคงที่ ซึ่งสอดคลองกับสมการที่ (4-2) 

หรือ 0=
dx
dV  

จาก moment diagram เราจะเห็นวา ในชวง AB  คา slope ของ moment diagram มีคาเปนบวกและมีคา
เทากับ  

4
3

416
3

=
LP  

ซึ่งสอดคลองกับคาที่เราหาไดจากการใชสมการที่ (4-2)  

4
3

=
dx
dM  

นอกจากนั้นแลว คาของการเปลี่ยนแปลงของโมเมนตจากจุด A  ไปยังจุด B  จะมีคาเทากับ 

PLPL
16
30

16
3

=−  

ซึ่งสอดคลองกับคาที่เราหาไดจากสมการที่ 4-4 

PLxPdxPM
LL

AB 16
3

4
3

4
3

4/

0

4/

0

===∆ ∫−  
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ตัวอยางที่ 4-5 
จงเขียน shear diagram และ moment diagram ของคาน ABC  ซึ่งถูกกระทําโดยโมเมนต 0M  ในทิศทาง

ตามเข็มนาฬิกาที่จุดกึ่งกลางของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 4-10  
เราจะเขียน shear diagram และ moment diagram ของคานในกรณีนี้ไดตามวิธีการที่ไดกลาวมาแลว และได

แสดงไวในรูปที่ 4-10 จาก shear diagram และ moment diagram ดังกลาว เราจะสังเกตุเห็นไดวา 
1. เนื่องจากคานถูกกระทําโดยโมเมนตเทานั้น ดังนั้น จากสมการที่ 4-1 shear diagram ของคานจะมีคาคงที่

ตลอดความยาวคาน 
2. จาก moment diagram เราจะเห็นวา ที่จุดที่โมเมนต 0M  ซึ่งมีทิศทางตามเข็มนาฬิกา คาของการ

เปล่ียนแปลงของแรงเฉือนจะมีคาเพิ่มขึ้นเทากับคาโมเมนต 0M  นั้น  
3. เนื่องจากคาของแรงเฉือนมีคาเปนลบตลอดความยาวคาน ดังนั้น slope ของ moment diagram ก็จะมีคา

เปนลบ 
 

 
รูปที่ 4-10 
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ตัวอยางที่ 4-6 
จงเขียนแผนภาพ shear diagram และ moment diagram ของคานโดยการพิจารณาหาความสัมพันธของแรง

กระทํา แรงเฉือน และโมเมนตดัด 
 

 
(a) 

   
(b) 

      
(c) 

รูปที่ 4-11 
 

 เริ่มตน เราจะหาคาของแรงปฏิกิริยาที่จุดรองรับทั้งสองของคานโดยใชแผนภาพ free body diagram ของคาน  
ดังที่แสดงในรูปที่ 4-11a 
 1. เนื่องจากแรงปฏิกิริยาที่จุดรองรับ A  มีคาเทากับ kN 8.20 และทีทิศทางพุงขึ้น ดังนั้น คาแรงเฉือนที่จุดนี้จะ
มีคาเทากับ kN 8.20+ และเนื่องจากจุดรองรับ A  เปนหมุด (pin) คาโมเมนตที่จุดนี้จะมีคาเปนศูนย ดังที่แสดงใน
แผนภาพ shear diagram และ moment diagram 

 2. ในชวง AB  ของคาน สมการของแรงกระทําอยูในรูป 11 3
10)( xxw =  ซึ่งเปนสมการเสนตรงและมีคาเปน

บวก ดังนั้น จากสมการที่ 4-1 )()(
1

1 xw
dx
xdV

−=  เราจะไดวา คาความชันของ shear diagram ในชวงนี้จะตองมีคา

เปนลบและสมการของแรงเฉือน )( 1xV  จะอยูในรูปของสมการ polynomial กําลังสอง ซึ่งจะเปนเสนโคงคว่ําลง โดยที่
คาแรงเฉือนที่ระยะ 1x  จากจุด A  จะหาไดจากสมการที่ 4-3 โดยที่ 

2
1

0
111 3

5
3

1020.8)(
1

xdxxxVV
x

−=−=−=∆ ∫  

2
11 3

520.8)( xxV −=  
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เมื่อ m 31 =x แลว kN 80.6)3(
3
520.8)m 3( 2

1 −=−==xV  จากนั้น เราจะเขียน shear diagram ของคาน

ในชวง AB  ไดดังที่แสดงในรูปที่ 4-11b 
 เนื่องจากสมการของแรงเฉือนในชวง AB  ของคานที่วิเคราะหไดอยูในรูปของสมการ polynomial กําลังสอง และ

มีคาลดลงจาก kN 20.8 ที่จุด A  เปน kN 80.6−  ที่จุด B  ดังนั้น จากสมการที่ 4-2 )()(
1

1 xV
dx
xdM

=  เราจะได

วา คาความชันของ moment diagram ในชวงนี้จะตองมีคาลดลงจากจุด  A  ไปยังจุด B  และสมการของโมเมนต 
)( 1xM จะอยูในรูปของสมการ polynomial กําลังสาม ซึ่งจะเปนเสนโคงคว่ําลง โดยที่คาโมเมนตที่ระยะ 1x  จากจุด A  

จะหาไดจากสมการที่ 4-4 โดยที่ 
3
11

0
1

2
11 9

52.8]
3
52.8[0)(

1

xxdxxxMM
x

−=−=−=∆ ∫  

3
111 9

52.8)( xxxM −=  

เมื่อ m 31 =x แลว m-kN 6.9)3(
9
5)3(2.8)m 3( 3

1 =−==xM จากนั้น เราจะเขียน moment diagram ของ

คานในชวง AB  ไดดังที่แสดงในรูปที่ 4-11c 

ตําแหนง 1x  ที่เกิดคาโมเมนตสูงสุดจะหาไดจากสมการ 0)()(
1

1 == xV
dx
xdM  ดังนั้น 1x  ที่เกิดคาโมเมนต

สูงสุดจะคาเทากับ 0
3
52.8 2

1 =− x  และ m 218.21 =x ดังนั้น คาสูงสุดของโมเมนตดัดที่เกิดขึ้นในคานจะมีคาเทากับ 

m-kN 126.12)218.2(
9
5)218.2(2.8)m 218.2( 3

1 =−==xM  

3. ในชวง BC  ของคาน สมการของแรงกระทําอยูในรูป 0)( 2 =xw  ดังนั้น จากสมการที่ 4-1 0)( 2 =
dx
xdV  

เราจะไดวา คาความชันของ shear diagram ในชวงนี้จะตองมีคาเปนศูนย และสมการของแรงเฉือน )( 2xV  จะอยูในรูป
ของคาคงที่ ซึ่งจะเปนตรงในแนวนอน โดยที่คาแรงเฉือนที่ระยะ 2x  จากจุด B  จะหาไดจากสมการที่ 4-3 โดยที่ 

0)0(80.6)(
2

0
11 =−=+=∆ ∫

x

dxxVV  

kN 80.6)( 1 −=xV  
จากนั้น เราจะเขียน shear diagram ของคานในชวง BC  ไดดังที่แสดงในรูปที่ 4-11b 

 เนื่องจากแรงเฉือนในชวง BC  มีคาคงที่เทากับ kN 80.6−  ดังนั้น จากสมการที่ 4-2 80.6)( 2 −=
dx
xdM  

เราจะไดวา คาของ moment diagram ในชวงนี้จะตองมีคาลดลงอยางสม่ําเสมอโดยมีคา slope เทากับ 80.6−  จากจุด  
B  ไปยังจุด C  และสมการของโมเมนต )( 2xM จะอยูในรูปของสมการเสนตรง โดยที่คาโมเมนตที่ระยะ 2x  จากจุด B  
จะหาไดจากสมการที่ 4-4 โดยที่ 

2
0

22 80.6]80.6[60.9)(
2

xdxxMM
x

−=−=−=∆ ∫  

22 80.660.9)( xxM −=  
เมื่อ m 22 =x แลว m-kN 0.4)2(80.660.9)m 2( 2 −=−==xM จากนั้น เราจะเขียน moment diagram 
ของคานในชวง BC  ไดดังที่แสดงในรูปที่ 4-11c 
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 4. เนื่องจากแรงปฏิกิริยาที่จุดรองรับ C  มีคาเทากับ kN 8.80 และทีทิศทางพุงขึ้น ดังนั้น คาแรงเฉือนที่จุดนี้จะ
มีคาเทากับ kN 2.208.8080.6 +=+− ดังที่แสดงในแผนภาพ shear diagram ในรูปที่ 4-11b 

5. ในชวง CD  ของคาน สมการของแรงกระทําอยูในรูป 0)( 3 =xw  ดังนั้น จากสมการที่ 4-1 0
)( 3 =

dx
xdV  

เราจะไดวา คาความชันของ shear diagram ในชวงนี้จะตองมีคาเปนศูนย และสมการของแรงเฉือน )( 2xV  จะอยูในรูป
ของคาคงที่ ซึ่งจะเปนตรงในแนวนอน โดยที่คาแรงเฉือนที่ระยะ 3x  จากจุด C  จะหาไดจากสมการที่ 4-3 โดยที่ 

0)0(0.2)(
3

0
11 =−=−=∆ ∫

x

dxxVV  

kN 0.2)( 1 +=xV  
เนื่องจากที่จุด D  ของคานมีแรง kN 0.2=P ซึ่งมีทิศทางพุงลงกระทําและจะทําใหเกิดแรงเฉือนมีคาเปนลบ ดังนั้น 
คาแรงเฉือนที่จุดนี้จะมีคาเทากับ kN 00.20.2 =− จากนั้น เราจะเขียน shear diagram ของคานในชวง CD  ไดดังที่
แสดงในรูปที่ 4-11b 

 เนื่องจากแรงเฉือนในชวง CD  มีคาคงที่เทากับ kN 0.2  ดังนั้น จากสมการที่ 4-2 0.2)( 2 =
dx
xdM  เราจะได

วา คาของ moment diagram ในชวงนี้จะตองมีคาเพิ่มขึ้นอยางสม่ําเสมอโดยมีคา slope เทากับ 0.2  จากจุด C  ไปยังจุด 
D  และสมการของโมเมนต )( 3xM จะอยูในรูปของสมการเสนตรง โดยที่คาโมเมนตที่ระยะ 3x  จากจุด C  จะหาไดจาก
สมการที่ 4-4 โดยที่ 

2
0

23 0.2]0.2[)0.4()(
3

xdxxMM
x

==−−=∆ ∫  

22 0.20.4)( xxM +−=  
เมื่อ m 23 =x แลว m-kN 0)2(0.20.4)m 2( 3 =+−==xM จากนั้น เราจะเขียน moment diagram ของ
คานในชวง CD  ไดดังที่แสดงในรูปที่ 4-11c 
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4.4 แผนภาพแรงเฉือนและโมเมนตของโครงขอแข็ง (Shear and Moment Diagrams for a Frame) 
 การเขียน shear diagram และ moment diagram ของโครงขอแข็งมีลักษณะเชนเดียวกับการเขียน shear 
diagram และ moment diagram ของคาน โดยเริ่มตนเราจะหาคาของแรงปฏิกิริยาที่จุดรองรับของโครงขอแข็ง จากนั้น ใช 
method of sections หาสมการของแรงในแนวแกน แรงเฉือน และโมเมนตที่เกิดขึ้นในโครงขอแข็ง แลวเขียน shear 
diagram และ moment diagram 
ตัวอยางที่ 4-7 
 จงเขียน shear diagram และ moment diagram ของ Gable frame ดังที่แสดงในรูปที่ 4-12a 
 

      
(a) 

รูปที่ 4-12 
 

  เราไดหาแรงปฏิกิริยาที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับ A  และ C  ไปแลวในบทที่ 2 ดังที่แสดงในรูปที่ 4-12a  
พิจารณา free body diagram ของสวน AD  ของ Gable frame ดังที่แสดงในรูปที่ 4-12b เราจะหาสมการของ

แรงในแนวแกน แรงเฉือน และโมเมนตดัดของสวนดังกลาวของโครงขอแข็งไดดังตอไปนี้ 
m 40 1 ≤≤ x  

 

   
     (b)      (c) 

 

+↑ 0=∑ yF ;    )( 1xN = 24.73 kN  
+

→ 0=∑ xF ;    )( 1xV + 6.42 1x -38.15=0 
)( 1xV  = 38.15-6.42 1x  kN  
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+ Mo∑ = 0;   )( 1xM + 6.42( 1x )
2
1x -38.15( 1x ) =0 

)( 1xM = 38.15( 1x ) - 3.21 2
1x  m-kN  

เมื่อ m 0.41 =x เราจะไดวา  )m 4( 1 =xN = 24.73 kN  
)m 4( 1 =xV  = 38.15-6.42(4) = 12.47 kN  
)m4( 1 =xM = 38.15(4) - 3.21(16) = 101.25 m-kN  

 พิจารณา free body diagram ของสวน BD  ของ Gable frame ดังที่แสดงในรูปที่ 4-12c  
m 50 2 ≤≤ x  

+ 0=∑ xF ;  - )( 2xN + 2.93 o87.36cos +37.45 o87.36sin =0 
)( 2xN = 24.81 kN  

+ 0=∑ yF ;   )( 2xV -3.18 2x +37.45 o87.36cos - 2.93 o87.36sin = 0 
)( 2xV = -28.20+3.18 2x  kN  

+ Mo∑ = 0; )( 2xM + 3.18( 2x )
2

2x +2.93 o
2 87.36sinx -37.45 o

2 87.36cosx  =0 

)( 1xM = 28.20( 2x ) – 1.59 2
2x  m-kN  

เมื่อ m 0.52 =x เราจะไดวา  )m 5( 2 =xN = 24.81 kN  
)m 5( 2 =xV  = -28.20+3.18(5) = -12.30 kN  

)m 5( 2 =xM = 28.20(5) – 1.59(25) = 101.25 m-kN  
เราควรสังเกตุดวยวา เราจะตรวจสอบความถูกตองของสมการที่คํานวณไดโดยการใชสมการความสมดุลของแรง

และโมเมนตที่จุดตอ D  ยกตัวอยางเชน ในกรณีนี้เราจะเห็นวาคาโมเมนตที่คํานวณได )m 5( 2 =xM  ของสวน BD  มี
คาเทากับคาโมเมนต )m4( 1 =xM  ของสวน AD  เปนตน 

ในทํานองเดียวกัน เราจะสามารถหาสมการของแรงในแนวแกน แรงเฉือน และโมเมนตดัดของโครงสรางในสวน 
BEC  ได และสุดทายนําสมการที่ไดมาเขียนแผนภาพของแรงในแนวแกน (normal force diagram) แผนภาพของแรง
เฉือน (shear diagram) และแผนภาพของโมเมนตดัด (moment diagram) ไดดังที่แสดงในรูปที่ 4-12d-f 

 

   
(d) 
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(e) 

 

               
(f) 
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4.5 การเขียนแผนภาพโมเมนตโดยวิธี superposition (Moment Diagrams by the Method of Superposition) 
 ในการวิเคราะหและออกแบบคานหรือโครงขอแข็ง เรามักจะพบวา คานหรือโครงขอแข็งมักจะถูกกระทําโดยแรง
และโมเมนตหลายคาพรอมๆ กัน ซึ่งจะทําใหการเขียน moment diagram ของคานหรือโครงขอแข็งดังกลาวมีความยุงยาก
มาก ในทางปฏิบัติแลว เราจะใชวิธี superposition ซึ่งมีพื้นฐานมาจากหลักการ superposition มาชวยเขียน moment 
diagram โดยมีขั้นตอนดังตอไปนี้ 

1. ทําการแยกโครงสรางซึ่งถูกกระทําโดยแรงและโมเมนตหลายคาพรอมๆ กัน ออกเปนโครงสรางซึ่งถูกกระทํา
โดยแรงและโมเมนตแตละแรงตามความเหมาะสม 

2. ทําการเขียนแผนภาพ moment diagram ของโครงสรางที่ละกรณี 
3. นําแผนภาพ  moment diagram ทั้งหมดมารวมกันทางพีชคณิต (Algebra) 

ตัวอยางที่ 4-8 
 จงเขียน moment diagram ของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 4-13 โดยวิธี superposition 
 

 
รูปที่ 4-13 

 

จากหลักการ superposition เราจะแบงคานดังกลาวออกไดเปน 4 กรณี ดังที่แสดงในรูปที่ 4-13 
Case 1: แรงกระจายสม่ําเสมอ kN/m 5 ในชวง AB  ของคาน 
Case 2: แรงกระทําเปนจุด kN 20 ที่จุด B  
Case 3: โมเมนต m-kN 40 ที่จุดรองรับ A  
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Case 4: โมเมนต m-kN 40 ที่จุดรองรับ C  
เมื่อเราทําการวิเคราะหและเขียน moment diagram ของคานในแตละกรณีของแรงกระทําแลว เราจะนํา 

moment diagram ดังกลาวมารวมกัน ยกตัวอยางเชน คาของโมเมนตลัพธที่จุด B  จะมีคาเทากับ 
m-kN 2020204020 =−−+  

สุดทาย ผลลัพธที่ไดจะถูกนํามาเขียน moment diagram ของคานเนื่องจากแรงกระทําทั้งหมดกระทําพรอมๆ กัน ดังที่แสดง
ในรูป 

โดยทั่วไปแลว แผนภาพของ moment diagram ของแรงและโมเมนตในรูปแบบตางๆ จะถูกรวบรวมไวใน
มาตรฐานการออกแบบ เชน Structural Steel Designer’s Handbook เปนตน 
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บทที่ 5
Cables และ Arches

5.1  Cables
ในบทนี้ เราจะศึกษาถึงหลักการพื้นฐานที่จะใชในการวิเคราะหเคเบิล (cable) ซึ่งถูกกระทํ าโดยแรงเปนจุด 

(concentrated load) และแรงแผกระจาย (distributed load) ตัวอยางของเคเบิลที่รองรับแรงเปนจุดคือ cable ที่ใชในการ
รองรับหลังคาแขวน (suspension roof) และสะพานแขวน (suspension bridges) เปนตน และตัวอยางของเคเบิลที่รองรับ
แรงแผกระจายคือ สายไฟฟาซึ่งถูกกระทํ าโดยนํ้ าหนักตัวเอง และเคเบิลที่ใชในการรองรับสะพานแขวนที่มีระยะหางระหวาง 
hangers ที่ชิดกันมากและสมํ่ าเสมอ เปนตน

เนื่องจากเคเบิลเปนโครงสรางที่ดัดไปมาไดงาย (flexible) ดังนั้น ในการวิเคราะหเคเบิล เราจะสมมุติใหเคเบิล 
เปนโครงสรางที่ไมสามารถรับแรงเฉือน (shear force) และโมเมนตดัด (bending moment) ได ดังนั้น แรงภายในเคเบิลจะ
เปนแรงดึง (tension forces) ที่มีทิศทางสัมผัส (tangent) กับเคเบิลที่จุดตางๆ ตลอดความยาวของเคเบิลเทานั้น นอกจาก
นั้นแลว เราจะสมมุติใหเคเบิลไมมีการยืดตัวภายใตแรงกระทํ า ดังนั้น ความยาวของเคเบิลกอนถูกกระทํ าโดยแรงและหลังที่
เอาแรงกระทํ าออกจะมีคาเทากัน
5.2 เคเบิลที่ถูกกระทํ าโดยแรงเปนจุด (Cable Subjected to Concentrated Loads)

ในการวิเคราะหเคเบิลที่รองรับแรงกระทํ าเปนจุด เราจะไมพิจารณานํ้ าหนักของเคเบิล ซึ่งมีคานอยมากเมื่อเทียบ
กับแรงกระทํ าเปนจุด

รูปที่ 5-1
การวิเคราะหเคเบิลที่ถูกกระทํ าโดยแรงเปนจุดโดยวิธี joint method

ภายใตแรงกระทํ าเปนจุด เคเบิลจะเกิดการเปลี่ยนแปลงรูปรางจากลักษณะตกทองชาง (sag) เปนสวนของเสน
ตรง ดังที่แสดงตามรูปที่ 5-1 และแรงดึงที่เกิดขึ้นภายในสวนของเคเบิลจะมีคาคงที่ตลอกสวนนั้นของเคเบิล จากรูปที่ 5-1 
กํ าหนดให θ   เปนมุมที่คอรด (chord) ของเคเบิล AB  ทํ ากับแนวนอน และ L  เปนความยาวของ span ของเคเบิล ถา
เราทราบความยาว L1 , L2 , และ L3  และคาของแรงกระทํ าเปนจุด P1  และ P2  แลว เราจะมีตัวแปรที่ไมทราบคา 9 ตัว
แปร ในการวิเคราะหเคเบิลดังกลาว ซึ่งประกอบดวยคาแรงดึง 3 แรงในสวนของเคเบิล AC , CD , และ DB , แรงปฏิ
กริยา 4 แรงที่จุดรองรับ A  และ B , และคาของระยะตกทองชาง yC   และ yD  แตเนื่องจากวาเราจะเขียนสมการความ
สมดุลที่จุด A , B , C , และ D  ไดเพียงแค 8 สมการเทานั้น ดังนั้น เราจํ าเปนที่จะตองทราบคาตัวแปรที่เกี่ยวกับรูปทรง
ทางเรขาคณิต (geometry) ของเคเบิลอีก 1 คา โดยปกติแลว เราจะทราบคาของระยะตกทองชาง yC  หรือ yD  คาใดคา
หนึ่ง ซึ่งจะทํ าใหเราหาแรงดึง แรงปฏิกริยา และระยะตกทองชางที่เหลือได สุดทาย เราจะหาความยาวของเคเบิลได
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ตัวอยางที่ 5-1
จงทํ าการวิเคราะหหาแรงที่เกิดขึ้นใน cable ซึ่งมีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ 5-2a พรอมทั้งหาคาของระยะ h

(a)
รูปที่ 5-2

จากรูป ในการวิเคราะห cable นี้ เราจะมีตัว unknown ทั้งส้ิน 8 คาประกอบดวยแรงปฏิกริยา xA  yA  xD  และ 
yD  แรงใน cable ABT  BCT  และ CDT  และระยะ h  ซึ่งเราจะหาไดโดยใชสมการความสมดุล ∑ = 0xF  และ 

∑ = 0yF  ที่จุด A  B  C  และ D  รวม 8 สมการ นอกจากนั้นแลว เรายังสามารถหาตัว unknown ดังกลาวไดดังวิธีที่
จะแสดงตอไปนี้

(b)

   (d)             (c)
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พิจารณา free body diagram ของ cable ดังที่แสดงในรูปที่ 5-2b โดยที่ความยาวของสวน CD  ของ cable มี
คาเทากับ m 13 ดังนั้น 13/3sin =CDθ  และ 13/2cos =CDθ

+ ∑ = ;0AM 6)
13
3(CDT  - 1)

13
2(CDT  - )2(10  - )4(5 = 0

kN 014.9=CDT
จาก free body diagram ของจุดรองรับ D  เราจะไดวา

kN 5)13/2(014.9 ==xD

kN 5.7)13/3(014.9 ==yD
พิจารณา free body diagram ของจุด C  ดังที่แสดงในรูปที่ 5-2c เพื่อหา BCT   และ BCθ

∑ =→
+

;0xF 9.014( 13/2 )- BCT BCθcos =0

∑ =↑+ ;0yF 9.014( 13/3 )- BCT BCθsin -5.0 = 0

BCθ  = o565.26

BCT  = 5.590 kN
พิจารณา free body diagram ของจุด D  ดังที่แสดงในรูปที่ 5-2d เพื่อหา ABT   และ ABθ

∑ =→
+

;0xF 5.590( o565.26cos )- ABT ABθcos =0

∑ =↑+ ;0yF 5.590( o565.26sin )+ ABT ABθsin -10.0 = 0
o31.56=ABθ

kN 014.9=ABT
เนื่องจาก CDAB TT =  ดังนั้น xx DA =  และ yy DA =

ระยะ h  หาไดจากความสัมพันธ 2/tan hAB =θ  ดังนั้น
m 0.3=h

และความยาวของ cable จะมีคาเทากับ

L  = (2) o31.56cos
2 + o565.26cos

2 = 9.447 m
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การวิเคราะหเคเบิลที่ถูกกระทํ าโดยแรงเปนจุดโดยใชทฤษฎีเคเบิล (Cable Theorem)

รูปที่ 5-3

พิจารณาเคเบิล ซึ่งถูกกระทํ าโดยชุดของแรงกระทํ าเปนจุด P1 , P2 , …, nP  ดังที่แสดงในรูป 5-3 เนื่องจากแรง
กระทํ าเปนแรงในแนวดิ่ง ดังนั้น แรงดึงในแนวนอนในเคเบิลจะมีคาคงที่ตลอดความยาวของเคเบิล และจะมีคาเทากับแรงป
ฎิกริยาในแนวนอนที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับ กํ าหนดให

H = แรงปฎิกริยาในแนวนอนที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับ A  และ B

∑ BM = ผลรวมของโมเมนตเนื่องจากชุดของแรงกระทํ าเปนจุด P1 , P2 , …, nP

∑ mM = ผลรวมของโมเมนตรอบจุด m  เนื่องจากแรงกระทํ าเปนจุด P1 , P2 , … ซึ่งอยูทางดานซายมือของ
จุด m

เมื่อทํ าการรวมโมเมนตของแรงกระทํ าเปนจุด P1 , P2 , …, nP  รอบจุด B  เราจะไดวา
)tan( θLH  + LRAy  - ∑ BM  = 0 (a)

ดังนั้น แรงปฎิกริยา AyR  จะมีคาเทากับ θtanH
L
M B −∑  กํ าหนดใหจุด m  เปนจุดใดๆ บนเคเบิลที่ระยะ x  จาก

จุดรองรับ A  จากนั้น ทํ าการรวมโมเมนตของแรงกระทํ าเปนจุด P1 , P2 , … ซึ่งอยูทางดานซายมือของจุด m  รอบจุด m
เราจะไดวา

)tan( myxH −θ  + xRAy  - ∑ mM  = 0 (b)
และเมื่อแทนคา AyR  ลงในสมการ (b) เราจะได

∑ ∑−= mBm MM
L
xyH )( (c)

จากรูป เราจะเห็นไดวา my  เปนระยะที่วัดจากจุด m  บนเคเบิลไปยังคอรด AB และจากสมการ เราจะเห็นไดวา 
เทอมทางดานซายมือมีคาเทากับโมเมนตดัดที่เกิดขึ้นที่จุด m  บนคานที่แสดงในรูปที่ 5-3b ซึ่งเปนคานชวงเดียวแบบรอง
รับธรรมดา (simply supported beam) ที่มีความยาวเทากับความยาวของ span ของเคเบิล และจุด m  บนคานมีระยะ 
x  จากจุดรองรับที่อยูทางดานซายมือ เมื่อเราทราบคาของแรงแรงปฎิกริยาในแนวนอน H  แลว เราจะหาแรงดึงในเคเบิล
และ แรงปฏิกริยาที่เหลือไดโดยใชสมการความสมดุล
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ทฤษฎีเคเบิลนี้เหมาะที่จะใชในการวิเคราะห cable ที่ถูกกระทํ าโดยแรงกระทํ าเปนจุดจํ านวนมาก
ตัวอยางที่ 5-2

จงทํ าการวิเคราะห cable ซึ่งถูกกระทํ าโดยแรงตางๆ ดังที่แสดงในรูปที่ 5-4 กํ าหนดให m 5.1max =y จงหา
1. แรงปฏิกริยาที่จุดรองรับ A  และ B
2. ระยะ sag Cy , Dy , Ey , และ Fy
3. แรงที่เกิดขึ้นในสวนตางๆ ของ cable

(a)
รูปที่ 5-4

แรงปฏิกริยาที่จุดรองรับ A  และ B
จากทฤษฎี cable เราจะ หาแรงปฏิกริยา AyR  และ ByR  ที่จุดรองรับของ cable ไดโดยใชสมการความสมดุล

บนคาน simple beam ดังที่แสดงในรูปที่ 5-4a โดยที่ yAAy RR ′=  และ yBBy RR ′=

+ ∑ =′ ;0AM )24(1500)18(1000)12(250)6(500)30( +++=′yBR
kN 2000=′yBR

∑ =↑+ ;0yF kN 1250200015001000250500 =−+++=′yAR
จากนั้น เราจะหาแรงปฏิกริยา HRR BxAx ==   ที่จุดรองรับของ cable ไดจากสมการของทฤษฎี cable

∑ ∑−= mBm MM
L
xyH )(

เนื่องจากแรงปฏิกริยาในแนวนอน H  มีคาคงที่ตลอดความยาวของ cable ดังนั้น maxy  จะเกิดขึ้นที่จุดที่คา
โมเมนตบนคาน simple beam มีคาสูงสุด โดยใชใชสมการความสมดุลของโมเมนตบน free body diagram ของสวนของ
คาน CA ′′  DA ′′  EA ′′  และ FA ′′ ที่จุด C ′  D′  E ′  และ 'F  ตามลํ าดับ เราจะหาคาโมเมนตที่จุดดังกลาวไดเปน

m-kN 7500)6(1250 ==′CM

m-kN 12000)6(500)12(1250 =−=′DM
m-kN 15000)6(250)12(500)18(1250 =−−=′EM

m-kN 12000)6(2000 ==′FM
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ดังนั้น maxM  เกิดขึ้นที่จุด E ′  และจากสมการของทฤษฎี cable
15000)5.1( =H

kN 10000=H
ระยะ sag Cy , Dy , Ey , และ Fy

คาระยะ sag ที่จุดตางๆ จะหาไดจากสมการของทฤษฎี cable ในรูป

m 75.0
10000
7500

=== ′

H
M

y C
C

m 2.1
10000
12000

=== ′

H
My D

D

m 5.1max == yyE

m 2.1
10000
12000

=== ′
′ H

My F
F

แรงที่เกิดขึ้นในสวนตางๆ ของ cable

(b)
จาก free body diagram ของสวนตางๆ ของ cable ดังที่แสดงในรูปที่ 5-4b เราจะหา แรงที่เกิดขึ้นในสวนนั้นๆ 

ของ cable ไดดังที่แสดงในตาราง

สวนของ cable องคประกอบของแรงในแนว
นอน iH  ( kN )

องคประกอบของแรงในแนวดิ่ง
iV  ( kN )

แรงลัพธ iT
( kN )

AC 10000 1250 22 125010000 +
= 10077.8

CD 10000 1250-500 = 750 10028.1

DE 10000 750-250 = 500 10012.5

EF 10000 500-1000 = -500 10012.5

FB 10000 -500-1500 = -2000 10198.0
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5.3 Cable ที่ถูกกระทํ าโดยแรงกระจายสมํ่ าเสมอ (Cable Subjected to Uniform Distributed Loads)

รูปที่ 5-5

ในการวิเคราะหเคเบิลที่ถูกกระทํ าโดยแรงที่มีทิศทางลงในแนวดิ่งและมีการกระจายสมํ่ าเสมอในแนวนอนนั้น เรา
จะเริ่มจากการหารูปรางของเคเบิลภายใตการกระทํ าของแรง พิจารณาเคเบิล ตามรูปที่ 5-5a ซึ่งมีจุดเริ่มตน (origin) ของ
แกนอางอิง yx −  อยูที่ปลายดานตํ่ าสุดของเคเบิล และใหคาความชันของเคเบิลที่จุดนี้มีคาเทากับศูนย การที่เรากํ าหนด
ใหจุดเริ่มตนของแกนอางอิง yx −  ใหมีลักษณะเชนนี้นั้น เพื่อประโยชนในการวิเคราะห cable ไดงายขึ้น ซึ่งจะเห็นไดใน
ตัวอยางภายหลัง

รูปที่ 5-5b เปนแผนภาพ free body diagram ของชิ้นสวนของเคเบิลที่ระยะ x  จากจุดเริ่มตน ซึ่งมีความยาว 
∆s  ที่นอยมาก เนื่องจากคาของแรงดึงที่เกิดขึ้นเปลี่ยนแปลงอยางตอเนื่องทั้งขนาดและทิศทางตามความยาวของเคเบิล 
ดังนั้น เราจะให ∆T  แสดงถึงการเปลี่ยนแปลงของแรงดึงบนแผนภาพ free body diagram ตามรูป แรงลัพธของแรง
กระจายจะมีคาเทากับ xwo ∆  กระทํ าที่ระยะ 2/x∆  จากจุด o  โดยการใชสมการความสมดุล เราจะไดวา
+↑∑ = 0xF ; -T θcos  + ( TT ∆+ ) )cos( θ∆+θ  = 0
+↑∑ = 0yF ; -T  θsin  - xwo ∆ + (T  +∆T ) )sin( θθ ∆+  = 0
+ ∑ = 0oM ; xwo ∆  ( 2/x∆ ) - T  θcos  (∆y ) + T  θsin  (∆x ) = 0

เมื่อเราหารสมการทั้งสามนี้ดวย ∆x  และให limit ∆x→0 แลว ∆y→0 และ θ∆ →0 และเนื่องจาก θ∆  มี
คานอยมาก จากวิชา trigonometry

)cos( BA + = Acos Bcos - sin A sin B  ดังนั้น )cos( θ∆+θ ≅ θcos

และ sin( )A B+ = sin A cos B + cos A sin B  ดังนั้น )sin( θ∆+θ ≅ θsin
เราจะไดวา

dx
Td )cos( θ  = 0 (5-1)

dx
Td )sin( θ  = ow (5-2)

และ dy
dx

 = θtan (5-3)
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ทํ าการอินทิเกรตสมการที่ 5-1 และใชเงื่อนไขขอบเขต (boundary condition) ที่วา ที่ x  = 0, θ  = o0  และ T = FH  ดัง
นั้น

T θcos  = FH (5-4)
สมการที่ 5-4 หมายความวา องคประกอบของแรงในแนวแกนนอนที่จุดใดๆ บนเคเบิลมีคาคงที่ จากนั้น ทํ าการอินทิเกรต
สมการที่ 5-2 และใช boundary condition ที่วา ที่ x = 0, θ  = o0  และ T θsin = 0 ดังนั้น

T θsin  = xwo (5-5)
หารสมการที่ 5-5 ดวยสมการที่ 5-4 และแทนคาลงในสมการที่ 5-3 เราจะได คาความชันที่จุดใดๆ บนเคเบิลมีคาเทากับ

θtan  = dy
dx

 = w x
F

o

H

(5-6)

ทํ าการอินทิเกรตสมการที่ 5-6 และใช boundary condition ที่วา ที่ x  = 0, y  = 0 เราจะไดความสัมพันธของระยะ y
กับระยะ x  ในรูป

y
w
F

xo

H

 =  
2

2 (5-7)

สมการนี้เปนสมการพาราโบลา (parabola) ซึ่งแสดงวาเคเบิลภายใตแรงกระจายสมํ่ าเสมอจะมีรูปรางเปนพาราโบลา และ
คาคงที่ของแรงในแนวนอน FH  จะหาไดโดยใช boundary condition ที่วา ที่ x  = L , y  = h  ดังนั้น

FH   = w L
h

o
2

2
(5-8)

สุดทาย แทนคา FH  ในสมการที่ 5-8 ลงในสมการที่ 5-7 เราจะได

y h
L

x =  2
2 (5-9)

จากสมการที่ 5-4 เราจะไดวา T  = FH  / θcos  ดังนั้น แรงดึงจะมีคามากที่สุด เมื่อ θcos  มีคานอยที่สุด หรือเมื่อ θ  มี
คาเขาใกล o90  ในกรณีนี้จะเกิดขึ้นที่ x  = L  ดังนั้น จากสมการที่ 5-4 และ 5-5 เราจะได

T F w LH omax ( )= +2 2             (5-10)
และเมื่อแทนคา FH  ในสมการที่ 5-8 ลงในสมการที่ 5-10 เราจะได

T w L L homax ( / )= +1 2 2             (5-11)
เราควรที่จะทราบดวยวา เมื่อเคเบิลถูกกระทํ าโดยนํ้ าหนักของตัวเอง ซึ่งมีการกระจายสมํ่ าเสมอตลอดความยาว

ของเคเบิล (ซึ่งแตกตางจากกรณีที่ผานมา) เคเบิลจะมีรูปรางแบบ catenary (รูปทรงที่อยูระหวางรูปทรงพาราโบลาและครึ่ง
วงกลม) อยางไรก็ตาม เมื่ออัตราสวนของระยะตกทองชางตอความยาวของ span มีคานอยแลว รูปทรงแบบ catenary จะ
มีลักษณะที่คลายกับรูปทรงพาราโบลา

พิจารณาสะพานแขวน ตามรูปที่ 5-6a เราจะเห็นไดวา คานขนาดใหญ (girder) ของสะพานจะตองมีความแกรง
มากๆ เพื่อที่แรงที่เคลื่อนที่ได P  (moving loads) จะไดกระจายลงบน hangers ทุกอันอยางเทาเทียมกัน เมื่อแรง P  นี้
เคลื่อนที่ไปตามตํ าแหนงตางๆ บน girder ในกรณีที่ girder ถูกรองรับโดย simple support ตามรูปที่ 5-6b แลว สะพาน
แขวนนี้จะเปนโครงสราง statically indeterminate ที่มีดีกรีของอินดีเทอรมิเนทเทากับ 1 (statically indeterminate to the 
first degree) แตถา girder ดังกลาวมีหมุด (internal hinge) อยูระหวางที่รองรับ ดังที่แสดงตามรูปที่ 5-6c แลว สะพาน
แขวนดังกลาวจะเปนโครงสราง statically determinate

เราสามารถหาความสัมพันธของแรงที่เคลื่อนที่ได P  กับแรงแผกระจายสมํ่ าเสมอ w  ที่เกิดขึ้นบนคานของ
สะพานแขวนในรูปที่ 5-6c ไดโดยใชสมการความสมดุล พิจารณาคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 5-7 เมื่อเราใชสมดุลของโมเมนต
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รอบจุด  C  ของสวน BC  เราจะได 4/wLRBy −=  จากนั้น ใช สมดุลของแรงในแนวดิ่ง เราจะได  
4/3wLPRAy −=  และเมื่อเราใชสมดุลของโมเมนตรอบจุด B  เราจะไดวา

2

4
L
Pxw = 2/0 Lx ≤≤

จากนั้น เราจะทํ าการวิเคราะหเคเบิลของสะพานแขวนไดโดยใชวิธีการที่ไดศึกษาไปแลว

รูปที่ 5-6

รูปที่ 5-7
ตัวอยางที่ 5-3

กํ าหนดใหสะพานแขวนถูกกระทํ าโดยแรง P  ดังที่แสดงในรูปที่ 5-8a และใหหนวยแรงดึงที่ยอมใหของ cable 
kN 500=allowT  จงหา

1. คาสูงสุดของแรง P ( maxP ) ที่กระทํ าอยูบน girder ของสะพานแขวน สมมุติให girder มีความแกรงมาก
และสามารถรองรับแรง maxP  ได
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2. คาสูงสุดของมุมที่ cable กระทํ ากับแนวนอน maxθ

หา maxP
หนวยแรงกระจายสมํ่ าเสมอที่กระทํ าตอ cable เนื่องจากแรง P  กระทํ าตอ girder ของสะพานแขวน จะหาได

จาก

kN/m 
5.1225

)5.12(4
2

PPw ==

   
(a)

รูปที่ 5-8

กํ าหนดใหของจุดเริ่มตนของแกนอางอิง yx −   อยูที่จุดตํ่ าสุดของ cable ที่มี slope เปนศูนย ดังที่แสดงในรูปที่ 

5-8a  ซึ่งเราจะไดสมการของ cable อยูในรูป y w
F

xo

H

 =  
2

2  ดังนั้น

2

25
 = x

F
Py

H

โดยการแทนคา coordinate ที่จุดรองรับ A  และ B  ของ cable ลงในสมการดังกลาว เราจะหาระยะ x  ของจุด
เริ่มตนของแกนอางอิง yx −  ได

ที่จุดรองรับ ;A 2)25(
25

10 x
F
P

H

−=

ที่จุดรองรับ ;B 2

25
15 x

F
P

H

=

หลังจากแกสมการแลว เราจะได m 76.13=x
แทนคา coordinate ที่จุดรองรับ B  ( 15 ,76.13 ) ลงในสมการของ cable แลว เราจะหาคาของแรง HF  ได โดยที่

PP
y

xPFH 505.0
15
76.13

2525

22

===

เนื่ องจาก  maxT  จะเกิดขึ้นที่จุดรองรับ  B  เนื่องจากที่จุดนี้ มีค ามุม  maxθ ดังนั้น  จากสมการ  
22

max wxFT H +=  เราจะไดวา
2max2

max
2 )

5.12
76.13

()505.0(500
P

P +=
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kN 8.412max =P
คาสูงสุดของมุมที่ cable กระทํ ากับแนวนอน maxθ

มุม maxθ จะหาไดจากสมการ HFT =maxmax cosθ  ดังนั้น
o1

max

1
max 4.65

500
)8.412(505.0cos)(cos === −−

T
FHθ

ถากํ าหนดให ระยะระหวาง hanger มีคาเทากับ m 25.1 แลว เราจะหาแรงที่เกิดขึ้นใน hanger ไดจากผลคูณ
ของแรง w  กับระยะระหวาง hanger

kN/m 0.33
5.12
8.412

5.12
===

Pw

kN 25.41)25.1(0.33 ==hF
สุดทาย เราจะเขียน shear diagram และ moment diagram ของ girder ไดดังที่แสดงในรูปที่ 5-8b

(b)
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การวิเคราะหเคเบิลที่ถูกกระทํ าโดยแรงกระจายสมํ่ าเสมอในแนวนอนโดยใชทฤษฎีเคเบิล หรือ Cable Theorem
พิจารณาเคเบิล ดังที่แสดงในรูปที่ 5-9a ซึ่งถูกกระทํ าโดยแรงกระจายสมํ่ าเสมอในแนวนอน  กํ าหนดใหจุดเริ่มตน

ของแกนอางอิง yx −  อยูที่จุดรองรับ A  เนื่องจากเคเบิลถูกดัดไดงายและแรงกระทํ าเปนแรงในแนวดิ่งเทานั้น ดังนั้น 
จากสมการความสมดุลในแนวนอน เราจะไดวา แรงดึงในแนวนอนในเคเบิล H  จะมีคาคงที่ตลอดความยาวของเคเบิล 
และจะมีคาเทากับแรงปฎิกริยาในแนวนอนที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับ

รูปที่ 5-9

เมื่อทํ าการรวมโมเมนตของแรงกระจายสมํ่ าเสมอ  w  รอบจุด B  ดังที่แสดงในรูปที่ 5-9a เราจะไดวา

)tan( θLH  + LRAy  - 
2

2wL  = 0 (d)

ดังนั้น แรงปฎิกริยา AyR  จะมีคาเทากับ θtan
2

HwL
−  กํ าหนดใหจุด p  เปนจุดใดๆ บนเคเบิลที่ระยะ x  จากจุดรอง

รับ A  จากนั้น ทํ าการรวมโมเมนตของสวนของเคเบิล ซึ่งอยูทางดานซายมือของจุด p  รอบจุด p  เราจะได

)tan( pyxH −θ  + xRAy  - 
2

2wx  = 0 (e)

และเมื่อแทนคา AyR  ลงในสมการ (e) เราจะได

22

2wxxwLHy p −= (f)

โดยที่ py  เปนระยะที่วัดจากเคเบิลถึงคอรดของเคเบิลหรือระยะตกทองชาง (sag) ดังที่แสดงในรูปที่ 5-9a จากสมการ (f)
เราจะเห็นไดวา เทอมทางดานซายมือมีคาเทากับโมเมนตดัดที่เกิดขึ้นที่จุด p  บนคาน simply supported beam ดังที่
แสดงในรูปที่ 5-9b ซึ่งมีความยาวเทากับความยาวของ span ของเคเบิลและถูกกระทํ าโดยแรงแผกระจายสมํ่ าเสมอในแนว
นอน w

เมื่อเราทราบคา py  ที่ระยะ x  ใดๆ เชน hy p =  ที่ระยะ 2/Lx =  ดังที่แสดงในรูปที่ 5-9a เปนตน แลว เรา
จะหาคาของแรงปฏิกิริยาในแนวนอน H  ไดจากสมการ (f)
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84
)(

22 wLwLhH −= ⇒
h

wLH
8

2

= (g)

 จากนั้น แทนคา H  กลับไปที่สมการ (f) เราจะได

)(4
2 xL

L
hxy p −= (h)

และเนื่องจาก pyxy −θ= tan  ดังนั้น สมการรูปรางของเคเบิลภายใตแรงแผกระจายสมํ่ าเสมอในแนวนอน w  ในกรณี
นี้คือ

)(4tan 2 xL
L
hxxy −−= θ (i)

สุดทาย เราสามารถที่จะหาแรงดึงที่เกิดขึ้นในเคเบิลที่ระยะ x  ใดๆ ได โดยใชสมการความสมดุล
ตัวอยางที่ 5-4

กํ าหนดใหสะพานแขวนมีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ 5-10a จงคํ านวณหา
1. แรงดึงสูงสุดใน cable
2. แรงดึงที่เกิดขึ้นใน anchorage ของ cable
3. ความยาวของ cable

(a)
รูปที่ 5-10

แรงดึงสูงสุดใน cable
ในการใชทฤษฎี cable ในการวิเคราะหนี้ เราจะใหแกนอางอิง yx −  มีจุดเริ่มตนที่จุด B  ดังที่แสดงในรูปที่ 5-

10a จากสมการของ cable โดยที่ m 12=py  ที่ระยะ 2/Lx =  ดังนั้น แรงปฏิกิริยาในแนวนอน H  จะหาไดจาก

kN 2400
)12(8
)120(16

8

22

===
h

wLH

จากสมการรูปรางของเคเบิลภายใตแรงแผกระจายสมํ่ าเสมอในแนวนอน )(4tan 2 xL
L
hxxy −−θ=  เมื่อ 

cable chord ทํ ามุมกับแกน x   เทากับ o0  ดังนั้น สมการรูปรางของเคเบิล

)120(
300
1 2 xxy −=

150
60tan −

==
x

dx
dy

θ

จากรูปรางของ cable คา maxθ  ของ cable เกิดขึ้นที่ 0=x  และ m 120=x ดังนั้น ที่ m 120=x  เราจะได
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o
max 8.21=θ

และ kN 2585
8.21cos

2400
cos o

max
max ===

θ
HT

แรงดึงที่เกิดขึ้นใน anchorage ของ cable
จาก free body diagram ของโครงสราง ดังที่แสดงในรูปที่ 5-10b

  
(b)

∑ =→
+

;0xF 045sincos o
maxmax =− ATT θ

kN 3394
45sin o ==

HTA

และแรงกดอัดที่เกิดขึ้นในเสา BC  เนื่องจากแรงใน cable มีคาเทากับ
+ ∑ =↑ ;0yF kN 33608.21sin258545cos3394 oo =−−BCF
ความยาวของ cable

เราทราบมาแลววา 
2

22 1 



+=+=
dx
dydxdydxds  ดังนั้น ความยาวของ cable

∫ 



 −

+=
L

dxxs
0

2

150
601

โดยใช 2 เทอมแรกของ Binomial expansion ของเทอม 
2

5
2

150
1 



 −+

x  เราจะไดวา

dxxs ∫ 







−+=

−
120

0

22
1

2
1

)
5
2

150
()1(

2
11

m 
5

632
5

32120
5
2

150
120

120

0

2

=+=



 −+= ∫ dxxs
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5.4 โคงตั้ง (Arch)
เนื่องจาก arch เปนโครงสรางที่กลับดานกับเคเบิล ดังนั้น arch จึงเปนโครงสรางที่รับแรงกระทํ าภายนอกโดยการ

พัฒนาแรงอัด (compressive forces) ขึ้นภายในโครงสราง แตเนื่องจาก arch มีความแกรง ดังนั้น ในบางกรณี arch จะ
ตานทานแรงภายนอกโดยการพัฒนาแรงเฉือนและโมเมนตดัดรวมกับแรงอัดดวย ในลักษณะเชนเดียวกับเคเบิล ถา arch มี
รูปรางพาราโบลา (parabola) และถูกกระทํ าโดยแรงในแนวดิ่งลงที่มีการกระจายสมํ่ าเสมอในแนวนอนแลว arch จะตาน
แรงภายนอกโดยเกิดแรงอัดขึ้นในตัว arch เทานั้น

รูปที่ 5-11

รูปที่ 5-11 แสดงประเภทตางๆ ของ arch  ซึ่งถูกเรียกตามลักษณะการรองรับ
Fixed arch ตามรูปที่ 5-11a มักจะถูกสรางขึ้นโดยใชคอนกรีตเสริมเหล็ก (reinforced concrete) และใชปริมาณ

วัสดุนอยกวา arch ชนิดอื่นๆ แต arch ชนิดนี้ตองการฐานรากที่แกรงมาก เพื่อที่ฐานรากจะสามารถรับโมเมนตดัดที่เกิดขึ้น
ที่จุดรองรับนี้ได ดังนั้น arch ชนิดนี้จึงเปนโครงสรางแบบ indeterminate ที่มีแรงที่ไมทราบคา 3 แรง และเนื่องจากฐานราก
ของ arch นี้มีความแกรงสูง ดังนั้น ในการออกแบบเราจะตองคํ านึงถึงหนวยแรง (stress) อื่นๆ ที่อาจจะเกิดขึ้นอีกดวย เชน 
หนวยแรงที่เกิดจากการทรุดตัวของฐานรากที่ไมเทากัน (differential settlement) หรือการเปลี่ยนแปลงของอุณหภูมิ 
เปนตน

Two-hinged arch ตามรูปที่ 5-11b มักจะถูกสรางขึ้นโดยใชเหล็กหรือไมและเปนโครงสรางแบบ indeterminate 
ที่มีแรงที่ไมทราบคา 1 แรง ในการออกแบบ arch ชนิดนี้เราไมตองพิจารณาการทรุดตัวของฐานรากที่ไมเทากัน แตเราจะ
ตองพิจารณาถึงผลกระทบของการเปลี่ยนแปลงของอุณหภูมิ เนื่องจากที่รองรับของ arch ไมสามารถเคลื่อนที่ไดเมื่อ
อุณหภูมิเปล่ียนแปลง เราสามารถทํ าให two-hinged-arch นี้เปล่ียนเปนโครงสรางแบบ determinate ไดโดยการเปลี่ยนที่
รองรับอันใดอันหนึ่งใหเปนที่รองรับ roller แตการทํ าเชนนี้จะทํ าให arch สูญเสียความสามารถในการรับโมเมนตดัด และ 
arch นี้จะมีพฤติกรรมในลักษณะเชนเดียวกับคานโคง (curved beam) อยางไรก็ตาม เราสามารถที่จะทํ าใหพฤติกรรมของ 
arch นี้กลับคืนมาไดโดยการใส tie rod ระหวางจุดรองรับทั้งสองของ arch ดังที่แสดงตามรูปที่ 5-11d

Three-hinged arch ตามรูปที่ 5-11c มักจะถูกสรางขึ้นโดยใชเหล็กหรือไมเชนเดียวกับ two-hinged arch และ
เปนโครงสรางแบบ determinate ดังนั้น arch ชนิดนี้จะไมมีปญหาเกี่ยวกับการทรุดตัวของฐานรากที่ไมเทากันและการ
เปล่ียนแปลงของอุณหภูมิ
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5.5 Three-Hinged Arch
พิจารณา three-hinged arch ตามรูปที่ 5-12a ในการหาคาแรงปฏิกริยาที่จุดรองรับของ arch นี้ เราจะแยก arch 

ออกเปน 2 สวนที่ hinge ที่จุด C  แลวเขียนแผนภาพ free body diagram ของแตละสวนของ arch ดังที่แสดงตามรูปที่ 5-
12b ซึ่งเราจะมีแรงที่ไมทราบคาทั้งหมด 3+3 = 6 แรง และแรงเหลานี้จะสามารถหามาไดจากสมการความสมดุล 6 สมการ 
โดยเริ่มตนเราจะใชสมการสมดุลของโมเมนตที่จุด A  และจุด B  เพื่อหาคาของแรง xC  และ yC  จากนั้น เราจะใชสม
การความสมดุลของแรงในการหาแรงปฏิกริยาอีก 4 แรงที่จุดรองรับ A  และ B  สุดทาย เราจะใช method of sections หา
คาแรงตั้งฉาก (normal force) แรงเฉือน (shear force) และโมเมนตดัด (bending moment) ที่เกิดขึ้นภายใน arch

รูปที่ 5-12
ตัวอยางที่ 5-5

กํ าหนดใหสะพานแหงหนึ่งมีโครงสรางหลักเปน three-hinged arch และมีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ 5-13a จง
หาแรงภายในที่เกิดขึ้นที่จุด D  ซึ่งมีระยะ x  จากที่มีจุดเริ่มตนของ coordinate yx −  โดยที่สมการแสดงรูปรางของ

arch อยูในรูปของสมการ parabola 2
225
5.12 xy −=  และสมมุติใหแรงถายจากพื้นของสะพานลงสู arch อยางสมํ่ าเสมอ

เริ่มตน เนื่องจากเราตองการหาแรงภายในที่เกิดขึ้นที่จุด D  ซึ่งอยูในสวน BC  ของ arch ดังนั้น เราจะตองหา
แรงปฏิกริยาที่จุดรองรับ C  โดยการใช free body diagram ของ arch ดังที่แสดงในรูปที่ 5-13a เราจะหาแรงปฏิกริยา 
yC  ไดดังนี้

+∑ = ;0AM 025)50(10)50( =−yC
kN 250=yC

จากนั้น แรงปฏิกริยา xC  xB  และ yB  จะหาไดโดยการใช free body diagram ของสวน BC ของ arch ดังที่แสดงในรูป
ที่ 5-13b
+∑ = ;0BM 0)25(2505.12)25(10)5.12( =−+xC

kN 250=xC

∑ =→
+

;0xF        kN 250=xB

∑ =↑+ ;0yF 0)25(10250 =−+yB
0=yB

จาก free body diagram ของสวน BC ของ arch ดังที่แสดงในรูปที่ 5-13c เราจะหาสมการของแรงภายในที่เกิด
ขึ้นที่จุดD  ซึ่งมีระยะ x  จากที่มีจุดเริ่มตนของ coordinate yx −  ได

+∑ = ;0DM 0)
50

(250)
2

(10
2

=−+
xxxM D

0=DM
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∑ =→
+

;0xF 0cossin250 =−− θθ DD NV

250cossin =+ θθ DD NV

∑ =↑+ ;0yF 0sincos10 =+−− θθ DD NVx

xNV DD 10sincos =+− θθ

รูปที่ 5-13

ทํ าการแกสมการสองชั้นเพื่อหา DV  และ DN  ในรูปของ matrix เราจะไดวา









=















− xN

V

D

D

10
250

sincos
cossin

θθ
θθ















 −
+

=








xN
V

D

D

10
250

sincos
cossin

cossin
1

22 θθ
θθ

θθ

θθ cos10sin250 xVD −=

θθ sin10cos250 xND +=

โดยที่มุม θ  จะหาไดจากสมการ 
25

tan x
dx
dy

−==θ ดังนั้น เราจะไดวา

625
sin

2 +
=

x
xθ

x

25

θ

6252 +x
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625
25cos

2 +
=

x
θ

แทนคา θsin  และ θcos  ลงในสมการของ DV  และ DN  เราจะได

0
625

)25(10250
2

=
+

−
=

x
xxVD

625
106250

625
)(10)25(250

2

2

2 +

+
=

+

+
=

x
x

x
xxND

เราจะเห็นไดวา แรงภายในที่เกิดขึ้นใน arch รูปทรง parabola ที่หนาตัดใดๆ เนื่องจากการกระทํ าของแรงที่มีการ
กระจายอยางสมํ่ าเสมอจะมีเพียงแคแรงในแนวแกนของ arch เทานั้น ในกรณีที่ arch มีรูปทรงอื่นๆ เชน ทรงกลม เปนตน 
แลว คาแรงเฉือนและโมเมนตดัดภายในที่เกิดขึ้นจะมีคาไมเทากับศูนย  แรงในแนวแกนนี้มีคาเพิ่มขึ้นจาก kN 250  ที่จุด 
B  ไปเปน kN 6.353  ที่จุด C  ดังที่แสดงในรูปที่ 5-13d
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ในกรณีที่สะพานแหงนี้ถูกสรางดวย girder แลว คาโมเมนตดัดสูงสุดที่เกิดขึ้นที่กึ่งกลาง girder จะมีคาเทากับ
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และเมื่อเรานํ าคาแรงในแนวแกนมาออกแบบ arch และนํ าคาโมเมนตดัดสูงสุดมาออกแบบ girder แลว เราจะเห็นไดวา 
โครงสรางของสะพานที่ทํ าดวย arch จะมีนํ้ าหนักเบากวาโครงสรางของสะพานที่ทํ าดวย girder มาก เนื่องจากโครงสรางที่
รับแรงในแนวแกนมักจะมีประสิทธิภาพสูงกวาโครงสรางที่รับโมเมนตดัด



เอกสารประกอบการสอนวิชาทฤษฎีโครงสราง Theory of Structures เรียบเรียงโดย ผศ.ดร. สิทธิชัย แสงอาทิตย SUT 6-1

บทที่ 6
อินฟลูเอนซไลนของโครงสราง Statically Determinate

6.1 อินฟลูเอนซไลน (Influence Lines)
ในบทตางๆ ที่ผานมา เราไดศึกษาวิธีการวิเคราะหโครงสรางหรือองคอาคารของโครงสรางไดแก โครงขอหมุน 

คาน และโครงขอแข็ง ดังตัวอยางที่แสดงในรูปที่ 6-1 ที่ถูกกระทํ าโดยแรงหรือนํ้ าหนักบรรทุกที่อยูกับที่ (fixed load) ซึ่งผล
ลัพธที่ไดคือ แรงในแนวแกน shear diagram และ moment diagram จากนั้น เราจะนํ าคาที่สูงสุดของแรงและโมเมนตที่ได
ไปใชในการออกแบบองคอาคารของโครงสรางดังกลาว

รูปที่ 6-1

ในบทนี้ เราจะไดศึกษาวิธีการวิเคราะหโครงสรางอีกรูปแบบหนึ่ง ซึ่งโครงสรางจะถูกกระทํ าโดยแรงที่เคลื่อนที่ได 
(moving load) ยกตัวอยางเชน โครงสรางของสะพานที่ถูกกระทํ าโดยนํ้ าหนักของรถยนตขณะที่กํ าลังเคลื่อนที่ไปบน
สะพาน และคานซึ่งรองรับเครนที่กํ าลังเคลื่อนที่ไปตามความยาวของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 6-2 เปนตน

       
(a) (b)

รูปที่ 6-2
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พิจารณาคานซึ่งรองรับเครนดังที่แสดงในรูปที่ 6-2b ในขณะที่นํ้ าหนักบรรทุก kN 50  เคลื่อนที่ไปบนคานนั้น คา
ของแรงเฉือนและโมเมนตภายในที่จุดใดจุดหนึ่งของคาน เชน ที่รอยเชื่อมที่จุด A  เปนตน จะเกิดการเปลี่ยนแปลงไปตาม
ตํ าแหนงของนํ้ าหนักบรรทุกนั้น ซึ่งการเปลี่ยนแปลงของแรงเฉือนและโมเมนตที่จุดดังกลาวจะหามาไดโดยการเขียนอินฟลู
เอนซไลน (influence line) ของแรงเฉือนและโมเมนต โดยทั่วไป เราจะสามารถเขียนแผนภาพอินฟลูเอนซไลนได 2 วิธีคือ 
การเขียนตารางและการเขียนสมการ
การเขียนแผนภาพอินฟลูเอนซไลนโดยการเขียนตาราง

การเขียนแผนภาพอินฟลูเอนซไลนโดยการเขียนตารางมีขั้นตอนการทํ าดังตอไปนี้
1. วางแรงกระทํ าขนาด 1 หนวยที่ตํ าแหนง x1  บนโครงสราง
2. หาคาแรงปฏิกริยา แรงเฉือน และโมเมนตดัด ที่จุดที่เราสนใจ โดยใชสมการความสมดุลและ sign 

convention ที่เปนบวก ซึ่งกลาวไปแลวในบทที่ 4 และไดแสดงไวในรูปที่ 6-3 (เราอาจไมจํ าเปนตองหาคา
เหลานั้นทั้งหมด ขึ้นอยูกับวาเราสนใจคาอะไร)

รูปที่ 6-3

3. จดคาตํ าแหนง x1  คาแรงปฏิกริยา คาแรงเฉือน และคาโมเมนตดัดที่ไดลงในตาราง
4.  ใหแรง 1 หนวยเปลี่ยนตํ าแหนงไปที่ x2  แลวทํ าการวิเคราะหและจดขอมูลเหมือนที่กลาวมาแลว ทํ าเชนนี้

จนไดจํ านวนจุดที่พอเพียงแลวนํ าขอมูลเหลานั้นไปเขียนแผนภาพอินฟลูเอนซไลน โดยใหแกนนอนแสดง
ตํ าแหนงของ x  และแกนตั้งแสดงพิกัดของคาแรงปฏิกริยา หรือคาแรงเฉือน หรือคาโมเมนตดัด

หลังจากที่เขียนแผนภาพอินฟลูเอนซไลน (influence line diagram) แลว เราจะบอกไดวา เราควรที่จะวางนํ้ า
หนักบรรทุก kN 50  ไวที่ตํ าแหนงใดบนคาน เพื่อที่จะทํ าใหเกิดคาแรงเฉือนและโมเมนตภายในที่จุด A  มากที่สุด จากนั้น 
เราจะหาคาของแรงเฉือนและโมเมนตดัดสูงสุดที่จุดนั้นไดโดยการคูณคาพิกัดของแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงเฉือน
และโมเมนตดัดกับคาของนํ้ าหนักบรรทุก kN 50  และนํ าคาที่ไดไปออกแบบรอยเชื่อมดังกลาว
ตัวอยางที่ 6-1

พิจารณาคานดังที่แสดงในรูปที่ 6-4 จงเขียนแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงปฏิกริยา AR  และของแรงปฏิกริยา 
BR  โดยการเขียนตาราง

รูปที่ 6-4
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เริ่มตนเราจะใหแรง1 หนวยอยูที่จุด A  โดยใชสมดุลของโมเมนตรอบจุด B  มีคาเทากับศูนย บน free body 
diagram ของคาน เราจะได

1=AR
จากนั้น เมื่อแรง 1 หนวยอยูหางจากจุด A  เปนระยะ m 2  ไปทางขวามือแลว โดยใชสมดุลของโมเมนตรอบจุด B  มีคา
เทากับศูนย ศูนย บน free body diagram ของคาน เราจะได

9.020/18 ==AR
ในทํ านองเดียวกัน เมื่อแรง 1 หนวยอยูหางจากจุด A  เปนระยะ m 4  ไปทางขวามือแลว

8.020/16 ==AR
ทํ าการวิเคราะหคานในลักษณะเชนนี้ เมื่อแรง 1 หนวยอยูที่ตํ าแหนงอื่นๆ ถัดไปทุกๆ m 2  เราจะหาคาของแรงปฏิกริยา 
AR  ไดดังที่แสดงในตารางที่ 6-1 เมื่อนํ าคาของแรงปฏิกริยา AR  มาเขียนกราฟเทียบกับตํ าแหนงของแรง 1 หนวย เราจะ

ไดแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงปฏิกริยา AR  ดังที่แสดงในรูปที่ 6-4

ตารางที่ 6-1
ตํ าแหนง x  ของแรง 1 หนวย

AR BR 11−V 11−M
0 1.0 0 0 0
2 0.9 0.1 -0.1 1.6
4 0.8 0.2 -0.2/0.8 3.2
6 0.7 0.3 0.7 2.8
8 0.6 0.4 0.6 2.4
10 0.5 0.5 0.5 2.0
12 0.4 0.6 0.4 1.6
14 0.3 0.7 0.3 1.2
16 0.2 0.8 0.2 0.8
18 0.1 0.9 0.1 0.4
20 0 1.0 0 0

เนื่องจากผลรวมของแรงปฏิกริยา AR  และ BR  มีคาเทากับแรง 1 หนวย ดังนั้น เราจะหาคาของแรงปฏิกริยา 
BR  ไดโดยที่ AB RR −= 1  ดังที่แสดงในตารางที่ 6-1 และแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงปฏิกริยา BR  จะมีลักษณะ

ตามที่แสดงในรูปที่ 6-4
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ตัวอยางทึ่ 6-2
พิจารณาคานดังที่แสดงในรูปที่ 6-5 จงเขียนแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงเฉือนที่จุดตัด 1-1 โดยการเขียนตา

ราง

รูปที่ 6-5

เริ่มตน เราจะใหแรง 1 หนวยกระทํ าที่จุด A  ซึ่งเราจะไดวา ไมมีแรงเฉือนเกิดขึ้นบนหนาตัด 1-1 เนื่องจากแรง 1 
หนวยมีคาเทากับแรงปฏิกริยา AR  จากนั้น ใหแรง 1 หนวยอยูหางจากจุด A  เปนระยะ m 2  ไปทางขวามือ ซึ่งเราจะได 

9.0=AR  และ 1.0=BR  โดยการตัดคานที่หนาตัด 1-1 แลวเขียน free body diagram ของสวน 1−A  หรือ B−1
ถาเราพิจารณา free body diagram ของสวน 1−A  และใชสมการสมดุลของแรงในแนวดิ่ง เราจะได

1.019.0111 −=−=−=− ARV
ถาเราพิจารณา free body diagram ของสวน B−1  เราจะได

1.011 −=−=− BRV
ซึ่งเราจะเห็นไดวา การใช free body diagram ของสวน B−1  หาคาของแรงเฉือนไดงายกวาการใช free body diagram 
ของสวน 1−A

เมื่อแรง 1 หนวยอยูหางจากจุด A  เปนระยะ m 4  ไปทางขวามือ และอยูทางดานซายของหนาตัด 1-1 เล็กนอย
แลว โดยใช free body diagram ของสวน B−1   เราจะไดวา

2.011 −=−=− BRV
เมื่อแรง 1 หนวยอยูหางจากจุด A  เปนระยะ m 4  ไปทางขวามือ และอยูทางดานขวาของหนาตัด 1-1 เล็กนอย

แลว โดยใช free body diagram ของสวน 1−A  เราจะได
8.011 ==− ARV

เมื่อแรง 1 หนวยอยูหางจากจุด A  เปนระยะ 6 m ไปทางขวามือแลว โดยใช free body diagram ของสวน 
1−A  เราจะได

7.011 ==− ARV
ทํ าการวิเคราะหในลักษณะเชนนี้ที่ตํ าแหนงอื่นๆ ของแรง 1 หนวย เราจะหาคาของแรงเฉือน 11−V  ดังที่แสดงในตารางที่ 6-1 
เมื่อนํ าคาของแรงเฉือน 11−V  มาเขียนกราฟเทียบกับตํ าแหนงของแรง 1 หนวย เราจะไดแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรง
เฉือน 11−V  ดังที่แสดงในรูปที่ 6-5
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ตัวอยางที่ 6-3
พิจารณาคานดังที่แสดงในรูปที่ 6-6 จงเขียนแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของโมเมนตดัด 11−M  โดยการเขียนตาราง

รูปที่ 6-6

โดยการใช free body diagram ที่ใชในการเขียนแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงเฉือน 11−V  เราจะเขียนแผน
ภาพอินฟลูเอนซไลนของโมเมนตดัด 11−M  ไดโดยงาย

เริ่มตนเราจะใหแรง 1 หนวยอยูที่จุด A  ซึ่งเราจะไดวา ไมมีโมเมนตดัดเกิดขึ้นบนหนาตัด 1-1 เนื่องจากแรง 1 
หนวยมีคาเทากับแรงปฏิกริยา AR  และผลรวมของโมเมนตที่เกิดจากแรงทั้งสองจะหักลางกันหมด จากนั้น ใหแรง 1 หนวย
อยูหางจากจุด A  เปนระยะ m 2  ไปทางขวามือ ถาเราพิจารณา free body diagram ของสวน B−1  ซึ่งจะทํ าใหเราหา
คาของ 11−M  ไดงายกวาการใช free body diagram ของสวน 1−A  เราจะไดวา

6.116x1.0)8x2(11 ===− BRM
เมื่อแรง 1 หนวยอยูหางจากจุด A  เปนระยะ m 4  ไปทางขวามือแลว โดยใช free body diagram ของสวน  

1−A  และ B−1  จะใหคา 11−M  ที่เทากันคือ
2.34x8.0)2x2(11 ===− ARM
2.316x2.0)8x2(11 ===− BRM

เมื่อแรง 1 หนวยอยูหางจากจุด A  เปนระยะ m 6  ไปทางขวามือแลว โดยใช free body diagram ของสวน 
1−A  เราจะได

8.2)4(7.0)2x2(11 ===− ARM
ทํ าการวิเคราะหในลักษณะเชนนี้ที่ตํ าแหนงอื่นๆ ของแรง 1 หนวย เราจะหาคาของแรงเฉือน 11−M  ดังที่แสดงในตารางที่ 6-
1 เมื่อนํ าคาของแรงเฉือน 11−M  มาเขียนกราฟเทียบกับตํ าแหนงของแรง 1 หนวย เราจะไดแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของ
แรงเฉือน 11−M  ดังที่แสดงในรูปที่ 6-6
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การเขียนแผนภาพอินฟลูเอนซไลนโดยการเขียนสมการ
การเขียนแผนภาพอินฟลูเอนซไลนโดยการเขียนสมการมีขั้นตอนการทํ าดังตอไปนี้
1. วางแรงกระทํ าเปนจุดขนาด 1 หนวยที่ตํ าแหนงตัวแปร x  ใดๆ บนโครงสราง
2. หาคาของแรงปฏิกริยา แรงเฉือน และโมเมนตดัดที่จุดที่เราสนใจใหเปนฟงกชันของตัวแปร x
3. นํ าฟงกชันของแรงปฏิกริยา แรงเฉือน และโมเมนตดัด ไปเขียนแผนภาพอินฟลูเอนซไลน

ตัวอยางที่ 6-4
จงเขียนแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงปฏิกริยา AR  และ BR  แรงเฉือน CV  และโมเมนตดัด CM  ของคาน

ชวงเดียวแบบรองรับธรรมดา (simple beam) ดังที่แสดงในรูปที่ 6-7 โดยการเขียนสมการ

รูปที่ 6-7

1. แผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงปฏิกริยา AR  และ BR
จากรูป โดยใชสมดุลของโมเมนตรอบจุด B  มีคาเทากับศูนย เราจะไดแรงปฏิกริยา AR  อยูในรูป

l
x

l
xlRA −=

−
= 1)(1

และแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงปฏิกริยา AR  จะมีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ 6.7a จากนั้น เมื่อเราใชสมดุลของ
โมเมนตรอบจุด B  มีคาเทากับศูนย เราจะไดแรงปฏิกริยา BR  อยูในรูป

l
x

l
xRB ==
)(1

และแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงปฏิกริยา BR  จะมีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ 6-7b
2. แผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงเฉือน CV  และโมเมนตดัด CM
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จากที่ไดกลาวไปแลวในการเขียนแผนภาพอินฟลูเอนซไลนโดยการเขียนตารางวา ในการเขียนแผนภาพอินฟลู
เอนซไลนของแรงเฉือนและโมเมนตดัดนั้น ถาแรง 1 หนวยอยูบนชวงใดชวงหนึ่งของคาน ดังเชนอยูในชวง AC  ของรูปที่ 
6-7 เปนตน เราจะนํ า free body diagram ของอีกสวนหนึ่งของคานที่เหลือ ดังเชนชวง CB  ในกรณีของคานดังที่แสดงใน
รูปที่ 6-5 มาพิจารณาหาคาของแรงเฉือนและโมเมนตดัดที่จุด C

เมื่อแรง 1 หนวยอยูบนชวง AC  จาก free body diagram ของชวง CB  และผลรวมของแรงในแนวดิ่งมีคาเทา
กับศูนย เราจะไดวา

BC RV −=

หรือพิกัดของอินฟลูเอนซไลนของแรงเฉือน CV  เมื่อแรง 1 หนวยวางอยูในชวง AC  จะมีคาเทากับคาลบของพิกัดของอินฟ
ลูเอนซไลนของแรงปฏิกริยา  BR  และจะมีคาตํ่ าสุดที่ la /−  และเมื่อใหผลรวมของโมเมนตรอบจุด C  มีคาเทากับศูนย 
เราจะไดวา

)(bRM BC =

หรือพิกัดของอินฟลูเอนซไลนของโมเมนตดัด CM  เมื่อแรง 1 หนวยวางอยูในชวง AC  จะมีคาเทากับพิกัดของอินฟลู
เอนซไลนของแรงปฏิกริยา BR  คูณกับความยาว b  และมีคาสูงสุดเทากับ lab /

เมื่อแรง 1 หนวยอยูบนชวง CB  จาก free body diagram ของชวง AC  เราจะไดวา
AC RV =

หรือพิกัดของอินฟลูเอนซไลนของแรงเฉือน CV   เมื่อแรง 1 หนวยวางอยูในชวง CB  จะมีคาเทากับคาพิกัดของอินฟลูเอนซ
ไลนของแรงปฏิกริยา AR  และจะมีคาสูงสุดที่ lb /  และ

)(aRM AC =

หรือพิกัดของอินฟลูเอนซไลนของโมเมนตดัด CM  เมื่อแรง 1 หนวยวางอยูในชวง CB  จะมีคาเทากับพิกัดของอินฟลู
เอนซไลนของแรงปฏิกริยา AR  คูณกับความยาว a  และมีคาสูงสุดเทากับ lab /

เราควรสังเกตุไวดวยวา เมื่อเราใหระยะ m 4=a  ระยะ m 16=b  และความยาวของคาน m 20=L แลว 
เราจะคํ านวณหาคาของแรงปฏิกริยา AR  และ BR  แรงเฉือน 11−V  และโมเมนตดัด 11−M  ที่ตํ าแหนง x  ตางๆ โดยใชสม
การที่เราหามาได ไดดังที่แสดงในตารางที่ 6-1
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6.2 อินฟลูเอนซไลนของคาน (Influence Lines for Beams)
อินฟลูเอนซไลนของคานเนื่องจากแรงกระทํ าเปนจุด (Concentrated Force)

ในการหาอินฟลูเอนซไลนของคาน เราใหแรงหรือนํ้ าหนักบรรทุก 1 หนวย (unit load) กระทํ าตอคาน ดังนั้น
“ ถาคานถูกกระทํ าโดยแรงขนาด F  ที่ตํ าแหนงเดียวกับที่แรง 1 หนวยกระทํ าแลว คาของแรงปฏิกริยา หรือของ

แรงเฉือน หรือของโมเมนตดัดที่เกิดจากแรง F  ที่จุดที่เราสนใจนั้นจะมีคาเทากับผลคูณของพิกัดของอินฟลูเอนซไลนกับ
ขนาดของแรง F  นั้น”

พิจารณาคาน AB  ตามรูปที่ 6-7 ซึ่งมีแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงปฏิกริยาที่จุด A  ( AR ) ดังที่แสดงตาม
รูปที่ 6-7a เมื่อแรง F  หนวยกระทํ าอยูที่ระยะ x  จากจุด A  แลว แรงปฏิกริยา AR  จะมีคาเทากับ

)1(
L
xF −

ซึ่งจะสามารถตรวจสอบไดโดยการใชสมการความสมดุลของผลรวมของโมเมนตรอบจุด B  ของคานมีคาเทากับศูนย
อินฟลูเอนซไลนของคานเนื่องจากแรงกระทํ าแผกระจายสมํ่ าเสมอ (Uniform Load)

พิจารณาสวนของคานที่ถูกกระทํ าโดยแรงแผกระจายสมํ่ าเสมอ w  (uniformly distributed load) ตามรูปที่ 6-8a 
เราจะเห็นไดวา คาแรงลัพธของแรง w  ที่กระทํ าอยูบนสวนของคาน dx  จะมีคาเทากับ dF =w dx  และถาแรงลัพธนี้
วางอยูที่ตํ าแหนง x  ซึ่งมีพิกัดของอินฟลูเอนซไลนของแรงปฏิกริยา หรือของแรงเฉือน หรือของโมเมนตดัดเทากับ y  ตาม
รูปที่ 6-8b แลว คาของแรงปฏิกริยา หรือของแรงเฉือน หรือของโมเมนตดัดจะมีคาเทากับ

dF ( y ) = (w dx ) ( y )
ดังนั้น ผลรวมของแรงลัพธ dF จาก 1x  ถึง 2x  มีคาเทากับ

∫
2

1

  
x

x

dxyw  = ∫
2

1

  
x

x

dxyw

โดยที่ ∫
2

1

 
x

x

dxy  เปนพื้นที่ใตแผนภาพอินฟลูเอนซไลน ตามที่แสดงในรูปที่ 6-8b ดังนั้น เราจะสรุปไดวา

“คาของแรงปฏิกริยา หรือของแรงเฉือน หรือของโมเมนตดัดที่เกิดจากแรงกระทํ าแผกระจายสมํ่ าเสมอจะมีคาเทา
กับผลคูณของพื้นที่ใตแผนภาพอินฟลูเอนซไลนกับคาของแรงกระทํ าแผกระจายสมํ่ าเสมอ w ”

รูปที่ 6-8
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ตัวอยางที่ 6-5
พิจารณาคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 6-9 จงหาคาสูงสุดของแรงเฉือนบวกและโมเมนตดัดบวกที่จุด C  เนื่องจากนํ้ า

หนักบรรทุกจรเปนจุด (Concentrated live load) ขนาด kN 50  และนํ้ าหนักบรรทุกจรที่มีการกระจายสมํ่ าเสมอ
(Uniformly distributed live load) ขนาด kN/m 10  กํ าหนดใหคานมีนํ้ าหนักเทากับ kN/m 2

         
รูปที่ 6-9

เริ่มตนเราจะตองเขียนแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงเฉือนและโมเมนตดัดที่จุด C  ซึ่งในกรณีนี้ จากรูปที่ 6-7 
เราจะหาพิกัดของแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงเฉือนและโมเมนตดัดที่จุด C  ไดดังที่แสดงในรูปที่ 6-9b และ 6-9c โดย
ที่พิกัดของแรงเฉือนทางดานซายมือของจุด C  มีคาเทากับ

4.0
10
4

−=−=−
L
a

พิกัดของแรงเฉือนทางดานขวามือของจุด C  มีคาเทากับ

6.0
10
6
==

L
b

และพิกัดของโมเมนตดัดที่จุด C  มีคาเทากับ

4.2
10

)6(4
==

L
ab

จากนั้น เราจะพิจารณาการวางนํ้ าหนักบรรทุกจรเปนจุด นํ้ าหนักของคาน และนํ้ าหนักบรรทุกจรที่มีการกระจายสมํ่ าเสมอ
ลงบนคานดังกลาว โดยที่นํ้ าหนักของคานจะตองถูกวางตลอดแนวความยาวของคาน แตนํ้ าหนักบรรทุกจรจะตองวางเพื่อ
ใหเกิดคาสูงสุดของแรงเฉือนและโมเมนตดัดที่จุด C  จากหลักการที่ไดกลาวมาแลวในตอนตน เราจะเห็นไดวา
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1. นํ้ าหนักบรรทุกจรเปนจุดจะตองวางที่ตํ าแหนงที่พิกัดของแรงเฉือนและโมเมนตดัดมีคาสูงสุด
2. นํ้ าหนักบรรทุกจรที่มีการกระจายสมํ่ าเสมอจะตองวางในสวนของแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงเฉือนที่มี

คาเปนบวกหรือสวน CB  ดังที่แสดงในรูปที่ 6-9b และจะตองวางตลอดแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของ
โมเมนตดัด ดังที่แสดงในรูปที่ 6-9c

สุดทาย เราจะหาคาสูงสุดของแรงเฉือนบวกและโมเมนตบวกที่จุด C  ไดเทากับ
( ) =maxCV )4.0(m4)5.0(kN26.0)m6(5.0)kN2kN10()6.0(kN50 −++

  = kN 50
( ) =maxCM =++ 4.2)m10(5.0)kN2kN10()4.2(kN50 m-kN 264
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6.3 Qualitative Influence Lines
Heinrich Muller - Breslau&&  ศาตราจารยชาวเยอรมันไดพัฒนาเทคนิคที่ใชในการเขียนรูปรางของอินฟลูเอนซ

ไลนที่งายและรวดเร็วขึ้นมาและถูกเรียกวาหลักการ Breslau-lleruM &&  ซึ่งกลาววา
“รูปรางของแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงปฏิกริยา (หรือของแรงเฉือน หรือของโมเมนตดัด) ที่จุด

ใดๆ บนคานจะมีรูปรางเหมือนกับรูปรางการโกงตัวของคาน เมื่อคานนั้นถูกกระทํ าโดยแรงปฏิกริยา (หรือแรง
เฉือน หรือโมเมนตดัด) ที่จุดนั้น โดยที่หนาตัดของคานที่จุดนั้นจะตองไมมีความตานทานตอแรงปฏิกริยา (หรือ
ตอแรงเฉือน หรือตอโมเมนตดัด) ที่กระทํ าอยู”

พิจารณาคานตามรูปที่ 6-10a ถาเราตองการหารูปรางของอินฟลูเอนซไลนของแรงปฏิกริยาที่จุด A  ( Ay ) แลว 
จุดรองรับหมุด (pin) ที่จุด A  จะถูกเปล่ียนเปน roller guide ดังที่แสดงในรูปที่ 6-10b ซึ่ง roller guide นี้จะยอมใหปลาย
ของคานที่จุด A  เคลื่อนที่ไดอยางอิสระในแนวดิ่ง แตจะปองกันไมยอมใหปลายคานเคลื่อนที่ในแนวนอน เมื่อคานตามรูป
ที่ 6-10b ถูกกระทํ าโดยแรงปฏิกริยา Ay  แลว คานก็จะเกิดการเคลื่อนที่ดังที่แสดงโดยเสนประ ซึ่งจะเปนรูปรางของแผน
ภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงปฏิกริยา Ay  ดังที่แสดงตามรูปที่6-10c

รูปที่ 6-10

ถาเราตองการหารูปรางของอินฟลูเอนซไลนของแรงเฉือนที่จุด C  ( CV ) ของคานตามรูปที่ 6-11a แลว จุด C
ของคานจะถูกเปล่ียนเปน roller guide ดังที่แสดงในรูปที่ 6-11b โดยที่ roller guide นี้จะตานทานเฉพาะโมเมนตดัดและ
แรงในแนวแกนเทานั้น แตจะไมตานทานตอแรงเฉือน เมื่อแรงเฉือน VC  ซึ่งมีคาเปนบวกกระทํ าตอคานแลว คานจะเกิดการ
เคลื่อนที่ดังที่แสดงโดยเสนประ ซึ่งจะเปนรูปรางของแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงเฉือนที่จุด C  ของคาน ดังที่แสดง
ตามรูปที่6-11c

รูปที่ 6-11
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ถาเราตองการหารูปรางของอินฟลูเอนซไลนของโมเมนตดัดที่จุด C  ( CM ) ของคานดังที่แสดงในรูปที่ 6-12a 
แลว จุด C  ของคานจะถูกเปล่ียนใหเปน internal hinge ดังที่แสดงในรูปที่ 6-12b เมื่อใหโมเมนตดัด CM  ที่มีคาเปนบวก
กระทํ าตอคานแลว คานจะเกิดการเคลื่อนที่ดังที่แสดงโดยเสนประ ซึ่งจะเปนรูปรางของแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของ
โมเมนตดัดที่จุด C  ของคาน ดังที่แสดงตามรูปที่ 6-12c

รูปที่ 6-12

เราสามารถที่จะพิสูจนหลักการ Breslau-lleruM &&  ไดโดยใชหลักการ virtual work (principle of virtual 
work) โดยที่เราทราบมาแลววางาน (work) เปนผลคูณของการเคลื่อนที่เชิงเสนตรง (linear displacement) กับแรงในทิศ
ทางของการเคลื่อนที่นั้น หรือเปนผลคูณของการหมุน (rotation) กับคาของโมเมนตในทิศทางของการหมุนนั้น และเมื่อวัตถุ
แกรง (rigid body) อยูในสมดุลแลว แรงและโมเมนตลัพธที่กระทํ าอยูบนวัตถุนั้นจะมีคาเทากับศูนย ดังนั้น ถาเราใหวัตถุซึ่ง
อยูในสมดุลมีการเคลื่อนที่หรือการหมุนที่ไมไดเกิดขึ้นจริง (virtual displacement) แลว งานที่เกิดขึ้นจากแรงและโมเมนตที่
กระทํ าอยูบนวัตถุนั้นจะมีคาเปนศูนยดวย

รูปที่ 6-13
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เพื่อที่จะพิสูจนหลักการ Muller - Breslau&&  ในกรณีของแรงปฏิกริยา ใหเราพิจารณาคาน ซึ่งถูกกระทํ าโดยแรง 
1 หนวย ดังที่แสดงในรูปที่ 6-13a ถาเราใหคานนั้นมี virtual displacement ขนาด yδ  เกิดขึ้นที่จุดรองรับ A  โดยที่ปลาย
คานที่จุดรองรับ B  ไมมีการเคลื่อนที่ แตมีเฉพาะการหมุนเทานั้น ตามรูปที่ 6-13b แลว virtual work ในกรณีนี้จะเกิดจาก
แรงเพียง 2 แรงคือ แรงปฏิกริยาที่จุด A  ( Ay ) และแรงกระทํ า 1 หนวย โดยที่ Ay  จะทํ าใหเกิด virtual work ที่มีคาเปน
บวกและมีขนาด yδ  และแรง 1 หนวยจะกอใหเกิด virtual work ที่มีคาเปนลบและมีขนาด -1( yδ ′ ) เนื่องจากคานอยูในสม
ดุล เราจะไดวา

yδ Ay  0)(1 =′− yδ

ถาเราให 1=yδ   แลว =yA yδ ′  ซึ่งหมายความวา คาของแรงปฏิกริยาที่จุด A มีคาเทากับคา virtual displacement ที่
ตํ าแหนงที่แรง 1 หนวยกระทํ า ดังนั้น อินฟลูเอนซไลนของแรงปฏิกริยาที่จุด A จะเปนไปตามเสนประในรูปที่ 6-13b

ในลักษณะเดียวกัน เพื่อที่จะพิสูจนหลักการ Muller - Breslau&&  ในกรณีของแรงเฉือนที่จุด C  เราจะใหคานดัง
กลาวถูกตัดที่จุด C  และใหจุด C  เปล่ียนเปน roller guide เมื่อเราใหจุด C  มี virtual displacement ขนาด yδ  ตามรูป
ที่ 6-13c โดยที่สวน AC  และ BC  อยูในแนวที่ขนานกันแลว virtual work จะเกิดจากแรงเฉือนภายใน VC  และแรง 1 
หนวยเทานั้น และเนื่องจากคานอยูในสมดุล เราจะไดวา

yδ CV  0)(1 =′− yδ

ถาเราให 1=yδ  แลว =CV yδ ′   ดังนั้น อินฟลูเอนซไลนของแรงเฉือนที่จุด C  จะเปนไปตามเสนประในรูปที่ 6-13c
ในลักษณะเดียวกัน เพื่อที่จะพิสูจนหลักการ Muller - Breslau&&  ในกรณีของโมเมนตดัดที่จุด C  เราจะใหจุด 

C  ถูกเปล่ียนเปน internal hinge และใหจุด C  นั้นมี virtual rotation ขนาด δφ  ตามที่แสดงในรูปที่ 6-13d ดังนั้น 
virtual work จะเกิดจากโมเมนตภายใน MC  และแรง 1 หนวยเทานั้น เนื่องจากคานอยูในสมดุล เราจะไดวา

δφ CM 0)(1 =′− yδ

ถาเราให 1=δφ  แลว =CM yδ ′  ดังนั้น อินฟลูเอนซไลนของโมเมนตดัดที่จุด C  จะเปนไปตามเสนประในรูปที่ 6-13d
ตัวอยางที่ 6-6

จงใชหลักการ Muller - Breslau&&  ชวยในการเขียนแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงปฏิกริยา AR  แรงเฉือน 
DV  โมเมนตดัด DM  แรงเฉือน EV  และโมเมนตดัด EM  ของคานดังที่แสดงในรูปที่ 8-14a

ในการเขียนแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงปฏิกริยา AR  เราจะเอาจุดรองรับ A  ออกและเคลื่อนปลาย A  ใน
แนวดิ่งเปนระยะ 1 หนวย ดังนั้น เราจะไดคาน ACB  เกิดการเปลี่ยนแปลงรูปรางอยูในรูปของคาน CBA′  ดังที่แสดงใน
รูปที่ 8-14b ซึ่งเปนแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงปฏิกริยา AR  โดยที่สวน CB  ซึ่งมีลักษณะเปนคานยื่นจะไมเกิดการ
เคลื่อนที่เนื่องจากจุด C  เปน hinge และจุด B  ถูกยึดแนน

ในการเขียนแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงเฉือน DV  เราจะทํ าการตัดคานที่จุด D  แลวใหปลาย (จุด 1D ) 
ของสวนทางดานซายมือ (สวน 1AD ) มีการเคลื่อนที่สัมพัทธเทียบกับปลาย (จุด 2D ) ของสวนทางดานขวามือ (สวน 

CD2 ) เทากับหนึ่งหนวยโดยที่ไมมีการหมุนสัมพัทธเกิดขึ้น และคาน ACB  เกิดการเปลี่ยนแปลงรูปรางอยูในรูปของคาน 
CBDAD 21  ดังที่แสดงในรูปที่ 8-14c ซึ่งเปนแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงเฉือน DV  โดยที่ จากการเขียนแผนภาพ

อินฟลูเอนซไลนโดยการเขียนสมการ เราจะไดวา พิกัด 1DD  มีคาเทากับ
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−=−=−
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และพิกัด 2DD  มีคาเทากับ
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b
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รูปที่ 6-14

ในการเขียนแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของโมเมนตดัด DM  เราจะทํ าการตัดคานที่จุด D  แลวใหสวนของคานทั้ง
สองที่จุดตัดเกิดการหมุนสัมพัทธเกิดขึ้นหนึ่งหนวย ดังนั้น เราจะไดคาน ACB  เกิดการเปลี่ยนแปลงรูปรางอยูในรูปของ
คาน CBDA ′  ดังที่แสดงในรูปที่ 8-14d ซึ่งเปนแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของโมเมนตดัด DM  โดยที่ จากการเขียนแผน
ภาพอินฟลูเอนซไลนโดยการเขียนสมการ เราจะไดวา พิกัด DD ′  มีคาเทากับ

22
)( a

a
aa

L
ab

==

ในการเขียนแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงเฉือน EV  เราจะทํ าการตัดคานที่จุด E  แลวใหสวนทางดานซาย
มือของคานเกิดการเคลื่อนที่ลงหนึ่งหนวยเทียบกับสวนทางดานขวามือ โดยใหสวน EC ′′  ยังคงขนานกับสวน BE  ของ
คาน ดังที่แสดงในรูปที่ 8-14e ซึ่งเปนแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของโมเมนตดัด EV

ในการเขียนแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของโมเมนตดัด EM  เราจะทํ าการตัดคานที่จุด E  แลวใหสวนทางดาน
ซายมือของคานเกิดการหมุนสัมพัทธเทียบกับสวนทางดานขวามือ BE  ของคานหนึ่งหนวย โดยที่สวน BE  จะยังคงอยูที่
ตํ าแหนงเดิมเนื่องจากปลาย B  มีการรองรับแบบยึดแนน และการเปลี่ยนแปลงรูปรางของคาน ACB  ไปอยูในรูปของ
คาน EBCA ′  ดังที่แสดงในรูปที่ 8-14f จะเปนแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของโมเมนตดัด EM  และเนื่องจากมุมสัมพัทธ 

1=Eδθ  ดังนั้น เมื่อระยะ CE  มีคาเทากับ a  แลว พิกัด CC ′  จะมีคาเทากับ a  ดวย



เอกสารประกอบการสอนวิชาทฤษฎีโครงสราง Theory of Structures เรียบเรียงโดย ผศ.ดร. สิทธิชัย แสงอาทิตย SUT 6-15

6.4 อินฟลูเอนซไลนของ girder ที่รองรับพ้ืน (Influence Lines for Floor Girders)
ในกรณีที่องคอาคารที่รองรับพื้นถูกจัดวางในลักษณะตามรูปที่ 6-15 นั้น แรงหรือนํ้ าหนักบรรทุกที่กระทํ าอยูบน

พื้นจะถายลงไปที่ตงหรือคานที่รองรับพื้น (floor beam) จากนั้น แรงที่กระทํ าอยูบนคานที่รองรับพื้นก็จะถายตอลงไปที่ 
girder และสุดทายที่เสาซึ่งรองรับ girder ในการวิเคราะหหาอินฟลูเอนซไลนของแรงเฉือนและของโมเมนตดัดของ girder 
นี้ เราจะสมมุติใหพื้นเปนพื้นทางเดียว (one-way slab) และวางอยูบนคานที่รองรับพื้นแบบ simple support นอกจากนั้น
แลว เราจะให girder วางอยูบนเสาแบบ simple support ดวย ในลักษณะเชนนี้ แรง 1 หนวย (unit load) ที่กระทํ าบนพื้น
จะถายลงสู girder ที่จุดที่ girder เชื่อมตออยูกับคานที่รองรับพื้นหรือ จุด A  จุด B  จุด C  และจุด D  โดยตรง

รูปที่ 6-15

พิจารณา girder ดังที่แสดงในรูปที่ 6-16a ในที่นี้ถาเราตองการหาอินฟลูเอนซไลนของแรงเฉือนและของโมเมนต
ดัดที่จุด P  เราจะทํ าไดดังขั้นตอนตอไปนี้

รูปที่ 6-16



เอกสารประกอบการสอนวิชาทฤษฎีโครงสราง Theory of Structures เรียบเรียงโดย ผศ.ดร. สิทธิชัย แสงอาทิตย SUT 6-16

1. เราจะวางแรง 1 หนวยไวบนพื้น (slab) ตามที่แสดงในรูปที่ 6-16b จากนั้น เราจะทํ าการวิเคราะหหาแรงที่
เกิดขึ้นบนคานที่รองรับพื้น สมมุติใหมีคาเปน FB  และ FC

2. ใชคาแรง FB  และ FC  หาคาของแรงปฏิกริยาที่จุดรองรับของ girder ใหมีคาเปน F1  และ F2

3. ใช method of sections หาคาของแรงเฉือนและของโมเมนตดัดที่จุด P  ดังที่แสดงในรูปที่ 6-16c
4. ทํ าขั้นตอนที่ 1 ถึง 3 บนชวงตางๆ ของคาน
5. เมื่อไดจํ านวนจุดที่พอเพียงแลว ใชขอมูลที่ไดมาเขียนแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงเฉือนและของโมเมนต

ดัดที่จุด P
เราควรที่จะทราบวา คาของโมเมนตภายใน (internal moment) PM  จะขึ้นอยูกับตํ าแหนงของจุด P  ยกตัว

อยางเชน จากรูปที่ 6-16c เราจะไดวา
PM = F1 ( d ) - FB ( d - s )

ซึ่งเปนฟงกชันของระยะ d  จากปลายของ girder เปนตน แตคาของแรงเฉือนภายใน (internal shear) VP  จะไมขึ้นอยู
กับตํ าแหนงของจุด P  หรือคงที่ตลอดระยะ BC  โดยที่

VP  =( F1  - FB )
อีกวิธีการหนึ่งซึ่งมีความงายกวาวิธีการแรก ที่มักจะถูกใชในการเขียนแผนภาพอินฟลูเอนซไลนไลนของแรงเฉือน

และของโมเมนตดัดของ girder คือ การวางแรง 1 หนวยที่ตํ าแหนงของคานที่รองรับพื้นแลว ทํ าการวิเคราะห girder ตามที่
ไดกลาวมา จากนั้น ทํ าเชนนี้จนครบทุกจุด แลวนํ าขอมูลตางๆ ที่ไดมาเขียนแผนภาพอินฟลูเอนซไลน โดยการลากเสนตรง
เชื่อมระหวางคาเหลานั้น
ตัวอยางที่ 6-7

พิจารณา girder ดังที่แสดงในรูปที่ 6-17a จงทํ าการเขียนแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงปฏิกริยา AR  และ 
ER  แรงเฉือนในชวง BC   และ AB ของ girder และโมเมนตดัด BM  CM  และ PM

โดยการวางแรง 1 หนวยที่ตํ าแหนงของคานที่รองรับพื้นที่ละคานแลวทํ าการวิเคราะหหาแรงและโมเมนตที่
ตองการหา เราจะสามารถเขียนแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงปฏิกริยา AR  และ ER  แรงเฉือนในชวง BC   และ 
AB ของ girder และโมเมนตดัด BM  CM  และ PM  ไดดังที่แสดงในรูปที่ 6-17b ถึง 6-17h ตามลํ าดับ โดยเราจะสัง
เกตุลักษณะพิเศษของแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของ girder ไดดังตอไปนี้

1. แผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงปฏิกริยา AR  และ ER  ดังที่แสดงในรูปที่ 6-17b และ 6-17c มีลักษณะเชน
เดียวกันกับแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงปฏิกริยาของคานชวงเดียว ดังที่ไดกลาวไปแลวในตอนตนบท

2.  แผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงเฉือน CBV −  ดังที่แสดงในรูปที่ 6-17d จะหาไดจากแผนภาพอินฟลูเอนซไลน
ของแรงปฏิกริยา AR  และ ER  โดยที่

• อินฟลูเอนซไลนในชวง BA −  จะมีคาเทากับ ER−

• อินฟลูเอนซไลนในชวง EC − จะมีคาเทากับ AR

• อินฟลูเอนซไลนในชวง CB −  จะหาไดโดยการลากเสนตรงเชื่อมระหวางพิกัดของอินฟลูเอนซ
ไลนที่จุด B  และจุด C

3. แผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงเฉือน BAV −  ดังที่แสดงในรูปที่ 6-17e จะหาไดจากแผนภาพอินฟลูเอนซไลน
ของแรงปฏิกริยา AR  และ ER  โดยที่

• อินฟลูเอนซไลนในชวง EB − จะมีคาเทากับ AR

• อินฟลูเอนซไลนในชวง BA −  จะหาไดโดยการลากเสนตรงเชื่อมระหวางพิกัดของอินฟลูเอนซ
ไลนที่จุด A  และจุด B
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รูปที่ 6-17

4.  แผนภาพอินฟลูเอนซไลนของโมเมนตดัด BM  ดังที่แสดงในรูปที่ 6-17f จะหาไดโดยที่
• เมื่อแรง 1 หนวยอยูที่จุด A  แลว 0=BM

• เมื่อแรง 1 หนวยอยูในชวง EB −  แลว โมเมนตดัด BM  จะหาไดโดยการพิจารณาคานชวง 
BA −  โดยที่

AB sRM =
และถากํ าหนดใหแรงหนึ่งหนวยมีหนวยเปน kN  และให m  2=s  แลว

mkN  5.175.0)2( −==BM
• ทํ าการลากเสนตรงเชื่อมระหวางพิกัดของอินฟลูเอนซไลนที่หาได

ในลักษณะเดียวกัน เราจะหาแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของโมเมนตดัด CM  ได ดังที่แสดงในรูปที่ 6-17g



เอกสารประกอบการสอนวิชาทฤษฎีโครงสราง Theory of Structures เรียบเรียงโดย ผศ.ดร. สิทธิชัย แสงอาทิตย SUT 6-18

5. เราจะหาแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของโมเมนตดัดที่จุดที่อยูในชวงใดๆ บนคาน เชนจุด P  ซึ่งอยูในชวง 
CB −  และหางจากจุด B  เทากับ m 0.5  ได โดยที่

• เมื่อแรง 1 หนวยอยูในชวง BA −  แลว เราจะหาโมเมนตดัด PM  ไดโดยการพิจารณาคานชวง 
EC −  ดังนั้น

EP RsM )5.12( +=
ถาเรากํ าหนดใหแรง 1 หนวยมีหนวยเปน kN  และให m  2=s  แลว

EBP RRM 5.5)5.1)2(2( =+=
ดังนั้น m-kN  0)0(5.5 ==PM  ที่จุด A
และ mkN  375.1)25.0(5.5 −==PM  ที่จุด B

• แรง 1 หนวยกระทํ าอยูในชวง EC −  แลว โมเมนตดัด PM  จะหาไดโดยการพิจารณาคานชวง 
BA −  โดยที่

AAP RRsM )5.2()5.0( =+=
ดังนั้น ที่จุด B mkN 25.1)5.0(5.2 −==PM
และที่จุด A   0=PM

• ทํ าการลากเสนตรงเชื่อมระหวางพิกัดของอินฟลูเอนซไลนที่หาได
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ตัวอยางที่ 6-8
จงเขียนแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงเฉือนในชวง CD  ของ girder และเขียนแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของ

โมเมนตดัด FM  ของ girder ดังที่แสดงในรูปที่ 6-18a
ขั้นตอนในการเขียนแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงเฉือน CDV  และโมเมนตดัด FM  มีดังนี้
1. วางแรง 1 หนวยที่ตํ าแหนงของคานที่รองรับพื้น A  ดังที่แสดงในรูปที่ 6-18a แลวทํ าการวิเคราะห girder 

เพื่อหาคาของแรงเฉือน CDV  และโมเมนตดัด FM  โดยวิธี statics ซึ่งเราจะไดวา แรงเฉือน CDV  และ
โมเมนตดัด FM  จะมีคาเทากับศูนย

(a)
รูปที่ 6-18
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2. วางแรง 1 หนวยที่ตํ าแหนงของคานที่รองรับพื้นที่จุด B  ดังที่แสดงในรูปที่ 6-18a ซึ่งจากแผนภาพ free 
body diagram ของสวนของคาน FG  เราจะไดวา จาก sign convention ที่เราใชในการวิเคราะหคานโดย
วิธี statics

7/1−=−= yCD GV  และ 7/66 == yF GM
3. วางแรง 1 หนวยที่ตํ าแหนงของคานที่รองรับพื้นที่จุด C  ดังที่แสดงในรูปที่ 6-18a ซึ่งจากแผนภาพ free 

body diagram ของสวนของคาน FG  เราจะไดวา จาก sign convention ที่เราใชในการวิเคราะหคานโดย
วิธี statics

7/3−=−= yCD GV  และ 7/186 == yF GM

4. วางแรง 1 หนวยที่ตํ าแหนงของคานที่รองรับพื้นที่จุดอื่นๆ แลวทํ าการวิเคราะหคานโดยวิธี statics หาแรง
เฉือน CDV  และโมเมนตดัด FM

5. นํ าขอมูลตางๆ ที่ไดมาเขียนแผนภาพอินฟลูเอนซไลน โดยการลากเสนตรงเชื่อมระหวางคาเหลานั้น ดังที่
แสดงในรูปที่ 6-18b

   
(b)
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6.5 อินฟลูเอนซไลนของโครงขอหมุน (Influence Lines for Trusses)
โครงขอหมุนจะรองรับแรงหรือนํ้ าหนักบรรทุกที่ถายลงมาจากพื้นลงสูคานซอย สุดทายที่จุดตอของโครงขอหมุน 

เนื่องจากแรงในชิ้นสวนของโครงขอหมุนเปนฟงกชันกับตํ าแหนงของแรงกระทํ าที่จุดตอของโครงขอหมุน ดังนั้น อินฟลูเอนซ
ไลนของชิ้นสวนของโครงขอหมุนจะหาไดจากการใหแรง 1 หนวย (unit load) กระทํ าที่จุดตอของโครงขอหมุน แลวทํ าการ
หาแรงในชิ้นสวนนั้นๆ ดวยวิธี method of sections และ/หรือ method of joints จนครบทุกจุดตอแลว เราจะเขียนแผนภาพ
อินฟลูเอนซไลนไดโดยการลากเสนตรงเชื่อมระหวางพิกัดที่ไดมาเหลานั้น
ตัวอยางที่ 6-8

พิจารณาโครงขอหมุน ดังที่แสดงในรูปที่ 6-19a จงทํ าการเขียนแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงปฏิกริยา AR
และ GR  แรงที่เกิดขึ้นในชิ้นสวน AH  และ BH  แรงเฉือนในชวง BI  และแรงที่เกิดขึ้นในชิ้นสวน CI  และ CD

โดยการวางแรง 1 หนวยที่จุดตอ (joint) ตางๆ ของโครงขอหมุนทีละครั้ง แลวทํ าการวิเคราะหหาแรงที่เกิดขึ้นในชิ้น
สวนที่ตองการหา เราจะสามารถเขียนแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงปฏิกริยา AR  และ GR  แรงที่เกิดขึ้นในชิ้นสวน 
AH  และ BH  แรงเฉือนในชวง BI  และแรงที่เกิดขึ้นในชิ้นสวน CI  และ CD  ไดดังที่แสดงในรูปที่ 6-19b ถึง 6-19g 
ตามลํ าดับ โดยเราจะสังเกตุลักษณะพิเศษของแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของโครงขอหมุนไดดังตอไปนี้

1. แผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงปฏิกริยา AR  และ GR  ดังที่แสดงในรูปที่ 6-19b มีลักษณะเชนเดียวกันกับ
แผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงปฏิกริยาของคานชวงเดียว

2. แผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงในชิ้นสวน AH  ( AHF ) ดังที่แสดงในรูปที่ 6-19c จะหาไดโดย
• เมื่อแรง 1 หนวยอยูที่จุด A  แลว 0=AHF

• เมื่อแรงขนาด 1 หนวยอยูในชวง GB −  แลว AHF  จะหาไดโดยการพิจารณาสมการสมดุลที่จุด
รองรับ A  ดังนั้น AAH RF )2(−=  (แรงกดอัด)

และเราจะเห็นไดวา แผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรง AHF  ในชวง GB −  จะแปรผันตรงกับอินฟลูเอนซไลนของแรงปฏิ
กริยา AR

• อินฟลูเอนซไลนในชวง BA −  จะหาไดโดยการลากเสนตรงเชื่อมระหวางพิกัดของอินฟลูเอนซ
ไลนที่จุด A  และจุด B

3. แผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงในชิ้นสวน BH  ( BHF ) ดังที่แสดงในรูปที่ 6-19d จะหาไดโดยการพิจารณา
โครงขอหมุน ซึ่งเราจะไดวา BHF  จะเกิดขึ้นก็ตอเมื่อแรง 1 หนวยกระทํ าอยูในชวง BA −  และ CB −  เทานั้น เมื่อแรง 
1 หนวยอยูที่จุด A  และจุด C  แลว 0=BHF  และเมื่อแรง 1 หนวยอยูที่จุด B  แลว 1=BHF  จากนั้น อินฟลูเอนซ
ไลนของแรง BHF   จะหาไดโดยการลากเสนตรงเชื่อมระหวางพิกัดของอินฟลูเอนซไลนที่จุด A  จุด B  และจุด C

4. แผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงในแนวดิ่งที่เกิดขึ้นในชิ้นสวน DI  ( DIV ) ดังที่แสดงในรูปที่ 6-19e จะหาได
โดยที่

• เมื่อแรง 1 หนวยอยูในชวง CA −  ของโครงขอหมุนแลว เราจะพิจารณาแผนภาพ free body
diagram ของโครงขอหมุนในชวง GD −  และเราจะไดวา

GDI RV −=

ซึ่งคาพิกัดของอินฟลูเอนซไลนจะมีคาเทากับ 0 ที่จุด A  และเทากับ –1/3 ที่จุด C
• เมื่อแรงขนาด 1 หนวยอยูในชวง GD −  แลว เราจะพิจารณาแผนภาพ free body diagram ของ

โครงขอหมุนในชวง CA −  และเราจะไดวา
 ADI RV =
ซึ่งคาพิกัดของอินฟลูเอนซไลนจะมีคาเทากับ 1/2 ที่จุด D  และเทากับ 0 ที่จุด G
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• อินฟลูเอนซไลนของแรง BHF   จะหาไดโดยการลากเสนตรงเชื่อมระหวางพิกัดของอินฟลูเอนซไลน
ที่จุดตางๆ ที่หามาได

นอกจากนั้นแลว เราจะหาแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงในชิ้นสวน DI  ( DIF ) ไดจากการความสัมพันธ

DIDI VF  2=

รูปที่ 6-19

5.  แผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงในชิ้นสวน CI  ( CIF ) ดังที่แสดงในรูปที่ 6-19f จะหาไดโดยพิจารณาสมดุล
ของแรงที่จุดตอ I  และเราจะไดวา DICI VF −=
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6. แผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงในคอรดบนและคอรดลางของโครงขอหมุน เชนแรงในชิ้นสวน CD  ( CDF )
ดังที่แสดงในรูปที่ 6-19g เปนตน จะหาไดโดยการใช method of sections

• เมื่อแรงขนาด 1 หนวยอยูในชวง CA −  แลว ใหเราพิจารณาสมดุลของโมเมนตรอบจุดตอ C
ของชวง GD −  ของโครงขอหมุน และเราจะไดวา

GGCD RRF 46/)6x4( ==

ซึ่งคาพิกัดของอินฟลูเอนซไลนจะมีคาเทากับ 0 ที่จุด A  และเทากับ 4/3 ที่จุด C
• เมื่อแรงขนาด 1 หนวยอยูในชวง GC −  แลว ใหเราพิจารณาสมดุลของโมเมนตรอบจุดตอ C

ของชวง CA −  ของโครงขอหมุน และเราจะไดวา
AACD RRF 26/)6x2( ==

ซึ่งคาพิกัดของอินฟลูเอนซไลนจะมีคาเทากับ 4/3 ที่จุด C  และเทากับ 0 ที่จุด G
• ทํ าการลากเสนตรงเชื่อมระหวางพิกัดของอินฟลูเอนซไลนที่หามาได
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6.6 นํ้ าหนักบรรทุกจรที่กระทํ าตอสะพาน (Live Loads for Bridges)
นํ้ าหนักบรรทุกจรที่กระทํ าตอสะพานบนทางหลวง

นํ้ าหนักบรรทุกจร (live load) ที่กระทํ าตอสะพานจะเปนนํ้ าหนักของยานพาหนะที่วิ่งผานสะพาน และจะมีคา
วิกฤติ (critical load) เมื่อรถบรรทุกหลายๆ คันวิ่งเรียงกันไปบนสะพานและอยูในรูปแบบใดรูปแบบหนึ่ง คานํ้ าหนักและ
ระยะระหวางลอของรถบรรทุกไดถูกกํ าหนดไวในขอกํ าหนดของกรมทางหลวงและ American Association of State and 
Highway Transportation Officials (AASHTO) ดังที่แสดงเปนตัวอยางในรูปที่ 6-20 โดยทั่วไปแลว คานํ้ าหนักและระยะ
ระหวางลอของรถบรรทุกที่จะเลือกใชนั้นจะขึ้นอยูกับชนิดของสะพาน สถานที่ตั้งของสะพาน และชนิดของการจราจร

รูปที่ 6-20
แรงกระแทก (Impact Loads)

นอกจากนํ้ าหนักบรรทุกจรของรถแลว สะพานยังถูกกระทํ าโดยแรงกระแทกซึ่งเกิดจากการกระแทกของรถเนื่อง
จากความไมราบเรียบของสะพานดวย AASHTO ไดกํ าหนดสูตรในการคํ านวณหาคาของแรงกระแทก ซึ่งมีคาเปนเปอรเซ็น
ที่นํ้ าหนักบรรทุกจรควรจะมีคาเพิ่มขึ้นจากแรงกระแทกนั้น และถูกเรียกวา impact fraction, I  โดยที่
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เมื่อ L  เปนความยาวของ span ของสะพานที่ถูกกระทํ าโดยนํ้ าหนักบรรทุกจร มีหนวยเปนเมตร
6.7 คาสูงสุดของแรงปฏิกริยา หรือของแรงเฉือน หรือของโมเมนตดัดที่จุดใดจุดหนึ่งเนื่องจากกลุมของนํ้ าหนัก
จรแบบเปนจุด (Maximum Influence at a Point Due to a Series of Concentrated Loads)

หลังจากที่เราไดแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงปฏิกริยา หรือของแรงเฉือน หรือของโมเมนตดัดที่จุดๆ หนึ่งบน
โครงสรางแลว คาสูงสุดของแรงและโมเมนตเนื่องจากแรงกระทํ าเปนจุดจะหาไดจากการคูณคาสูงสุดของพิกัดของอินฟลู
เอนซไลนของแรงและโมเมนตดังกลาวดวยขนาดของแรงกระทํ านั้น โดยปกติแลว โครงสรางเชน สะพาน มักจะมีถูกกระทํ า
โดยนํ้ าหนักบรรทุกของรถบรรทุก ซึ่งมีลักษณะเปนกลุมของนํ้ าหนักบรรทุกจรแบบเปนจุด ในกรณีนี้ คาสูงสุดของแรงปฏิ
กริยา หรือของแรงเฉือน หรือของโมเมนตดัดที่จุดๆ หนึ่งบนโครงสรางอาจจะหามาไดโดยใช

1. วิธีการลองผิดลองถูก (trial-and-error)
2. วิธีการพิจารณาการเปลี่ยนแปลงของฟงกชันของแรงปฏิกริยา หรือของแรงเฉือน หรือของโมเมนตดัดในขณะ

ที่เปนกลุมของนํ้ าหนักบรรทุกจรแบบเปนจุดนั้นเคลื่อนที่ไปตามจุดตางๆ ของโครงสราง
คาแรงเฉือนสูงสุด

พิจารณาคาน simply supported beam ซึ่งมีแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงเฉือนที่จุด C  ดังที่แสดงในรูปที่ 
6-21a ในที่นี้เราตองการที่จะหาคาแรงเฉือนบวกสูงสุด (maximum positive shear) ที่จุด C  ดังกลาว เนื่องจากการกระทํ า
ของกลุมนํ้ าหนักบรรทุกจรแบบเปนจุด ซึ่งเคลื่อนที่จากจุดรองรับ B  ไปยังจุดรองรับ A  จากการพิจารณาอินฟลูเอนซไลน
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ของแรงเฉือนที่จุด C  เราจะไดวา คาแรงเฉือนสูงสุดจะเกิดขึ้นเมื่อคาใดคาหนึ่งในกลุมของนํ้ าหนักบรรทุกจรวางอยูทาง
ดานขวามือถัดจากจุด C  ไปเล็กนอย เนื่องจากจุดดังกลาวเปนจุดที่แรงเฉือนมีคาบวกสูงสุด

วิธีการลองผิดลองถูก
โดยวิธีการลองผิดลองถูก เราจะแบงการพิจารณาการวางกลุมของนํ้ าหนักบรรทุกจรออกเปน 3 กรณี ดังที่แสดง

ในรูปที่ 6-21b

รูปที่ 6-21
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กรณีที่1: ( )VC 1  = 5(0.75) + 50(0.667) + 30(0.5) = 52.1 kN
กรณีที่2: ( )VC 2  = 5(-0.167) + 50(0.75) + 30(0.583) = 54.2 kN
กรณีที่3: ( )VC 3  = 5(0) + 50(-0.083) + 50(0.75) = 18.3 kN

เราจะเห็นไดวา กรณีที่ 2 ซึ่งเปนกรณีที่แรง kN 50  วางอยูที่ระยะ m 3  ทางดานซายมือของจุดรองรับ A  เปน
กรณีที่กลุมของนํ้ าหนักบรรทุกจรดังกลาวใหคา VC  สูงสุด เราควรที่จะสังเกตดวยวา เราไมจํ าเปนที่จะตองตรวจสอบการ
จัดกลุมของนํ้ าหนักบรรทุกจรในกรณีที่ 3 เพราะโดยลักษณะการจัดวางแลว ( )VC 3 จะไมมีคามากกวา ( )VC 2

วิธีการพิจารณาการเปลี่ยนแปลงของฟงกชันของแรงเฉือน
ในกรณีที่กลุมของนํ้ าหนักบรรทุกจรมีความซับซอน ดังเชนในกรณีของกลุมนํ้ าหนักลอของรถไฟ เปนตน วิธีการ

ลองผิดลองถูกจะมีความยุงยากมากและทํ าไดชา ซึ่งในกรณีเชนนี้ เราจะหาคาแรงเฉือนสูงสุดโดยการพิจารณาการเปลี่ยน
แปลงของฟงกชันของแรงเฉือน ∆V  ในขณะที่เปนกลุมของนํ้ าหนักบรรทุกจรเคลื่อนที่จากกรณีที่ 1 ไปกรณีที่ 2 และจาก
กรณีที่ 2 ไปกรณีที่ 3 เรื่อยๆ ไป ถาการเปลี่ยนแปลงของแรงเฉือน ∆V  มีคาเปนบวกแลว ตํ าแหนงของกลุมของนํ้ าหนัก
บรรทุกจรในกรณีที่กํ าลังพิจารณาอยูนี้จะใหคาแรงเฉือนมากกวาตํ าแหนงของกลุมของนํ้ าหนักบรรทุกจรในกรณีกอนหนานี้ 
และเราจะตองตรวจสอบการเปลี่ยนแปลงของแรงเฉือน ∆V  ไปจนกวาจะไดคาของ ∆V ที่มีคาเปนลบ เมื่อไดคา ∆V ที่
เปนลบแลว เราจะไดวา ตํ าแหนงสุดทายกอนหนานี้ที่ ∆V  มีคาเปนบวกจะเปนตํ าแหนงที่เกิดคาแรงเฉือนสูงสุด

รูปที่ 6-22

พิจารณาคาน ซึ่งมีแผนภาพอินฟลูเอนซไลนที่จุด C  ดังที่แสดงรูปที่ 6-22a เมื่อนํ้ าหนักบรรทุกจร P  เคลื่อนที่
ผานอินฟลูเอนซไลนในชวงที่มีความตอเนื่อง (continuity) จากตํ าแหนง x1  ดังที่แสดงรูปที่ 6-22b ไปยังตํ าแหนง x2  ดังที่
แสดงรูปที่ 6-22c แลว คาการเปลี่ยนแปลงของแรงเฉือน ∆V  บนคานจะหาไดจากผลคูณของคาของนํ้ าหนักบรรทุกจร P
กับคาการเปลี่ยนแปลงพิกัดของอินฟลูเอนซไลนระหวางจุด 2 จุดนั้น ( y y2 1− )ดังที่แสดงรูปที่ 6-22d

∆V = P ( y y2 1− )
ถาใหความชันของอินฟลูเอนซไลนมีคาเปน s  แลว เราจะไดวา

( y y2 1− ) = s ( x x2 1− )
ดังนั้น คาการเปลี่ยนแปลงของแรงเฉือน ∆V ในชวงที่อินฟลูเอนซไลนมีความตอเนื่องและมีความชัน s  จะมีคาเทากับ
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∆V = P s ( x x2 1− ) (6-1)
เมื่อนํ้ าหนักบรรทุกจร  P  เคลื่อนที่ผานจุดที่อินฟลูเอนซไลนไมมีความตอเนื่อง (discontinuity) หรือ “jump” ดัง

เชนที่จุด C  ในรูปที่ 6-22d แลว คาการเปลี่ยนแปลงของแรงเฉือน ∆V ในชวงนี้จะมีคาเทากับ
∆V = P ( y y2 1− ) (6-2)

พิจารณาตัวอยางตามรูปที่ 6-21a เราจะไดวา คาความชันของอินฟลูเอนซไลนมีคาเทากับ

12
1

312
75.0

=
−

=s

 และ jump ที่จุด C  มีคาเทากับ
0.175.025.0 −=−−

เมื่อกลุมของนํ้ าหนักบรรทุกจรเคลื่อนที่จากกรณีที่ 1 ไปยังกรณีที่ 2 ดังที่แสดงในรูปที่ 6-21b แลว เราจะเห็นวา แรง kN 5
จะ jump down ที่จุด C  เทากับ 1−  จากนั้น แรง kN 5  ดังกลาว แรง kN 50  และแรง kN 30  จะเลื่อนขึ้นตามความ
ชัน s  ของอินฟลูเอนซไลน ดังนั้น คาการเปลี่ยนแปลงของแรงเฉือน ∆V  เนื่องจากการเคลื่อนที่ดังกลาวจะมีคาเทากับ

∆V1 2− kN 1.2)1)(
12
1](30505[)1(5 +=+++−=

เนื่องจาก ∆V1 2−  มีคาเปนบวก ดังนั้น กรณีที่ 2 จะใหคา VC มากกวากรณีที่ 1 (เราจะเห็นไดจากการคํ านวณโดยวิธีลอง
ผิดลองถูกวา =∆ −21V  −2)( CV =1)( CV kN 1.2+  เชนกัน)

ในกรณีที่กลุมของนํ้ าหนักบรรทุกจรเคลื่อนที่จากกรณีที่ 2 ไปยังกรณีที่ 3 เราจะเห็นวา แรง kN 50  จะ jump 
down ที่จุด C  เทากับ 1−  จากนั้น แรง kN 50  ดังกลาว แรง kN 5  และแรง kN 30  จะเลื่อนขึ้นตามความชัน s
ของอินฟลูเอนซไลน และเราจะไดวา

)2)(
12
1](30505[)1(5032 +++−=∆ −V kN 8.35−=

เนื่องจาก∆V2 3− มีคาเปนลบ ดังนั้น กรณีที่ 2 จะเปนตํ าแหนงของกลุมของนํ้ าหนักบรรทุกจรที่ทํ าใหเกิดแรงเฉือนสูงสุดที่จุด 
C
ตัวอยางที่ 6-8

จงหาคาแรงเฉือนบวกสูงสุดที่จุด C  เนื่องจากกลุมของนํ้ าหนักบรรทุกจร 1P  ถึง 7P  ดังที่แสดงในรูปที่ 6-23

รูปที่ 6-23

เริ่มตน เราจะพิจารณาการเคลื่อนที่ของกลุมของนํ้ าหนักบรรทุกจร 1P  ถึง 7P  จากกรณีที่แรง 1P  อยูที่จุด C  ไป
ยังกรณีที่แรง 2P  อยูที่จุด C  โดยที่คาความชันของอินฟลูเอนซไลนมีคาเทากับ

0625.010/625.0 ==s
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เราควรสังเกตดวยวา เมื่อแรง 1P  อยูที่จุด C  แลว แรง 7P  ยังคงอยูนอกคาน m 2.1 และเมื่อแรง 2P  เล่ือนมาอยูที่จุด 
C  แลว แรง 7P  จะอยูหางจากจุดรองรับ B  เขามาในคาน m 2.1  ดังนั้น การเปลี่ยนแปลงของแรงเฉือน 21)( −∆ CV  มี
คาเทากับ

kN 6.5 1.220(0.0625) 4.2)0625.0](201515202010[10(-1))( 21 =+++++++=∆ −CV
การเปลี่ยนแปลงของแรงเฉือนจากกรณีที่ 2 (แรง 2P  อยูที่จุด C ) มายังกรณีที่ 3 (แรง 3P  อยูที่จุด C ) หรือ 

32)( −∆ CV  มีคาเทากับ
kN 5-    )220](0.06252015152020[1020(-1))( 32 =+++++++=∆ −CV

ดังนั้น แรงเฉือนสูงสุดจะเกิดเมื่อแรง 2P  วางอยูที่จุด C  และมีคาเทากับ
)0625.0)](2.1(20)8.2(20)4.4(15)4.6(15)8(20)10(20[)6.3)(0625.0(10)( max ++++++−=CV

kN 375.35)( max =CV
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คาโมเมนตสูงสุด
ในลักษณะเชนเดียวกับในกรณีของแรงเฉือน เราสามารถหาตํ าแหนงของกลุมของนํ้ าหนักบรรทุกจรที่กอใหเกิดคา

โมเมนตสูงสุดที่จุดใดจุดหนึ่งบนโครงสรางไดโดยวิธีการลองผิดลองถูกหรือโดยวิธีการหาคาการเปลี่ยนแปลงของฟงกชัน
ของโมเมนต ∆M

ในวิธีการหาคาการเปลี่ยนแปลงของของฟงกชันของโมเมนต∆M ของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 6-24a นั้น คาการ
เปล่ียนแปลงของโมเมนต ∆M  เนื่องจากการเคลื่อนที่ของกลุมของนํ้ าหนักบรรทุกจร P  จากตํ าแหนง x1  ดังที่แสดงในรูป
ที่ 6-24b ไปยังตํ าแหนง x2  บนคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 6-24c จะหาไดจากผลคูณของคาของแรงของกลุมของนํ้ าหนัก
บรรทุกจร P  กับคาการเปลี่ยนแปลงพิกัด ( y y2 1− ) ของอินฟลูเอนซไลนระหวางจุด 2 จุดนั้น ดังที่แสดงในรูปที่ 6-24d
ถาใหความชันของอินฟลูเอนซไลนมีคาเปน s  แลว เราจะไดวา

( y y2 1− ) = s ( x x2 1− )
ดังนั้น คาการเปลี่ยนแปลงของโมเมนต ∆M  จะมีคาเทากับ

∆M = P s ( x x2 1− ) (6-3)

รูปที่ 6-24

พิจารณาคาน simply supported beam ที่ถูกกระทํ าโดยกลุมของนํ้ าหนักบรรทุกจรและมีแผนภาพอินฟลูเอนซ
ไลนของโมเมนตที่จุด C  บนคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 6-25a ในที่นี้ เราจะจัดเรียงกลุมของนํ้ าหนักบรรทุกจรเพื่อคาโมเมนต
สูงสุดไดเปน 3 กรณี ดังที่แสดงในรูปที่ 6-25b

ในกรณีที่กลุมของนํ้ าหนักบรรทุกจรเคลื่อนที่จากกรณีที่ 1 ไปยังกรณีที่ 2 เราจะเห็นไดวา แรง kN 5  จะทํ าใหคา
การเปลี่ยนแปลงของโมเมนต ∆M1 2− มีคาลดลง เนื่องจากคาความชันของอินฟลูเอนซไลนในชวง AC  มีคาเปนลบ ซึ่งมี
คาเทากับ

75.0
3
25.2

−=−=ACs

ในขณะเดียวกันแรง kN 50  และ kN 30  จะทํ าใหคาการเปลี่ยนแปลงของโมเมนต ∆M1 2−  มีคาเพิ่มขึ้น เนื่องจากคา
ความชันของอินฟลูเอนซไลนในชวง BC  มีคาเปนบวก ซึ่งมีคาเทากับ
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25.0
9
25.2

+=+=BCs

ดังนั้น คาการเปลี่ยนแปลงของโมเมนต ∆M1 2−  มีคาเทากับ
m-kN 25.161)25.0](3050[1)75.0(521 =++−=∆ −M

เนื่องจาก ∆M1 2−  มีคาเปนบวก เราจะตรวจสอบในกรณีที่ 2 เล่ือนไปที่กรณีที่ 3 ซึ่งเราจะไดวา
m-kN 5.672)25.0(302)75.0](505[32 −=+−+=∆ −M

เนื่องจาก∆M2 3− มีคาเปนลบ ดังนั้น กรณีที่ 2 จะเปนตํ าแหนงที่โดยกลุมของนํ้ าหนักบรรทุกจรกอใหเกิดคาโมเมนตสูงสุดที่
จุด C  และรูปที่ 6-25c

m-kN 5.172)75.1(30)25.2(50)5.1(5)( max =++=CM

รูปที่ 6-25
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ตัวอยางที่ 6-9
จงหาคาโมเมนตบวกสูงสุดที่จุด C  เนื่องจากกลุมของนํ้ าหนักบรรทุกจร 1P  ถึง 7P  ดังที่แสดงในรูปที่ 6-26

รูปที่ 6-26

เริ่มตน เราจะพิจารณาการเคลื่อนที่ของกลุมของนํ้ าหนักบรรทุกจร 1P  ถึง 7P  จากกรณีที่แรง 1P  อยูที่จุด C  ไป
ยังกรณีที่แรง 2P  อยูที่จุด C  โดยที่คาความชันของอินฟลูเอนซไลนมีคาเทากับ

625.0
6
75.3

−=−=ACs

375.0
10
75.3

+=+=BCs

การเปลี่ยนแปลงของโมเมนตดัด 21)( −∆ CM  มีคาเทากับ
 .220(0.375)1 4.2)375.0](2015152020[2.410(-0.625))( 21 ++++++=∆ −CM

m-kN 75)( 21 =∆ −CM
การเปลี่ยนแปลงของโมเมนตดัดจากกรณีที่ 2 (แรง 2P  อยูที่จุด C ) มายังกรณีที่ 3 (แรง 3P  อยูที่จุด C ) หรือ 

32)( −∆ CM  มีคาเทากับ
 220](0.375)201515[20)220](-0.62510[)( 32 ++++++=∆ −CM

m-kN 30)( 32 =∆ −CM
การเปลี่ยนแปลงของโมเมนตดัดจากกรณีที่ 3 (แรง 3P  อยูที่จุด C ) มายังกรณีที่ 4 (แรง 4P  อยูที่จุด C ) หรือ 

43)( −∆ CM  มีคาเทากับ
6.1)375.0](20201515[6.1)625.0](202010[)( 43 ++++−++=∆ −CM

m-kN 8)( 43 −=∆ −CM
ดังนั้น โมเมนตดัดสูงสุดจะเกิดเมื่อแรง 3P  วางอยูที่จุด C  และมีคาเทากับ

)375.0)](2.3(20)8.4(20)4.6(15)4.8(15)10(20[625.0)]4(20)6.1(10[)( max ++++++=CM
m-kN 25.278)( max =CM
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6.8 คาสูงสุดที่แทจริง (สัมบูรณ) ของแรงเฉือนและของโมเมนต (Absolute Maximum Shear and Moment)
คาสูงสุดของแรงเฉือนและของโมเมนต ที่ไดกลาวถึงไปแลวนั้น อาจจะไมเปนคาสูงสุดสัมบูรณก็ได เนื่องจากวา

คาที่ไดเปนคาสูงสุดที่เกิดขึ้นที่จุดใดจุดหนึ่งที่เรากํ าลังพิจารณาอยูเทานั้น แตโดยทั่วไปแลว ในการออกแบบโครงสราง เรา
ตองการที่จะหาคาสูงสุดสัมบูรณของแรงเฉือน (absolute maximum shear) และคาสูงสุดสัมบูรณของโมเมนต (absolute 
maximum moment) ซึ่งจะเกิดขึ้นเมื่อมีการจัดวางของกลุมของนํ้ าหนักบรรทุกจรที่ตํ าแหนงใดตํ าแหนงหนึ่งบนคานอยาง
เหมาะสม
คาสูงสุดสัมบูรณของแรงเฉือน

ในกรณีของคานยื่น (cantilever beam) คาสูงสุดสัมบูรณของแรงเฉือนเนื่องจากกลุมของนํ้ าหนักบรรทุกจรจะเกิด
ขึ้นที่จุดยึดแนน (fixed support) และเมื่อเราพิจารณาแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงเฉือนที่จุดดังกลาว เราจะไดวา การ
จัดวางของกลุมนํ้ าหนักบรรทุกจรที่จะกอใหเกิดคาสูงสุดสัมบูรณของแรงเฉือนจะมีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ 6-27a โดยจัด
ใหแรงอันแรกในกลุมนํ้ าหนักบรรทุกจรวางอยูตรงจุดยึดแนนนั้น

รูปที่ 6-27

ในกรณีของคาน simply supported beam คาสูงสุดสัมบูรณของแรงเฉือนจะเกิดขึ้นที่จุดรองรับจุดใดจุดหนึ่งของ
คาน และเมื่อเราพิจารณาแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของแรงเฉือนที่จุดรองรับของคาน เราจะไดวา การจัดวางของกลุมของ
นํ้ าหนักบรรทุกจรที่จะกอใหเกิดคาสูงสุดสัมบูรณของแรงเฉือนจะมีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ 6-27b โดยการจัดใหแรงลัพธ
ของกลุมนํ้ าหนักบรรทุกจรวางอยูใกลกับจุดรองรับของคานใหมากที่สุด
คาสูงสุดสัมบูรณของโมเมนต

คาสูงสุดสัมบูรณของโมเมนตของคานยื่นจะเกิดขึ้นที่จุดรองรับยึดแนน ซึ่งเปนจุดเดียวกับจุดที่เกิดคาสูงสุด
สัมบูรณของแรงเฉือน และเมื่อเราพิจารณาแผนภาพอินฟลูเอนซไลนของโมเมนตของคาน เราจะไดวา การจัดวางของกลุม
นํ้ าหนักบรรทุกจรที่จะกอใหเกิดคาสูงสุดสัมบูรณของโมเมนตจะมีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ 6-28 โดยการจัดใหแรงลัพธ
ของกลุมนํ้ าหนักบรรทุกจรวางอยูใกลกับปลายอิสระของคานใหมากที่สุด

รูปที่ 6-28
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ในกรณีของคานชวงเดียวที่มีการรองรับธรรมดานั้น คาสูงสุดสัมบูรณของโมเมนตและตํ าแหนงของกลุมนํ้ าหนัก
บรรทุกจรที่ทํ าใหเกิดคาสูงสุดสัมบูรณของโมเมนตจะไมสามารถหาไดโดยงาย ดังนั้น เราจะตองทํ าการวิเคราะหดังตอไปนี้

พิจารณาคาน simply supported beam ที่ถูกกระทํ าโดยกลุมนํ้ าหนักบรรทุกจร ดังที่แสดงในรูปที่ 6-29a เนื่อง
จาก moment diagram ของแรงกระทํ าเปนจุดแตละแรงในกลุมนํ้ าหนักบรรทุกจรมีลักษณะเปนสวนของเสนตรงที่มีคาสูง
สุดตรงจุดที่แรงเหลานั้นกระทํ า ดังนั้น คาสูงสุดสัมบูรณของโมเมนตจะตองเกิดขึ้นตรงจุดที่แรงใดแรงหนึ่งในกลุมนํ้ าหนัก
บรรทุกจรกระทํ า ซึ่งโดยทั่วไปแลว แรงดังกลาวจะเปนแรงที่มีคาสูงสุดในกลุมนํ้ าหนักบรรทุกจร สมมุติใหคาสูงสุดสัมบูรณ
ของโมเมนตเกิดขึ้นตรงจุดที่แรง 2F  กระทํ า และกํ าหนดใหตํ าแหนงของแรงในกลุมนํ้ าหนักบรรทุกจร 1F  2F  และ 3F  ถูก
กํ าหนดโดยระยะ x  ที่วัดจากแรง 2F  ไปยังจุดกึ่งกลางของคาน ดังที่แสดงในรูป ซึ่งเราจะหาระยะ x  ไดดังนี้

1. หาคาแรงลัพธ RF  ของกลุมนํ้ าหนักบรรทุกจร 1F  2F  และ 3F
2. หาระยะ x′  ที่วัดจากแรงลัพธ RF  ไปยังแรง 2F
3. พิจารณาโมเมนตรอบจุด B  เพื่อหาแรงปฏิกริยา yA  ของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 6-29a

+∑ ;0=BM yA  = 
L
1 ( RF )[

2
L - ( x′ - x )]

รูปที่ 6-29

4. โดยใช method of sections ตัดคานตรงจุดที่แรง 2F  กระทํ าแลว เขียนแผนภาพ free body diagram ดังที่
แสดงในรูปที่ 6-29b เราจะหาโมเมนต 2M  ไดเปน

2M = yA (
2
L - x ) - 1F d1

=
L
1 ( RF )[

2
L - ( x′ - x )] (

2
L - x ) - 1F d1

= 
4
LFR -

2
xFR ′

-
L
xFR

2

+
L
xxFR ′ - 1F d1



เอกสารประกอบการสอนวิชาทฤษฎีโครงสราง Theory of Structures เรียบเรียงโดย ผศ.ดร. สิทธิชัย แสงอาทิตย SUT 6-34

5. ระยะ x  ที่จะทํ าใหเกิดคาสูงสุดของโมเมนต 2M  จะหาไดจาก 02 =
dx
dM  ดังนั้น

dx
dM 2 = -

L
xFR2 +

L
xFR ′ = 0

x = 
2
x′

ดังนั้น เราจะสรุปไดวา
คาสูงสุดสัมบูรณของโมเมนตในคาน simply supported beam มักจะเกิดขึ้นที่ใตแรงที่มีคาสูงสุดในกลุม

นํ้ าหนักบรรทุกจร โดยใหจุดกึ่งกลางระหวางแรงสูงสุดและแรงลัพธของกลุมนํ้ าหนักบรรทุกจรนั้นวางอยูที่จุดกึ่ง
กลางของคาน
ตัวอยางที่ 6-10

พิจารณาคาน simply supported beam ซึ่งถูกกระทํ าโดยกลุมนํ้ าหนักบรรทุกจรจากนํ้ าหนักของรถบรรทุก ดังที่
แสดงในรูปที่ 6-30a กํ าหนดให ความยาวของ span ของคาน m 18=L  แรงในกลุมนํ้ าหนักบรรทุกจร kN 251 =F

kN 1002 =F  และ kN 1003 =F  และระยะระหวางแรงในกลุมนํ้ าหนักบรรทุกจร m 21 =d  และ m 62 =d จง
หาคาสูงสุดสัมบูรณของโมเมนตที่เกิดขึ้นบนคาน

     
รูปที่ 6-30

1. หาคาแรงลัพธ RF  ของกลุมนํ้ าหนักบรรทุกจร 1F  2F  และ 3F

kN 22510010025 =++=RF
2. หาระยะ x  ที่วัดจากแรงลัพธ RF  ไปยังแรงที่มีคาสูงสุดในกลุมนํ้ าหนักบรรทุกจรหรือ 2F  ไดจากผลรวม

ของโมเมนตเนื่องจากแรงลัพธมีคาเทากับผลรวมของโมเมนตเนื่องจากแรงตางๆ รอบแรง 2F

)2(25)6(100)0(100225 −+=x

m 444.2=x
3. ทํ าการวางกลุมนํ้ าหนักบรรทุกจรโดยใหจุดกึ่งกลางคานอยูที่ตํ าแหนง 2/x  ดังที่แสดงในรูปที่ 6-30a
4. คํ านวณหาโมเมนต 2M  ที่เกิดขึ้นที่หนาตัดของคานใตแรง 2F  โดยใช free body diagram ของคาน ดังที่

แสดงในรูปที่ 6-30a
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m 778.72/444.22/182/2/ =−=− xL
+ ;0=∑ BM 0)778.7(225)18( =−yA

kN 225.97=yA
โดยใช free body diagram บนสวนของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 6-30b เราจะได

+∑ = ;02M 0)778.7(225.97)2(252 =−+M

m-kN 22.7062 =M
5. ตรวจสอบคาโมเมนตที่เกิดขึ้นที่หนาตัดของคานใตแรง 3F  ในกรณีที่จุดกึ่งกลางของระยะระหวางแรงลัพธ 

RF  และแรง 3F  อยูที่กึ่งกลาง span ของคาน
ระยะระหวางแรง RF  และแรง 3F  มีคาเทากับ m 556.3444.26 =−  ดังนั้น ระยะระหวางจุดรองรับ A  กับ

แรงลัพธ RF  มีคาเทากับ m 222.72/556.39 =−

แรงปฏิกริยาที่จุดรองรับ B  หรือ yB  มีคาเทากับ
+ ;0=∑ AM 0)222.7(225)18( =−yB

kN 275.90=yB
โดยใช free body diagram บนสวนของคานระหวางจุด B  กับแรง 3F  เราจะไดวา

m-kN 97.651)222.7(275.903 ==M
ดังนั้น m-kN 22.7062 =M จะเปนคาสูงสุดสัมบูรณของโมเมนตที่เกิดขึ้นบนคาน
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บทที่ 7 
การโกงตัวของโครงสราง 

7.1 แผนภาพการโกงตัวและเสนโคงอีลาสติก (Deflection Diagram and Elastic Curve) 
 การโกงตัวหรือการแอนตัว (deflection) ของโครงสรางเกิดจากสาเหตุหลายประการเชน แรง (forces) หรือ
น้ําหนักบรรทุก (loads) การเปล่ียนแปลงอุณหภูมิ และการทรุดตัวของฐานราก (settlement) เปนตน ในการออกแบบ
โครงสราง นอกจากเราจะตองหาคาของหนวยแรง (stresses) ที่เกิดขึ้นในโครงสรางแลว เราจะตองตรวจสอบดูวาคาการ
โกงตัวของโครงสราง ซึ่งรวมถึงมุมหรือความลาดเอียง (slope) และระยะโกงตัว (deflection) มีคาเกินคาที่กําหนดไวใน
มาตรฐานการออกแบบ (design code) หรือไม เพื่อปองกันไมใหเกิดการแตกราวและการสั่นขึ้นในโครงสราง นอกจากนั้น
แลว การหาคาการโกงตัวยังเปนพื้นฐานของการวิเคราะหโครงสรางแบบ statically indeterminate ดวย 
 กอนที่จะคํานวณหาการโกงตัวของโครงสราง เราควรที่จะตองเขาใจถึงลักษณะการโกงตัวของโครงสรางกอน โดย
การเขียนแผนภาพการโกงตัว (deflection diagram) ของโครงสราง เพื่อที่จะไดเห็นลักษณะการเปลี่ยนแปลงรูปรางของ
โครงสรางอยางคราวๆ อีกทั้งเปนการตรวจสอบความถูกตองของคาการโกงตัวที่คํานวณได แผนภาพการโกงตัวนี้จะแสดง
ถึงเสนโคงอีลาสติก (elastic curve) ของจุดตางๆ ที่ผานจุดศูนยกลางของพื้นที่หนาตัด (centroid) ของโครงสราง  

โดยทั่วไปแลว เราจะรางเสนโคงอีลาสติกไดโดยการสังเกตุจุดรองรับของโครงสรางวามีการยึดรั้งโครงสรางหรือมี
การปองกันไมใหเกิดมุมลาดเอียง θ  และระยะการโกงตัว ∆  ที่จุดรองรับอยางไร ดังที่แสดงในตารางที่ 7-1 โดยเราทราบ
มาแลววา  

1. จุดรองรับที่ตานทานแรงกระทํา เชน หมุด (pin support) และ roller support เปนตน จะปองกันไมใหเกิด
ระยะการโกงตัวในแนวที่จุดรองรับสามารถตานแรงกระทําได  

2. จุดรองรับที่ตานทานตอโมเมนต เชน จุดรองรับแบบยึดแนน (fixed support) เปนตน จะปองกันไมใหเกิดมุม
ลาดเอียงและระยะการโกงตัวที่จุดรองรับ 

3. ถาจุดตอขององคอาคารเปนแบบยึดแนน (fixed-connected joint) เชน จุดตอในโครงขอแข็ง  เปนตน แลว 
เมื่อจุดตอเกิดการหมุนไปเปนมุม θ  แลว องคอาคารที่ถูกเชื่อมตอก็จะมีมุมลาดเอียงเกิดขึ้นเทากับ θ  ดวย 
เนื่องจากจุดตอดังกลาวสามารถถายโมเมนตดัดจากองคอาคารหนึ่งไปยังอีกองคอาคารหนึ่งได  

4. ถาจุดตอขององคอาคารเปนหมุด (pin-connected joint) แลว มุมลาดเอียงที่เกิดขึ้นในองคอาคารที่ถูก
เชื่อมตอจะมีคาไมเทากัน เนื่องจากหมุดไมมีความสามารถในการตานทานโมเมนตดัด 

 

ตารางที่ 7-1 
ประเภทของจุดรองรับ แรงปฏิกิริยา การยึดรั้งของจุดรองรับ 

 
 

0=∆ y  

  

0=∆ x  
0=∆ y  

 
 

0=∆ x  
0=∆ y  

0=θ  
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โดยใชหลักการสังเกตดังกลาว เราจะรางเสนโคงอีลาสติกของคาน ซึ่งถูกกระทําดดยแรงภายนอกได ดังที่แสดงใน
รูปที่ 7-1a และของโครงขอแข็ง (frame) ไดดังที่แสดงในรูปที่ 7-1b (คาของการโกงตัวที่แสดงมีคามากกวาความเปนจริง
มาก) 
 

 

 

 
(a) 

 

   
(b) 

รูปที่ 7-1 
 

 นอกจากนั้นแลว เราจะสามารถเขียนเสนโคงอีลาสติกไดโดยใช moment diagram ของโครงสรางและ sign 
convention ของโมเมนตดัดที่เราใชในการวิเคราะหโครงสราง ดังที่แสดงในรูปที่ 7-2 จากรูป โมเมนตดัดที่เปนบวกจะทําให
คานเกิดการโคงหงาย (concave upward) ดังที่แสดงในรูปที่ 7-2a และโมเมนตที่เปนลบจะทําใหคานเกิดการโคงคว่ํา 
(concave downward) ดังที่แสดงในรูปที่ 7-2b จุดเชื่อมตอของโคงคว่ําและโคงหงายจะถูกเรียกวา จุดดัดกลับ (inflection 
point) ซึ่งเปนจุดที่โมเมนตดัดมีคาเปนศูนย รูปที่ 7-3a และ 7-3b เปนตัวอยางของการรางเสนโคงอีลาสติกโดยใช moment 
diagram ของคานและโครงขอแข็ง ตามลําดับ 
 

 
รูปที่ 7-2 
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(a) 

 
(b) 

รูปที่ 7-3 

7.2 Elastic Beam Theory 
พิจารณาคานยื่น (Cantilevered beam) ซึ่งมีจุดเริ่มตนของระบบแกนตั้งฉาก x - y  ที่จุด A  ดังที่แสดงในรูปที่ 

7-4a กําหนดให คานถูกกระทําโดยแรงหรือน้ําหนักบรรทุกในตั้งฉากกับแนวแกนของคานและอยูในระนาบเดียวกันกับ
ระนาบที่หนาตัดของคานมีความสมมาตร ดังนั้น ภายใตแรงกระทํา คานจะเกิดการโกงตัวในระนาบที่แรงกระทํา ดังที่แสดง
ในรูปที่ 7-4b โดยที่ระนาบของหนาตัดของคานไมมีการเปลี่ยนแปลงรูปรางและยังคงตั้งฉากกับแนวแกนของคานเหมือน
กอนเกิดการโกงตัว ดังที่แสดงในรูปที่ 7-4d นอกจากนั้นแลว กําหนดใหความยาวของคานมีคามากกวาความลึกของคาน
มาก ดังนั้น เราจะพิจารณาเฉพาะการโกงตัวที่เกิดขึ้นจากโมเมนตเทานั้น 

ความโคงของสวนของคาน (Curvature of Differential Element) 
จากรูปที่ 7-4b และ 7-4c ใหเราพิจารณาสวนของคานที่มีความยาวนอยมาก dx  และอยูระหวางจุด m1  (ที่

ระยะ x  จากจุด A ) และจุด m2  (ที่ระยะ x dx+  จากจุด A ) ภายใตแรง P  ความยาวของสวนของคานดังกลาวใน
แนวแกนสะเทิน (neutral axis) มีคาเทากับ ds= θρ d   ดังนั้น ความโคงของสวนของคาน dx  จะมีคาเทากับ 

   1
ρ

 = 
ds
dθ      (a) 

และคามุมลาดเอียงของสวนของคานดังกลาว ที่แกนสะเทิน ระหวางจุด  m1  และ m2  จะมีคาเทากับ 

   dv
dx

 = tan  θ  หรือ θ  = arctan  
dv
dx

   (b) 
จากวิชาแคลคูลัส (Calculus) เนื่องจาก θ  และ s  เปนฟงกชันของ x  ดังนั้น เราจะเขียนสมการของความโคงได

ใหมเปน 1
ρ

 = d
dx
θ . dx
ds

 และแทนคาสมการ (b) ลงในสมการนี้ เราจะไดวา 

   1
ρ

 = d
dx
θ . dx
ds

= d
dx

dv
dx

(arctan ) . dx
ds

   (c) 
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รูปที่ 7-4 

 

 จากรูปที่ 7-5c เราจะไดวา 
    ds2  = dx 2 + dv 2  
ดังนั้น    ds  = dx dv2 2 +      (d) 
หารสมการ (d) ดวย dx เราจะได 

    ds
dx

 = [ ( ) ] /1 2 1 2+
dv
dx

 

หรือ    dx
ds

 = 1

1 2 1 2[ ( ) ] /+
dv
dx

    (e) 

จากวิชาแคลคูลัส  เราสามารถพิสูจนไดวา 

    d
dx

dv
dx

(arctan ) = 
d v
dx
dv
dx

2

2

21[ ( ) ]+
   (f) 
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แทนสมการ (e) และสมการ (f) ลงในสมการ (c) เราจะได ความโคงของสวนของคานอยูในรูป 

    1
ρ

 = 
d v
dx
dv
dx

2

2

2 3 21[ ( ) ] /+
      (7-1) 

ความสัมพันธของโมเมนตและความโคง (Moment Curvature Relationships) 
 เราจะหาความสัมพันธของโมเมนตและความโคงของสวนของคานไดโดยการพิจารณารูปที่ 7-5d ซึ่งเปนรูปขยาย
ของสวนของคานทั้งกอนและหลังจากที่ถูกกระทําโดยโมเมนตดัดภายใน M  (internal moment) 

กอนเกิดการการดัด: ความยาวของสวนของคานที่แกนสะเทินและที่ระยะ y  จากแกนสะเทินจะมีคาเทากันคือ  
dx  = ds′  

หลังเกิดการดัด: ความยาวของสวนของคานที่แกนสะเทินจะยังคงมีความยาวเทาเดิมคือ dx = ρ θ  d  (จากคํา
นิยามของแกนสะเทิน) แตความยาวของสวนของคานที่ระยะ y  จากแกนสะเทินจะมีคาเปลี่ยนจาก ds′  เปน ds′′ โดยที่ 

ds′′ = ( ρ - y )dθ  
จากนิยามของความเครียดตั้งฉาก (normal strain) ที่เกิดขึ้นในแนวแกนของคาน เราจะไดวา 

  ε  = ds ds
ds
′′ − ′

′
 = ( )ρ θ ρ θ

ρ θ
 -   -   

 
y d d
d

 = - y
ρ

 

หรือ            1
ρ

 = - ε
y

 

ถาคานทําดวยวัสดุที่มีคุณสมบัติเหมือนกันทุกทิศทาง (isotropic) และเปนเนื้อเดียวกัน (homogenous) และมี
พฤติกรรมอยูในชวง linear elastic แลว จาก Hooke’s Law, σ ε= E  และจาก flexural formula, σ =  Mc I/  เรา
จะไดวา ความเครียดตั้งฉากที่ตําแหนง y  มีคาเทากับ ε =  My EI/ หรือ  

     1
ρ

 = M
EI

      (7-2) 

เมื่อ ρ   เปนรัศมีความโคง (radius of curvature) ของสวนของคาน  
 M   เปนโมเมนตดัดภายใน ที่กระทําอยูบนสวนของคาน 
 E  เปนโมดูลัสความยืดหยุน (modulus of elasticity) ของวัสดุที่ใชทําคาน 
 I  เปน moment of inertia ของพื้นที่หนาตัดของคานรอบแกนสะเทิน 
 EI มักจะถูกเรียกวา Flexural rigidity  ซึ่งจะมีคาเปนบวกเสมอ และรัศมีความโคง ρ  จะมีเครื่องหมายตาม
เครื่องหมายของโมเมนต M  เมื่อ M  มีคาเปนบวกแลว ρ  ก็จะมีคาเปนบวกดวย และเมื่อ M  มีคาเปนลบแลว ρ  ก็จะ
มีคาเปนลบดวย ดังที่แสดงตามรูปที่ 7-5 
  

 
รูปที่ 7-5 
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สมการอนุพันธของเสนโคงของการโกงตัว (Differential Equations of the Deflection Curve) 
 แทนคาสมการที่ 7-1 ลงในสมการที่ 7-2 เราจะได สมการอนุพันธของเสนโคงของการโกงตัวอยูในรูป 

     M
EI

 = 
d v
dx
dv
dx

2

2

2 3 21[ ( ) ] /+
     (7-3) 

ซึ่งเปนสมการอนุพันธไมเชิงเสนตรงอันดับสอง (nonlinear second order differential equation) และถูกเรียกวา Elastica 
คาการโกงตัว v  ที่หาไดจากสมการนี้จะเปนคาการโกงตัวที่แทจริงของเสนโคงอีลาสติก แตหามาไดยากมาก อยางไรก็ตาม 
คาของการโกงตัวของคานมักจะถูกกําหนดใหมีคานอยมาก เชน 360/L  เมื่อ L  เปนความยาวของ span ของคาน เปน

ตน ซึ่งจะทําใหคามุมลาดเอียง dv
dx

 มีคานอยกวา 1 มาก ดังนั้น เทอม ( )
dv
dx

2  ก็จะมีคาประมาณศูนยและจะไมนํามา
พิจารณาในการหาคาการโกงตัวของคาน ดังนั้น เราจะเขียนสมการที่ 7-3 ใหมไดเปน 

     M
EI

 = d v
dx

2

2       (7-4) 
และเราจะไดวา ความยาวของคานกอนถูกกระทําโดยแรงจะมีคาโดยประมาณเทากับความยาวของคานหลังถูกกระทําโดย
แรงหรือ 

   ds  = dx dv2 2 +   = ( 1 2+ ( )
dv
dx

)dx  ≈ dx  

7.3 The Double Integration Method 
หลังจากที่เราทําการวิเคราะหคานและไดสมการโมเมนตดัด M  ซึ่งเปนฟงกชันของระยะ x  บนคานแลว เราจะ

หาสมการมุมลาดเอียงและสมการการโกงตัวไดจากการทําการอินทิเกรตสมการที่ 7-4 อยางเปนลําดับ (successive 
integration) ซึ่งในการอินทิเกรตแตละครั้งเราจะไดคาคงที่ของการอินทิเกรต (constant of integration) หนึ่งคา และเราจะ
หาคาคงที่เหลานี้ไดจากการพิจารณาเงื่อนไขขอบเขต (boundary conditions) และเงื่อนไขความตอเนื่อง (continuity 
conditions) ของคาน  

เงื่อนไขขอบเขต (boundary conditions) เปนคาของมุมลาดเอียงและการโกงตัวที่เราทราบคาที่จุดตางๆ บนคาน 
ยกตัวอยางเชน ถาคานถูกรองรับโดยหมุด (pin) และ roller คาการโกงตัวของคานที่จุดรองรับดังกลาวจะมีคาเปนศูนย และ
ถาคานมีจุดรองรับยึดแนน (fixed support) แลว คามุมลาดเอียงและการโกงตัวที่จุดนั้นจะมีคาเปนศูนย เปนตน 

ถาคานถูกกระทําโดยแรงที่ไมมีความตอเนื่องเปนชวงๆ แลว เราจะหาสมการโมเมนต M  ไดหลายสมการ เชน 
คานตามรูปที่ 7-8 จะมีสมการโมเมนต 2 สมการคือ ในชวง AB  และในชวง BC  ดังที่แสดงโดยพิกัด x1  และ x2  
ตามลําดับ เปนตน ในกรณีเชนนี้ เราจะมีคาคงที่ของการอินทิเกรตสี่คา (2 คาตอ 1 ชวง) และเราจะมีเงื่อนไขขอบเขตอยู 2 
เงื่อนไขคือ ที่จุดรองรับ A  และที่จุดรองรับ C  สวนคาคงที่ของการอินทิเกรตอีก 2 คาที่เหลือนั้น เราจะหาไดโดยใชเงื่อนไข
ความตอเนื่อง (continuity condition) ซึ่งเปนเงื่อนไขที่แสดงวาเสนโคงอีลาสติกของคานที่จุดใดจุดหนึ่งบนคานมีความ
ตอเนื่อง ไมฉีกขาดออกจากกัน ในกรณีนี้ เราจะไดวา คาของมุมลาดเอียงและการโกงตัวในชวง AB  ที่จุด B  หรือ x1 = 
a  จะมีคาเทากับคาของมุมลาดเอียงและการโกงตัวในชวง BC  ที่จุด B  หรือ x2 = a  หรือถาเขียนเปนสมการเราจะได
วา  

θ1 ( )a  = θ2 ( )a  และ v a1 ( )  = v a2 ( )  
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รูปที่ 7-6 

Sign Convention 
 รูปที่ 7-7a แสดง sign convention ของแรงกระทําและแรงที่เกิดขึ้นภายในคานที่มีคาเปนบวก และรูปที่ 7-7b 
และ 7-7c แสดง sign convention ของมุมลาดเอียงและการโกงตัวของคานเนื่องจากแรงกระทําที่มีคาเปนบวก ซึ่งในที่นี้ 
เราจะใหการโกงตัวมีคาเปนบวก เมื่อมีทิศทางพุงขึ้น และมุมลาดเอียงมีคาเปนบวก เมื่อหมุนทวนเข็มนาฬิกาจากแกน x  
ซึ่งการที่ sign convention ของมุมลาดเอียงและการโกงตัวมีคาเปนบวกในทิศทางดังกลาวนั้น เกิดจากการที่เมื่อ dx  และ 
dv  มีคาเปนบวกในทิศทางของแกน x  และแกน v  ตามลําดับแลว คามุม dθ  จะมีทิศทางทวนเข็มนาฬิกาจากแกน x  
ดังที่แสดงในรูป 
 

 
รูปที่ 7-7 

ตัวอยางที่ 7-1 
จงหาคา slope ที่จุด B  และคาการโกงตัวที่จุด C  ของคานยื่น ซึ่งถูกกระทําโดยแรง P  และมีคา flexural 

rigidity EI  คงที่ตลอดความยาวของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 7-8a 
 

   
 

รูปที่ 7-8  
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 จากลักษณะของคานและการกระทําของแรง เราจะรางรูปรางการโกงตัวของคานได ดังที่แสดงในรูปที่ 7-8b และ
เราจะพิจารณาคานเพียงชวงคือ Lx ≤≤0  กําหนดใหจุดเริ่มตนของ coordinate x  อยูที่จุด A  ดังนั้น เราจะหาสมการ
ของโมเมนตดัดไดเปน 

)()( xLPPLPxxM −−=−=  
 จากสมการของ elastic beam เราจะไดวา  

PLPx
dx
vdEI −=2

2

 

1

2

2
CPLxxP

dx
dvEI +−=  

21

23

26
CxCxPLxPEIv ++−=  

ในการวิเคราะหหาคา slope และคาการโกงตัวของคานยื่นนี้ เราตองหาคาคงที่ของการ integration 2 คาโดยใช  

boundary condition สองเงื่อนไขคือ 0=v  และ 0=
dx
dv  ที่ 0=x  ซึ่งเราจะไดวา 

01 =C  
02 =C  

ดังนั้น สมการของ slope ของคานจะอยูในรูป 

)
2

(1 2

PLxxP
EIdx

dv
−==θ  

)
26

(1 23 xPLxP
EI

v −=  

ที่จุด B , ax 2= ,   )(2 aLPa −−=θ  

ที่จุด C , Lx = ,    
EI
PLvC 3

3

−=  

ขอใหเราสังเกตุดวยวา ถาเรากําหนดจุดเริ่มตนของ coordinate x  ใหอยูที่จุด C  เราก็จะสามารถหาคา slope 
ที่จุด B  และคาการโกงตัวที่จุด C  ไดเชนเดียวกับการกําหนด coordinate x  ในลักษณะขางตน 
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ตัวอยางที่ 7-2 
กําหนดใหคาน simply supported beam ซึ่งถูกกระทําโดยแรง P  ที่ระยะ a  จากจุดรองรับ A  และมีคา 

flexural rigidity EI  คงที่ตลอดความยาวของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 7-9a จงหา 
1. สมการของ slope  และสมการของการโกงตัวของคานเนื่องจากแรง P  
2. คา slope ที่จุดรองรับ A  และ B  
3. คาการโกงตัวสูงสุด พรอมตําแหนงที่เกิด เมื่อ ba 2=  

 

    
รูปที่ 7-9 

 

สมการของ slope  และสมการของการโกงตัวของคานเนื่องจากแรง P  
จากลักษณะของคานและการกระทําของแรง เราจะรางรูปการโกงตัวของคานไดดังที่แสดงในรูปที่ 7-9b และเรา

จะแบงการหาสมการของโมเมนตดัดออกเปนสองชวงโดยใช coordinate 1x  และ 2x  โดยที่ 

;0 1 ax ≤≤    11 x
L
PbM =  

;2 bxa ≤≤    )1()( 2
222 L

xPaaxPx
L
PbM −=−−=  

 จากสมการของ elastic beam เราจะไดวา เมื่อ ;0 1 ax ≤≤  

12
1

1
2

x
L
Pb

dx
vdEI =  

1
2
1

1

1

2
Cx

L
Pb

dx
dvEI +=  

211
3
11 6

 CxCx
L
PbvEI ++=  

จากสมการของ elastic beam เราจะไดวา  เมื่อ ;2 bxa ≤≤  

)1( 2
2

2
2

L
xPa

dx
dvEI −=  

3

2
2

2 )
2

( C
L
xxPa

dx
dvEI +−=  

423

3
2

2
2 )

62
( CxC

L
xxPavEI ++−=  
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 ในการวิเคราะหหาสมการของ slope และสมการของการโกงตัวของคานโดยวิธี double integration ของคานใน
ที่นี้ เราจะเห็นไดวา เรามีคาคงที่ของการ integration จากสมการของ elastic beam ทั้งส้ิน 4 คา ซึ่งสองคาของคาคงที่จะ
หาไดโดยใช  boundary condition สองเงื่อนไขคือ 

01 =v ที่ ;0=x   
02 =C  

02 =v ที่ ;Lx =      

43

2

3
0 CLCPaL

++=  

 และที่เหลืออีกสองคาจะหาไดโดยใช continuity condition สองเงื่อนไขคือ 
 1v (ที่ ax =1 ) 2v= (ที่ ax =2 ); 

43

32

1
3 )

62
(

6
CaC

L
aaPaaCa

L
Pb

++−=+  

 
1

1

dx
dv (ที่ ax =1 ) 

2

2

dx
dv

= (ที่ ax =2 ); 

3

2

1
2 )

2
(

2
C

L
aaPaCa

L
Pb

+−=+  

 เมื่อทําการแกสมการทั้งสาม เราจะได 

)(
6

22
1 bL

L
PbC −−=  

)2(
6

22
3 aL

L
PaC +−=  

6

3

4
PaC =  

เมื่อแทนคาคงที่ของการ integration ทั้งส่ีคากลับลงในสมการของ slope และสมการของการโกงตัว เราจะได 
เมื่อ ;0 1 ax ≤≤  

)3(
6

2
1

22

1

1
1 xbL

EIL
Pb

dx
dv

−−−==θ  

)(
6

2
1

221
1 xbL

EIL
Pbxv −−−=  

เมื่อ ;2 bxa ≤≤  

)623(
6 2

222
2

2

2
2 LxaLx

EIL
Pa

dx
dv

−++−==θ  

)3)2((
6

22
22

223
22 LaLxxaLx

EIL
Pav −−++−=  

คา slope ที่จุดรองรับ A  และ B  
 ที่จุดรองรับ A , 01 =x   

)(
6

))((
6

)(
6

22
1 bL

EIL
PabbLbL

EIL
PbbL

EIL
Pb

+−=−+−=−−=θ  

ที่จุดรองรับ B , Lx =2  

)
6

))((
6

)(
6

22
2 aL

EIL
PabaLaL

EIL
PaaL

EIL
Pa

+=−+=−=θ  
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คาการโกงตัวสูงสุด พรอมตําแหนงที่เกิด เมื่อ ba 2=  
จากรูปรางการโกงตัวของคาน เมื่อ ba 2=  แลว เราจะเห็นไดวา ตําแหนงที่เกิดคาการโกงตัวสูงสุดตองอยู

ระหวางจุดรองรับ A  และจุดที่แรงกระทํา สมมุติวาเปนจุด C  ดังที่แสดงในรูปที่ 7-9b โดยที่จุดนี้จะเปนจุดที่มีคา slope 
เทากับศูนย ดังนั้น เราจะหาตําแหนงของจุด C  ไดจากสมการของ slope 1θ  และ bL 3=   

03)3( 2
1

22 =−− xbb  
bx 633.11 =  

และคาการโกงตัวสูงสุดที่จุด C   จะหามาไดจากการแทนคา bx 633.11 =  ลงในสมการของการโกงตัว 1v  

EI
Pbv

3

max 48385.0−=  
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7.4 ทฤษฎี Moment-Area (Moment-Area Theorems) 
 ทฤษฎี moment-area เปนเทคนิคกึ่งกราฟฟค (semigraphic) ที่ใชในการหาคามุมลาดเอียง (slope) และระยะ
การโกงตัว (deflection) ของคานเนื่องจากโมเมนตดัด (bending moment) วิธีการนี้ไดถูกพัฒนาขึ้นมาโดย Otto Mohr 
และตอมาโดย Charles E. Greene ในป ค.ศ. 1872 ทฤษฎี moment-area มีอยู 2 ทฤษฎีบท โดยที่ทฤษฎีบทที่ 1 จะใชใน
การหาคาการเปลี่ยนแปลงของมุมลาดเอียงระหวางจุดสองจุดบนเสนโคงอีลาสติก และทฤษฎีบทที่ 2 จะใชในการหาระยะ
เคลื่อนที่หรือการเบี่ยงเบนของเสนสัมผัสที่จุดๆ หนึ่งกับจุดอางอิงจุดหนึ่งบนเสนโคงอีลาสติก วิธี moment-area นี้เหมาะใน
การหาคามุมลาดเอียงและระยะโกงตัวของคานที่ถูกกระทําโดยแรงเปนจุด และในคานที่มีหนาตัดที่เปล่ียนแปลงเปนชวงๆ 

                       
รูปที่ 7-10 

 

 พิจารณาคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 7-10a ซึ่งเราจะเขียน moment diagram ของคานนี้ไดโดยการใชสมการความ
สมดุล เมื่อเราหารคาของ moment diagram ดวยคาความแข็งเชิงดัด (flexural rigidity) EI  ของคานแลว เราจะได
แผนภาพ M EI/  หรือ M EI/  diagram ดังที่แสดงในรูปที่ 8-10b ในการที่จะพิสูจนทฤษฎีบทที่ 1 ของวิธี moment-

area เราจะเขียนสมการที่ 7-4 หรือ d v
dx

2

2 = M
EI

 ใหมในรูป  
d
dx
θ = M

EI
   

โดยที่  d v
dx

2

2 = d
dx

dv
dx

( ) = d
dx
θ   และเมื่อเราจัดรูปสมการดังกลาวอีกครั้ง เราจะได 

     dθ  = M
EI
dx  

ซึ่งจากสมการ เราจะไดวา การเปลี่ยนแปลง dθ  ของคามุมลาดเอียงของเสนสัมผัสที่ปลายทั้งสองของสวนของคาน dx  มี
คาเทากับพื้นที่ที่มีสีทึบใตแผนภาพ M EI/  ถาเราทําการอินทิเกรตสมการนี้จากจุด A  ถึงจุด B  ดังที่แสดงตามรูปที่ 7-
10b แลว เราจะไดวา 

     θB A/  = 
A

B

∫
M
EI
dx      (7-5) 

สมการนี้เปนทฤษฎีบทที่ 1 ของทฤษฎี moment-area ซึ่งกลาวไดวา  
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คาการเปล่ียนแปลงมุมลาดเอียงระหวางจุด A  และจุด B  บนเสนโคงอีลาสติก มีคาเทากับพ้ืนที่ใต
แผนภาพ EIM /  ระหวางจุด A  และจุด B  
โดยที่ θB A/  เปนมุมลาดเอียงสัมพัทธระหวางเสนสัมผัสที่จุด B  เทียบกับเสนสัมผัสที่จุด A  โดยจะมีหนวยเปนเรเดียน 
(radian) และคามุมลาดเอียงที่เปล่ียนแปลงจากจุด A  ถึงจุด B  นี้จะมีคาเพิ่มขึ้นเมื่อพื้นที่ใตแผนภาพ M EI/  มีคา
เปนบวก และในทางกลับกัน จะมีคาเปนลบเมื่อพื้นที่ใตแผนภาพ M EI/  มีคาเปนลบ 
 ทฤษฎีบทที่ 2 ของทฤษฎี moment-area จะพิสูจนไดจากการพิจารณาระยะการเบี่ยงเบนในแนวดิ่งของจุดใดจุด
หนึ่ง (จุด A ) กับเสนสัมผัสที่ลากมาจากจุดอีกจุดหนึ่ง (จุด B ) บนเสนโคงอีลาสติก ดังที่แสดงในรูปที่ 7-10a โดยที่คาของ
ระยะเคลื่อนที่ dt  จะหามาไดจากสมการเสนโคงวงกลม dt  = x dθ  จากนั้น เมื่อแทนคา dθ  = M EI/ dx  ลงใน
สมการ dt  แลว คาระยะเคลื่อนที่ของจุด A  เทียบกับเสนสัมผัสที่จุด B  จะมีคาเทากับ 

     t A B/ = 
A

B

∫ x
M
EI
dx      (7-6) 

จากวิชากลศาสตรวิศวกรรม เราทราบมาแลววา จุดศูนยกลางของพื้นที่จะหาไดจากสมการ x ∫dA  = ∫ x dA  
และเนื่องจาก ∫ M EI/ dx  เปนพื้นที่ใตแผนภาพ M EI/  เราจะไดวา 

     t A B/ = x
A

B

∫
M
EI
dx      (8-7) 

เมื่อ x  เปนระยะจากจุด A  ถึงจุดศูนยกลางของพื้นที่ใตแผนภาพ M EI/  ระหวางจุด A  และจุด B  ดังที่แสดงในรูป
ที่ 7-10b ดังนั้น เราจะกลาวทฤษฎีที่ 2 ของทฤษฎี moment-area ไดวา  

ระยะเคลื่อนที่ในแนวดิ่งบนเสนโคงอีลาสติก เมื่อวัดจากเสนสัมผัสที่จุด B  ถึงจุด A  มีคาเทากับ
โมเมนตของพ้ืนที่ใตแผนภาพ EIM /  ระหวางจุด A  และจุด B  รอบจุด A  
ซึ่งระยะเคลื่อนที่ในแนวดิ่งดังกลาวจะแทนไดดวย t A B/  ถาคาโมเมนตของพื้นที่รอบจุด A  ในรูปที่ 7-8b มีคาเปนบวกแลว 
เสนสัมผัสที่จุด A  จะอยูเหนือเสนสัมผัสที่จุด B  และเมื่อคาโมเมนตของพื้นที่รอบจุด A  มีคาเปนลบแลว เสนสัมผัสที่จุด 
A  จะอยูใตเสนสัมผัสที่จุด B  

 รูปที่ 7-11 แสดงคุณสมบัติของรูปทรงเรขาคณิตที่จะชวยใหการวิเคราะหคานโดยวิธี moment-area งายขึ้น 
 

 
รูปที่ 7-11 
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ตัวอยางที่ 7-3 
กํ า ห น ด ใ ห ค า น ยื่ น มี ลั ก ษ ณ ะ  ดั ง ที่ แ ส ด ง ใ น รู ป ที่  7-12a ใ ห  GPa 200=E  แ ล ะ 

46 mm )34.4(10 =I ( W200x36 ) จงหา 
1. คา slope ที่จุด B   
2. คาการโกงตัวที่จุด C   

 

     
รูปที่ 7-12 

 

1. ทําการเขียน moment diagram ของคาน 
2. เนื่องจากสวนของคานในชวง AB  มีคา moment of inertia เปน 1.5 เทาของ moment of inertia  ของสวน

ของคานในชวง BC  ดังนั้น เราจะเขียนแผนภาพ EIM /  diagram ของคานได ดังที่แสดงในรูปที่ 7-12b 
3. จากแผนภาพ moment diagram เราจะเขียนรูปรางการโกงตัวของคาน (elastic curve) เนื่องจากแรงกระทํา

ได ตามที่แสดงในรูปที่ 7-12c เนื่องจากจุดรองรับที่จุด A  เปนจุดรองรับแบบยึดแนน ดังนั้น เสนสัมผัสของ 
elastic curve ที่จุด A  จึงอยูในแนวนอน ซึ่งเราจะใชเสนสัมผัสนี้เปนเสนอางอิงในการหาคา slope และคา
การโกงตัวของคาน 

4. คา slope ของ elastic curve ที่จุด B  จะหาไดจากการหามุมสัมพัทธของเสนสัมผัสที่จุด B  เทียบกับเสน
สัมผัสที่จุด A  หรือ AB /θ  ดังนั้น จากทฤษฎีบทที่ 1 ของทฤษฎี moment-area มุมสัมพัทธดังกลาวจะมีคา
เทากับพื้นที่ของ EIM /  diagram ระหวางจุด A  และจุด B  ดังนั้น 

)2](333.13[
2
1)2(667.6

/ EIEIBAB −+−==θθ  

EIB

2kN.m 667.26
−=θ  

แทนคา GPa 200=E  และ 46 mm )6.84(10 =I  ลงใน Bθ  เราจะไดวา 
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rad  )10(88.3
]m)10(4.34][kN/m )[200(10

kN.m667.26 3
4626

2
−

− −=−=Bθ  

5. คาการโกงตัวของ elastic curve ที่จุด C  จะหาไดจากการหาระยะการเคลื่อนที่ในแนวดิ่งของจุด C  เทียบ
กับเสนสัมผัสที่ลากจากจุด A  มาอยูในแนวเดียวกันกับจุด C  หรือ ACt /  จากทฤษฎีบทที่ 2 ของทฤษฎี 
Moment-Area ระยะการเคลื่อนที่ดังกลาวจะมีคาเทากับโมเมนตของพื้นที่ของ EIM /  diagram ระหวาง
จุด A  และจุด C  รอบจุด C ดังนั้น เราจะไดวา 

)
3
2)(1](10[

2
1)

3
41)(2](333.13[

2
1)2)](2(667.6[/ EIEIEI

t CAC −++−+−=∆=  

EIC

3kN.m 944.60
−=∆  

แทนคา GPa 200=E  และ 46 mm )6.84(10 =I  ลงใน C∆  เราจะไดวา 

mm 8.9m  0089.0
]m)10(4.34][kN/m )[200(10

kN.m 944.60
4626

2

−=−=−=∆ −C  

 เราควรสังเกตุดวยวา คาการโกงตัวของคานมีคานอยมาก โดยมีอัตราสวนของความยาวคานตอ C∆  มีคาเปน 
337 ซึ่งแสดงวาคานจะมีพฤติกรรมอยูในชวง linear elastic 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



เอกสารประกอบการสอนวิชาทฤษฎีโครงสราง Theory of Structures เรียบเรียงโดย ผศ.ดร. สิทธิชัย แสงอาทิตย SUT 7-16

ตัวอยางที่ 7-4 
กําหนดใหคานเหล็ก W360x64  ( GPa 200=E  และ 46 mm )179(10 =I ) ถูกเสริมความแกรงโดย

แผนเหล็กที่ชวงกลางคานและถูกกระทําโดยน้ําหนักบรรทุกคงที่เปนจุดขนาด kN 40  ดังที่แสดงในรูปที่ 7-13a จงหาคา
การโกงตัวสูงสุดที่เกิดขึ้นที่จุด C  ในคาน 
 

 
รูปที่ 7-13 

 

จากรูป เราจะหาแรงปฏิกิริยาที่จุด A  และ B  ของคานไดโดยใชสมการความสมดุลบน free body diagram 
ของคาน เนื่องจากคานและแรงกระทํามีความสมมาตรรอบจุด C  ที่กึ่งกลางของคาน ดังนั้น 

kN 20== BA RR  
จากนั้น เราจะเขียนแผนภาพ moment diagram ของคานดังกลาวไดดังแสดงในรูปที่ 7-13b  
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ในกรณีนี้ คา moment of inertia ของชวงที่มีการเสริมแผนเหล็ก III 5.15.1 12 ==  ดังนั้น คา EIM /  
ในชวงกลางคานจึงมีคาลดลง 50% และ EIM /  diagram ของคานจึงมีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ 7-13c นอกจากนั้น
แลว เราควรสังเกตุดวยวา คานนี้มีความสมมาตรทั้งในแงของรูปรางและแรงกระทํา ซึ่งจะทําใหรูปรางการโกงตัวของคานมี
ความสมมาตรที่จุดกึ่งกลางคาน คาการโกงตัวสูงสุดของคานจะอยูที่จุด C  และ slope ที่จุดนี้จะมีคาเปนศูนย ซึ่งทําใหเรา
ทราบวา เสนสัมผัสที่จุดนี้ C tan  จะอยูในแนวนอน โดยใชสามเหลี่ยมคลายในรูปที่ 7-13e เราจะไดวา 

2
/ BAt=∆′  

ดังนั้น        BC
BA

C t
t

/
/

2
−=∆  

 จากทฤษฎีบทที่ 2 ของทฤษฎี moment-area เราจะหาคาระยะการเคลื่อนที่ BAt /  และ BCt /  ไดดังนี้ 

EIEIEIEI
t BA

3520)6(33.21333.53)
3
28

3
8(160

/ =



 +++=  

EIEIEIEI
t BC

78.657)
3

10(160)1(
2

33.213)
3
2(

2
33.53

/ =++=  

ดังนั้น    
EIEIEIC

22.110278.657
2
3520

=−=∆  

แทนคาตางๆ ลงในสมการ พรอมทําการแปลงหนวยใหสอดคลองกัน เราจะได 

mm 8.30m 0308.0
]m)10)(10(179][kN/m)10(200[

kN.m 2.1102
412626

3

max −=−=−=∆ −  

 คาการโกงตัวสูงสุดเมื่อเทียบกับ span ของคาน 3606.389
8.30

12000
>==

∆
L  ซึ่งมีคานอยมาก ดังนั้น คาน

ดังกลาวยังคงมีพฤติกรรมอยูในชวง linear elastic 
 ในกรณีที่ไมมีการเสริมเหล็กใหกับคาน เราจะพบวาคาการโกงตัวสูงสุดของคานจะมีคาเทากับ mm 2.40 และ

3605.298
2.40

12000
<==

∆
L  ซึ่งในกรณีที่คานรับน้ําหนักบรรทุกคงที่ เราจะตองเพิ่มขนาดของคานใหเหมาะสม ทาง

หนึ่งที่เราทําไดก็คือ การเพิ่มแผนเหล็กในชวงกลางคานดังที่เราพิจารณาไปแลว 
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7.5 วิธี Conjugate-Beam
วิธี conjugate-beam เปนอีกวิธีหนึ่งที่ใชในการหาคามุมลาดเอียง (slope) และระยะโกงตัว (deflection) ของ

คาน ซึ่งถูกเสนอโดย Otto Mohr ในป ค.ศ. 1860 และมีลักษณะที่คลายคลึงกับวิธี moment-area แตเนื่องจากวิธีนี้ขึ้นอยู
กับหลักการสถิตยศาสตร (static) เพียงอยางเดียว โดยไมเกี่ยวของกับการเขียนเสนโคงอีลาสติก ดังนั้น วิธีการนี้จึงงายกวา
และไดรับความนิยมมากกวาวิธี double integration และวิธี moment-area

วิธี conjugate-beam มีพื้นฐานมาจากความคลายคลึงกันของสมการแสดงความสัมพันธระหวางแรงเฉือน 
โมเมนตดัด และแรงกระทํ า w  ในรูป

dx
dV =− w  และ 2

2

dx
Md

dx
dM

dx
d

=



 =− w

กับสมการแสดงความสัมพันธระหวางมุมลาดเอียง ระยะโกงตัว และเทอม Elastic weight M EI/  ในรูป

dx
dθ =

EI
M  และ 2

2

dx
vd

dx
dv

dx
d

=



 =

EI
M

เมื่อเราทํ าการ integration สมการดังกลาว เราจะไดวา

∫ −= dxwV  )(

∫= dx
EI
M  θ

และ
[ ]dxdxwM   )(∫ ∫ −=

dxdx
EI
Mv   ∫ ∫ 



=

รูปที่ 7-14

จากการพิจารณารูปที่ 7-14a เทียบกับรูปที่ 7-14d เราจะเห็นวา
แรงภายนอก (w ) เทียบไดกับ EIM /−

จากการพิจารณารูปที่ 7-14b เทียบกับรูปที่ 7-14e เราจะเห็นวา
แรงเฉือน (V ) เทียบไดกับ มุมลาดเอียง (θ )

จากการพิจารณารูปที่ 7-14c เทียบกับรูปที่ 7-14f เราจะเห็นวา
โมเมนตดัด ( M ) เทียบไดกับ ระยะโกงตัว ( v )

ดังนั้น เมื่อเรากํ าหนดใหคานๆ หนึ่งมีคานเสมือน (conjugate beam) ซึ่งถูกกระทํ าโดย elastic weight M EI/  แลว เรา
จะกลาวทฤษฎีของวิธี conjugate-beam ไดวา



เอกสารประกอบการสอนวิชาทฤษฎีโครงสราง Theory of Structures เรียบเรียงโดย ผศ.ดร. สิทธิชัย แสงอาทิตย SUT 7-19

ทฤษฎีบทที่ 1: คาของมุมลาดเอียงที่จุดใดจุดหนึ่งบนคานจริง (Real beam) จะมีคาเทากับคาของแรง
เฉือนที่จุดนั้นบนคานเสมือน

ทฤษฎีบทที่ 2: คาการโกงตัวที่จุดใดจุดหนึ่งบนคานจริงจะมีคาเทากับคาของโมเมนตที่จุดนั้นบนคาน
เสมือน

เพื่อใหเห็นภาพไดชัดเจนขึ้น ใหเราพิจารณาคาน simply supported beam ซึ่งถูกกระทํ าโดยแรงกระจาย
สม่ํ าเสมอ w  และมีความยาว L  ดังที่แสดงในรูปที่ 7-15a โดยใชสมการความสมดุล เราจะหาแรงปฏิกริยาที่เกิดขึ้นที่จุด

รองรับ A  และ B  ของคานไดเทากับ 
2
wL

รูปที่ 7-15

เมื่อเราใชสมการแสดงความสัมพันธระหวางแรงเฉือน โมเมนตดัด และแรงกระทํ า w  เราจะหาสมการของแรง
เฉือนที่ระยะ x  จากจุดรองรับได โดยที่คาการเปลี่ยนแปลงของแรงเฉือน V∆  ระหวางจุดรองรับ A  กับจุดใดๆ ที่มีระยะ 
x  จากจุด A  จะหาไดจาก

∫−==−=∆
x

dxwxVxVV
0

 )0()(

จาก sign convention ของแรงเฉือน เราจะไดวา ที่ 0=x  แรงเฉือนมีคาเทากับแรงปฏิกริยาที่จุดรองรับ ซึ่งเปน boundary 
condition ของการ integration ดังกลาว ดังนั้น

wxwLxV −=
2

)(

คาการเปลี่ยนแปลงของโมเมนต M∆  ระหวางจุดรองรับ A  กับจุดใดๆ ที่มีระยะ x  จากจุด A  จะหาไดจาก

∫==−=∆
x

0

 )0()( dxVxMxMM

เนื่องจากจุดรองรับ A  เปนหมุด (pin) ดังนั้น 0)0( ==xM  ซึ่งเปน boundary condition ของการ integration ดัง
กลาว ดังนั้น

∫ −=−=
x

xLxwdxwxwLxM
0

2 )(
2

)
2

()(

ซึ่งเราจะเขียนแผนภาพของแรงเฉือนและโมเมนตดัดของคานไดดังแสดงในรูปที่ 7-11b และ 7-11c
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จากวิธีการ double integration เราจะหาสมการและแผนภาพของ slope และ deflection ของคานไดดังที่แสดง
ในรูปที่ 7-11e และ 7-11f ซึ่งเราจะใชผลลัพธที่ไดนี้ ทํ าการเปรียบเทียบกับวิธี conjugate-beam ไดดังนี้

โดยวิธี conjugate-beam เราทราบมาแลววา แรง w  ที่กระทํ าตอคานจริงเทียบไดกับ elastic weight
EIM /−  ที่กระทํ าตอ conjugate beam ดังนั้น เมื่อเราหารคาโมเมนต M  ของ moment diagram ดังที่แสดงในรูปที่ 

7-11c ดวยคา flexural rigidity EI  ของคาน แลวทํ าการกลับเครื่องหมายของคาดังกลาวใหตรงกันขามกับแรง w  เราจะ
ได elastic weight ที่กระทํ าตอ conjugate beam ดังที่แสดงในรูปที่ 7-11d

จากนั้น เมื่อเราใชความสัมพันธระหวางมุมลาดเอียงและเทอม elastic weight M EI/  เราจะไดวา คาการ
เปล่ียนแปลงของมุม θ∆  ระหวางจุดรองรับ A′  กับจุดใดๆ ที่มีระยะ x  จากจุด A′  จะหาไดจาก

∫ −==−=∆
x

dxxLx
EI
wxx

0

2  )(
2

)0()( θθθ

)0()46(
24

)( 32 =+−= xxLx
EI
wx θθ

เมื่อทํ าการเปรียบเทียบสมการของ )(xθ  ที่ไดนี้กับสมการของ )(xθ  จากวิธีการ double integration เราจะเห็นไดวา

EI
wLx

24
)0(

3

−==θ

ซึ่งเปน boundary condition ของการ integration ดังกลาว และมีคาเทากับคาของแรงเฉือนที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับ A′  ของ 
conjugate beam

เมื่อเราใชความสัมพันธระหวางการโกงตัวและเทอม elastic weight M EI/  เราจะไดวา คาการเปลี่ยนแปลง
ของการโกงตัว v∆  ระหวางจุดรองรับ A′  กับจุดใดๆ ที่มีระยะ x  จากจุด A′  จะหาไดจาก

dxLxLx
EI
wxvxvv

x

 )46(
24

)0()(
0

332∫ −−==−=∆

)0()2(
24

)( 343 =+−−= xvxLxLx
EI
wxv

เมื่อทํ าการเปรียบเทียบสมการของ )(xv  ที่ไดนี้กับสมการของ )(xv  จากวิธีการ double integration เราจะเห็นไดวา
0)0( ==xv

ซึ่งเปน boundary condition ของการ integration ดังกลาว และมีคาเทากับคาโมเมนตที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับ A′  ของ 
conjugate beam เนื่องจากจุดรองรับ A′  เปนจุดรองรับแบบหมุด
จุดรองรับของคานเสมือน (Conjugate-Beam Supports)

จากตัวอยางดังกลาว เราจะเห็นไดวา คา slope และคาการโกงตัวของคานที่ไดมาจากทฤษฎี conjugate-beam
นั้นเปนผลลัพธที่ไดมาจากการ integration สมการแสดงความสัมพันธระหวางแรงเฉือน V  โมเมนตดัด M  และแรง
กระทํ า w  และสมการแสดงความสัมพันธระหวางมุมลาดเอียง θ  ระยะโกงตัว  v  และเทอม elastic weight M EI/

จากวิธี double integration เมื่อเราทํ าการอินทิเกรตสมการดังกลาว เราจะไดคาคงที่ของการอินทิเกรต และเรา
จะหาคาคงที่ไดโดยใชเงื่อนไขขอบเขต (boundary conditions) ดังที่แสดงในตัวอยางที่ผานมา ดังนั้น เราตองกํ าหนดเงื่อน
ไขขอบเขตของคานเสมือน โดยใหแรงเฉือนเสมือนและโมเมนตเสมือนที่เกิดขึ้นบนคานเสมือนมีคาสอดคลองกับคามุมลาด
เอียงและระยะโกงตัวที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับของคานจริง ยกตัวอยางเชน จากตัวอยางที่ผานมานั้น เงื่อนไขขอบเขตที่เราใช
ประกอบดวย

1. คามุม 
EI

wLx
24

)0(
3

−==θ  ที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับ A  ของคานจริงมีคาเทากับคาแรงเฉือนที่เกิดขึ้นที่จุด

รองรับ A′  ของ conjugate beam
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2. คาการโกงตัว 0)0( ==xv  ที่เกิดขึ้นที่จุดรองรับ A  ของคานจริงมีคาเทากับคาโมเมนตที่เกิดขึ้นที่จุดรอง
รับ A′  ของ conjugate beam

ซึ่งเราจะเห็นไดวา จุดรองรับแบบหมุดบนคานจริงสอดคลองกับจุดรองรับแบบหมุดบนคานเสมือน
ตารางที่ 7-2 แสดงถึงเงื่อนไขขอบเขตของคานเสมือนที่มีคาสอดคลองกับที่รองรับของคานจริง ยกตัวอยางเชน 

เมื่อคานจริงมีจุดรองรับแบบยึดแนนแลว คามุมลาดเอียงและระยะโกงตัวที่จุดรองรับนี้จะมีคาเทากับศูนย ดังนั้น คาน
เสมือนจึงตองมีเงื่อนไขขอบเขตแบบปลายอิสระ เนื่องจากที่ปลายนี้จะไมมีแรงเฉือนและโมเมนตเกิดขึ้น เปนตน

ตารางที่ 7-2 เงื่อนไขขอบเขตของคานเสมือนที่มีคาสอดคลองกับที่รองรับของคานจริง
คานจริง (real beam) คานเสมือน (conjugate beam)

Simple support: มุม ≠ 0, การโกงตัว = 0

และ 

Simple support: แรงเฉือน ≠ 0, โมเมนต = 0

และ 
Fixed end: มุม = 0, การโกงตัว = 0 Free end: แรงเฉือน = 0, โมเมนต = 0

Free end: มุม ≠ 0, การโกงตัว ≠ 0 Fixed end: แรงเฉือน ≠ 0, โมเมนต ≠ 0

Internal hinge: มุม ≠ 0, การโกงตัว ≠ 0 Internal support: แรงเฉือน ≠ 0, โมเมนต ≠ 0

Internal support: มุม ≠ 0, การโกงตัว = 0

และ 

Internal hinge: แรงเฉือน ≠ 0, โมเมนต = 0

รูปที่ 7-16 แสดงตัวอยางของคานเสมือนที่สอดคลองกับคานจริงในรูปแบบตางๆ เราควรที่จะทราบดวยวา ถา
คานจริงแบบ statically indeterminate สอดคลองกับคานเสมือนที่มีลักษณะขาดเสถียรภาพแลว คาของ M EI/  จะกอ
ทํ าใหเกิดความสมดุลและเสถียรภาพในคานเสมือนนั้น ดังตัวอยางของคานที่มีปลายยึดแนนทั้งสองขางในรูป ซึ่งคาน
เสมือนของคานนี้จะไมมีการรองรับที่ปลายของคานดังที่แสดง
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รูปที่ 7-16
ตัวอยางที่ 7-5

พิจารณาคานเหล็ก W150x14 ซึ่งถูกกระทํ าโดยแรง 10 kN  ดังที่แสดงในรูปที่ 7-17a จงหาคาการโกงตัวสูง
สุดที่เกิดขึ้นในคาน กํ าหนดให GPa 200=E  และ 46 mm )6.84(10 =I

(a)
รูปที่ 7-17

แรงปฏิกริยาที่จุด A  และ B  ของคานเหล็กเนื่องจากแรง 10 kN  จะหาไดโดยใชสมการความสมดุลของ free 
body diagram ของคาน โดยที่

kN 5.7=AR และ kN 5.2=BR
จากนั้น เราจะเขียนแผนภาพ moment diagram ของคานดังกลาวไดดังแสดงในรูปที่ 7-17b



เอกสารประกอบการสอนวิชาทฤษฎีโครงสราง Theory of Structures เรียบเรียงโดย ผศ.ดร. สิทธิชัย แสงอาทิตย SUT 7-23

(b)

จากการพิจารณาเปลี่ยนจุดรองรับของคานเหล็กใหเปนจุดรองรับของ conjugate beam และแปลงแผนภาพ 
moment diagram ใหเปน elastic weight  โดยการหารแผนภาพ moment diagram ดวยคา flexural rigidity EI  ของ
คาน เราจะได conjugate beam มีลักษณะดังแสดงที่แสดงในรูปที่ 7-17c  คาของ elastic weight EIM /  มีทิศทางพุง
ขึ้นเพราะ moment diagram มีคาเปนบวก

(c)

จากนั้น เราจะสามารถหาแรงปฏิกริยาที่จุด A′  และ B′  ของ conjugate beam ไดโดยใชสมการความสมดุล โดยที่

EI
RA

8.75
=′ และ

EI
RB

6.25
=′

คาการโกงตัวสูงสุดของคานเหล็กจะเกิดขึ้นที่จุดซึ่งคา slope ของรูปรางการโกงตัวของคานมีคาเทากับศูนย ซึ่ง
จากหลักการของวิธี conjugate beam จุดดังกลาวจะเปนจุดเดียวกันที่คาแรงเฉือน (shear) ของ conjugate beam มีคา
เทากับศูนยดวย

(e)
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สมมุติใหจุดที่มีคาการโกงตัวสูงสุดอยูในชวง CB  ของคาน ดังนั้น ใหเราพิจารณา free body diagram ของ 
conjugate beam ดังที่แสดงในรูปที่ 7-17e จากสามเหลี่ยมคลาย เราจะหาคาของ )(xw ไดในรูป

)
3
1(5.7)(

EIx
xw

=

x
EI

xw 5.2)( =

↑+∑ = ;0yF 025.6)5.2(
2
1

=−
EI

x
EI
x

m 236.2=x
จากคาของ x  เราจะหาคาของโมเมนตภายใน M ′  ของ conjugate beam ซึ่งสอดคลองกับคาการโกงตัวสูงสุด

ของคาน ไดดังนี้

+∑ = ;0M M ′ + )236.2(25.6
EI

- 0))236.2(
3
1(236.2))236.2(5.2(

2
1

=
EI

EI
M

3

max
kN.m 317.9

−=′=∆

เครื่องหมายลบแสดงวา การโกงตัวมีทิศพุงลงจากตํ าแหนงกอนที่คานจะถูกกระทํ าโดยแรง10 kN  แทนคาตางๆ ลงในสม
การโกงตัวของคาน พรอมทํ าการแปลงหนวยใหสอดคลองกัน เราจะได

mm 8.6m 0068.0
]m)10)(10(84.6][kN/m)10(200[

kN.m 317.9
412626

3

max −=−=−=∆ −

ขอใหสังเกตุดวยวา คาการโกงตัวสูงสุดมีคานอยมากเมื่อเทียบกับ span ของคาน ( 2.588
8.6

4000
==

∆
L ) ดัง

นั้น คานดังกลาวยังคงมีพฤติกรรมอยูในชวง linear elastic
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ตัวอยางที่ 7-6
พิจารณาคานเหล็ก W360x64  ซึ่งถูกเสริมความแกรงโดยแผนเหล็กที่ชวงกลางคานและถูกกระทํ าโดยนํ้ าหนัก

บรรทุกคงที่เปนจุด 40 kN  ดังที่แสดงในรูปที่ 7-18a กํ าหนดให GPa 200=E  และ 46 mm )179(10 =I
จงหาคาการโกงตัวสูงสุดที่เกิดขึ้นในคาน
จากรูปที่ 7-18b เราจะหาแรงปฏิกริยาที่จุด A  และ B  ของคานเหล็กเนื่องจากแรง 40 kN  ไดโดยใชสมการ

ความสมดุลบน free body diagram ของคาน เนื่องจากคานและแรงกระทํ ามีความสมมาตรรอบจุด C  ที่กึ่งกลางของคาน 
ดังนั้น

kN 20== BA RR
จากนั้น เราจะเขียนแผนภาพ moment diagram ของคานดังกลาวไดดังที่แสดงในรูปที่ 7-18b

(a)
รูปที่ 7-18

จากการพิจารณาเปลี่ยนจุดรองรับของคานใหเปนจุดรองรับของ conjugate beam และแปลงแผนภาพ moment 
diagram ใหเปน elastic weight เราจะได conjugate beam มีลักษณะดังที่แสดงในรูปที่ 7-18c เราควรสังเกตวา ในกรณีนี้ 
คา moment of inertia ของชวงที่มีการเสริมแผนเหล็ก III 5.15.1 12 ==  ดังนั้น คา elastic weight ในชวงกลางคาน
จึงมีคาลดลง 50% นอกจากนั้นแลว จาก sign convention คาของ elastic weight EIM /  มีทิศทางพุงขึ้นเพราะ 
moment diagram มีคาเปนบวก

(c)
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(d)

จากนั้น เราจะหาแรงปฏิกริยาที่จุด A′  และ B′  ของ conjugate beam ไดโดยใชสมการความสมดุลบน free 
body diagram ของ conjugate beam ในรูปที่ 7-18d เนื่องจาก conjugate beam และ elastic weight มีความสมมาตรที่
กึ่งกลางของคานที่จุด C ′  ดังนั้น

EIEIEIEI
RR BA

33.299
2

33.213
2

33.53160
=++=′=′

โมเมนตภายใน M ′  ที่จุดกึ่งกลางของ conjugate beam ซึ่งสอดคลองกับจุดที่คาการโกงตัวของคานเหล็กมีคา
สูงสุดจะหาไดจาก free body diagram ของชวง CA ′′  ของ conjugate beam ดังที่แสดงในรูปที่ 7-18e

+∑ =′ ;0AM 0)
3
2(67.26)1(67.106)

3
10(160)6(33.293

=−−−+′ EIEIEIEI
MC

EI
MC

3

max
kN.m 2.1102

−==∆ ′

จาก sign convention เครื่องหมายลบแสดงวา การโกงตัวที่จุด C  มีทิศพุงลง

       
(e)

แทนคาตางๆ ลงในสมการ พรอมทํ าการแปลงหนวยใหสอดคลองกัน เราจะได

mm 8.30m 0308.0
]m)10)(10(179][kN/m)10(200[

kN.m 2.1102
412626

3

max −=−=−=∆ −

ซึ่งมีคาเทากับที่เราหาไดในตัวอยางที่ 7-4 โดยวิธี moment-area
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7.6 งานภายนอกและพลังงานความเครียด (External Work and Strain Energy)
วิธี moment-area และวิธี conjugate-beam มีความเหมาะสมในการวิเคราะหหาคามุมลาดเอียง (slope) และ

ระยะโกงตัว (deflection) ของคานที่ถูกกระทํ าโดยแรงที่ไมมีความซับซอน แตวิธีพลังงาน (energy method) ที่จะกลาวถึง
ตอไปนี้ มีความเหมาะสมในกรณีที่แรงหรือนํ้ าหนักบรรทุกมีความซับซอนหรือโครงสรางเปนโครงขอหมุน (truss) และโครง
ขอแข็ง (frame) วิธีพลังงานนี้เปนวิธีวิเคราะหการโกงตัวที่มีพื้นฐานมาจากหลักการอนุรักษพลังงาน (principle of 
conservation of energy) ซึ่งกลาววา

งานภายนอก (external work) เนื่องจากแรงหรือนํ้ าหนักบรรทุก ซึ่งทํ าใหโครงสรางมีการเปลี่ยนรูปราง, 
eU , จะถูกเปลี่ยนเปนงานภายในหรือพลังงานความเครียด (strain energy), iU , สะสมอยูในโครงสรางนั้น

ถาโครงสรางมีพฤติกรรมอยูในชวงยืดหยุน (elastic limit) แลว เมื่อเอาแรงกระทํ าออก พลังงานความเครียดจะทํ า
ใหโครงสรางคืนรูปกลับที่เดิม ดังนั้น เราจะเขียนสมการของกฎอนุรักษพลังงานไดในรูป

eU  = iU (7-8)
งานภายนอกเนื่องจากแรงกระทํ า (External Work – Force)

เมื่อแรงภายนอก F  ทํ าใหเกิดการเคลื่อนที่ไปเปนระยะ dx  ในทิศทางของแรงแลว งานภายนอก (external 
work) ที่เกิดจากแรงจะมีคาเทากับ dUe = F dx  และถาใหระยะเคลื่อนที่ทั้งหมดมีคาเปน x  แลว

Ue  = F dx
x

 
0
∫ (7-9)

รูปที่ 7-19

พิจารณาแทงวัตถุซึ่งถูกกระทํ าโดยแรงในแนวแกน ตามรูปที่ 7-19a เมื่อแรงดังกลาวมีคาเพิ่มมากขึ้นเรื่อยๆ จาก
ศูนยจนถึง P  แลว การยืดตัวที่ปลายของแทงวัตถุก็จะมีคาเพิ่มมากขึ้นเรื่อยๆ จากศูนยถึง ∆  ดวย ยกตัวอยางเชน ในการ
ทดสอบแรงดึงของแทงเหล็กที่มีลักษณะตามที่แสดงในรูปที่ 7-19a โดยใหแทงเหล็กมีพื้นที่หนาตัด mm 5.13 และมีความ
ยาว m 5.0 เราจะไดขอมูลในชวงที่เหล็กมีพฤติกรรมแบบ linear elastic ดังที่แสดงในตารางที่ 7-3 เมื่อเรานํ าขอมูลดัง
กลาวมาเขียนกราฟ เราจะไดกราฟ ดังที่แสดงเปนตัวอยางในรูปที่ 7-19c โดยที่พิกัดของกราฟที่จุด B  คือ kN 6=P
และ mm 105.0=∆ ดังนั้น จากสามเหลี่ยมคลาย เราจะสามารถเขียนสมการของแรง F  ใดๆ ซึ่งมีคาอยูระหวางศูนย
จนถึง P  และเปนฟงกชันกับระยะการยืดตัว x  ของแทงเหล็กไดในรูป

F = ( / )P ∆ x
เมื่อแทนสมการของแรง F  ลงในสมการที่ 7-9 และทํ าการอินทิเกรตจาก 0 ถึง ∆  แลว เราจะไดงานภายนอกเนื่องจาก
การกระทํ าของแรง P  ซึ่งแทงวัตถุเกิดการยืดตัว ∆  จะอยูในรูปของสมการ

Ue  = 1
2

 P∆            (7-10)
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ซึ่งมีคาเทากับพื้นที่สามเหลี่ยม ABF  ใตกราฟแสดงความสัมพันธของแรง P  กับการยืดตัว x  ดังที่แสดงในรูปที่ 7-19c

ตารางที่ 7-3 ตัวอยางขอมูลจากการทดสอบแรงดึงของแทงเหล็ก
แรงในแนวแกน F kN)( การยืดตัวที่ปลายของแทงเหล็ก ∆  mm)(

0 0
2 0.035
4 0.070
=P 6 =∆ 0.105
='P 10 =∆' 0.175

สมมุติใหมีแรงในแนวแกนอีกแรงหนึ่งกระทํ าตอแทงวัตถุและมีคาเพิ่มมากขึ้นเรื่อยๆ จากศูนยจาก P  ถึง 
PP ′+  และทํ าใหแทงวัตถุเกิดการยืดตัวเพิ่มขึ้นจาก ∆  เปน ∆′+∆  ดังที่แสดงในรูปที่ 7-19b จากตารางที่ 7-3 เราจะ

ไดวา kN 4610 =−=′P  และ =∆' =− 105.0175.0 070.0 mm ซึ่งเราจะเขียนกราฟไดดังที่แสดงในรูปที่ 7-
19c และเราจะเห็นไดวา การยืดตัวของแทงวัตถุที่เพิ่มขึ้น ′∆  จะทํ าใหเกิดงานขึ้น 2 สวนคือ

1. งานเนื่องจากแรง P  เมื่อแทงวัตถุเกิดการยืดตัว ′∆  เนื่องจากแรง P′  จะมีคาเทากับ
′Ue  = P ′∆            (8-11)

ซึ่งคือพื้นที่ของสี่เหลี่ยม BDEF  ของกราฟ ดังที่แสดงในรูปที่ 7-19c
2. งานที่เกิดจากแรง P′  เมื่อแทงวัตถุเกิดการยืดตัวของแทงวัตถุจาก ∆  ถึง ∆′+∆  ซึ่งมีคาเทากับ

eU ′′  = 
2
1 P ′∆

ซึ่งคือพื้นที่สามเหลี่ยม BCD   ของกราฟ ดังที่แสดงในรูปที่ 7-19c
ดังนั้น งานภายนอกทั้งหมดที่เกิดจากแรง P  ซึ่งทํ าใหเกิดการยืดตัวของแทงวัตถุจากศูนยถึง ∆  และแรง P′ ซึ่ง

ทํ าใหเกิดการยืดตัวของแทงวัตถุจาก ∆  ถึง ′∆  มีคาเทากับพื้นที่สามเหลี่ยม ACE
งานภายนอกเนื่องจากโมเมนต (External Work – Moment)

รูปที่ 7-20

ในลักษณะเชนเดียวกับกรณีที่แทงวัตถุถูกกระทํ าโดยแรงในแนวแกน ถาแทงวัตถุซึ่งถูกกระทํ าโดยโมเมนตและ
โมเมนตดังกลาวมีคาเพิ่มขึ้นจากศูนยถึง M  แลว ทํ าใหแทงวัตถุเกิดการหมุนเพิ่มขึ้นจากศูนยถึง θ  เรเดียน เราจะไดวา 
งานภายนอกที่เกิดขึ้นมีคาเทากับ

edU  =  φφ
θ

dM




  
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Ue  =  ∫
θ

φφ
θ0

 dM

Ue  = 1
2

 Mθ

ถามีโมเมนตอีกคาหนึ่งมากระทํ าและทํ าใหแทงวัตถุเกิดการหมุนเพิ่มขึ้นอีก θ ′  งานภายนอกเนื่องจากโมเมนต 
M  เนื่องจากแทงวัตถุเกิดการหมุนเพิ่มขึ้น θ ′  จะมีคาเทากับ

′Ue  = M θ ′ 
พลังงานความเครียดเนื่องจากแรงในแนวแกน (Strain Energy - Axial force)

รูปที่ 7-21

พิจารณาแทงวัตถุยาว L  พื้นที่หนาตัด A  และมีโมดูลัสความยืดหยุน (modulus of elasticity) E  ดังที่แสดงใน
รูปที่ 7-21 เมื่อมีแรงในแนวแกนคา N  กระทํ าที่ปลายของแทงวัตถุและปลายของแทงวัตถุเกิดการยืดตัว ∆  แลว แรง N
จะทํ าใหเกิดงานภายนอกซึ่งจะถูกเก็บสะสมในเนื้อวัสดุในรูปของพลังงานความเครียด ถาใหแทงวัตถุทํ าดวยวัสดุที่มีคุณ
สมบัติเหมือนกันทุกทิศทาง (isotropic) และเปนเนื้อเดียวกัน (homogenous) และมีพฤติกรรมอยูในชวง linear elastic 
แลว จาก Hooke’s law σ  = E ε  เราจะไดวา คาการยืดตัว ∆  เนื่องจากแรงในแนวแกน N  มีคาเทากับ

N
A

= E ∆
L

∆  = NL
AE

                         (7-15)
แทนคาสมการที่ 7-15 ลงในสมการที่ 7-10 เมื่อแรงในแนวแกน P  = N  แลว เราจะไดพลังงานความเครียดมีคาเทากับ

iU  = 
AE
LN

2

2

            (7-16)
พลังงานความเครียดเนื่องจากโมเมนตดัด (Strain Energy – Bending Moment)

พิจารณาคานตามรูปที่ 7-22a ซึ่งถูกกระทํ าโดยแรง P  และแรง P  จะทํ าใหเกิดโมเมนตดัด M  ที่ระยะ x  จาก
จุดรองรับ A  และจะทํ าใหเกิดมุมลาดเอียงบนสวนของคาน dx  มีคาเทากับ dθ  = ( M EI/ )dx  (สมการที่ 7-1) ดัง
นั้น จากสมการที่ 7-13 เราจะไดวา พลังงานความเครียดที่ถูกเก็บสะสมอยูในสวนของคาน dx  มีคาเทากับ

dUi = M dx
EI

2

2
           (7-17)

และคาพลังงานความเครียดตลอดความยาวของคานจะมีคาเทากับ

Ui  =
M
EI
dx

L 2

0 2
 ∫            (7-18)
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รูปที่ 7-22
7.7 หลักการของงานและพลังงาน (Principle of Work and Energy)

รูปที่ 7-23

พิจารณาคานยื่น (Cantilevered beam) ดังที่แสดงในรูปที่ 7-23 ซึ่งเราตองการหาระยะโกงตัว ∆  ที่จุด A  ภาย
ใตการกระทํ าของแรง P  จากหลักการอนุรักษพลังงาน เรามีอยูวา Ue  = Ui  โดยที่จากสมการที่ 7-10 งานเนื่องจากแรง
ภายนอก Ue = P∆ / 2  และโมเมนตที่ระยะ x  จากจุด A มีคาเทากับ M Px= −  ดังนั้น จากสมการที่ 7-18 เราจะหา
พลังงานความเครียดไดจาก

Ui  =
( )−
∫

Px
EI

dx
L 2

0 2
 = 1

6

2 3

 
P L
EI

และเนื่องจาก Ue  = Ui เราจะไดวา
P∆
2

 = 1
6

2 3

 
P L
EI

∆  = 1
3

3

 
PL
EI

เราจะเห็นไดวา เราสามารถที่จะหาระยะโกงตัวของคานโดยใชหลักการของงานและพลังงานไดโดยงาย แตวิธีการ
นี้มีขอจํ ากัดคือจะใชไดกับโครงสรางที่มีแรงกระทํ าเพียงแรงเดียวเทานั้น ถาโครงสรางมีแรงกระทํ ามากกวา 1 แรงแลว เรา
จะมีระยะโกงตัวไมทราบคาที่จุดที่แรงกระทํ าหลายคา และเราจะไมสามารถแกสมการของหลักการอนุรักษพลังงานได จาก
เหตุผลนี้ทํ าใหเกิดการพัฒนาวิธี virtual work และวิธี castigliano ขึ้นมา
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7.8 หลักการงานเสมือน (Principle of Virtual Work)
หลักการ virtual work (principle of virtual work) ซึ่งถูกพัฒนาโดย John Bernoulli ในป ค.ศ. 1717 มีพื้นฐาน

มาจากหลักการอนุรักษพลังงาน (principle of conservation of energy) และบางครั้งจะถูกเรียกวาวิธี unit-load

รูปที่ 7-24

พิจารณาคานอีลาสติก ดังแสดงอยูในรูปที่ 7-24a สมมุติวาเราตองการหาคาการโกงตัว ∆  ที่จุด C  ( C∆ ) เนื่อง
จากแรง “real loads” P1  P2  และ P3  ซึ่งมีคาเพิ่มขึ้นอยางชาๆ จากศูนย

เมื่อแรง P1  P2  และ P3  กระทํ าตอโครงสราง ดังที่แสดงในรูปที่ 7-24a โดยที่แรงชุดนี้จะทํ าใหเกิดแรงภายในขึ้น
ที่จุดตางๆ ในโครงสราง เชนที่ชิ้นสวน MN  มีแรงภายในเกิดขึ้นเทากับ F  และเกิดการหดตัว dL นอกจากนั้นแลว แรง 
P1  P2  และ P3  จะทํ าใหเกิดการโกงตัวที่จุดที่แรงกระทํ าดังที่แสดงในรูป ดังนั้น งานที่เกิดจากแรง P1  P2  และ P3  จะมี
คาเทากับ

 112
1

∆P + 222
1

∆P + 332
1

∆P

และพลังงานที่สะสมอยูในโครงสรางมีคาเทากับ

∑ dLF 
2
1

จากหลักการงานและพลังงาน เราจะไดวา 112
1

∆P + 222
1

∆P + 332
1

∆P = ∑ dLF 
2
1 (a)

เมื่อแรง “virtual loads” ′P  ขนาด 1 หนวย กระทํ าที่จุด C  ในทิศทางที่ตองการหาคาการโกงตัว C∆  โดยใหมี
คาเพิ่มขึ้นอยางชาๆ จากศูนย ดังแสดงอยูในรูปที่ 7-24b กํ าหนดใหแรง 1 หนวยนี้ทํ าใหเกิดแรงภายในขึ้นที่จุดตางๆ ใน
โครงสราง เชนที่ชิ้นสวน MN  มีแรงภายในเกิดขึ้นเทากับ u  และเกิดการหดตัว dl นอกจากนั้นแลว แรง 1 หนวยจะทํ าให
เกิดการโกงตัวที่จุดที่แรงกระทํ าดังที่แสดงในรูป ซึ่งมีคานอยมากๆ เมื่อเทียบกับคาการโกงตัวเนื่องจากแรง “real loads” 
P1  P2  และ P3

จากหลักการงานและพลังงาน เราจะไดวา

Cδ)0.1(
2
1  = ∑ dlu 

2
1 (b)

ดังนั้น ผลรวมของงานและพลังงานที่สะสมอยูในโครงสราง เนื่องจากการกระทํ าของแรง “real loads” P1  P2

และ P3  และแรง “virtual loads” ′P  ขนาด 1 หนวย ที่กระทํ าแยกเปนอิสระตอกันจะมีคาเทากับ
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112
1

∆P + 222
1

∆P + 332
1

∆P + Cδ)0.1(
2
1 = ∑ dLF 
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ในอีกกรณีหนึ่ง ถาเราใหแรง “virtual loads” ′P  ขนาด 1 หนวยกระทํ ากับโครงสรางกอนแลวให แรง “real 
loads”  P1  P2  และ P3  กระทํ าทีหลัง จากหลักการงานและพลังงาน เราจะไดวา

Cδ)0.1(
2
1 + [ 112

1
∆P + 222

1
∆P + 332

1
∆P + C∆)0.1( ]= ∑ dlu 

2
1 +[ ∑ dLF 

2
1 +∑ dLu ] (e)

เนื่องจากงานทีเ่กิดจากแรงภายนอกและงานที่สะสมอยูภายในโครงสรางเปนอิสระกับลํ าดับการกระทํ าของแรง 
คือจะตองมีคาเทากันเสมอไมวาจะกระทํ าพรอมกันหรือกระทํ าแยกกัน ดังนั้น เมื่อเราทํ าลบ (e) ดวย (d) แลว เราจะไดวา

Virtual
dLuC  )( )0.1( ∑=∆          (7-20)

Actual
หรือ virtual work ภายนอกจะมีคาเทากับ “virtual loads” ′P   ขนาด 1 หนวย (กระทํ าที่จุด C  ในทิศทางของการโกงตัว 
∆ ) คูณกับคาการโกงตัว ∆  และ virtual work ภายในจะมีคาเทากับผลรวมของแรง virtual ภายใน u  ในโครงสรางคูณ
กับการยืดตัว dL  ที่สวนนั้นๆ ของโครงสราง เนื่องจากแรง “real loads” P1  P2  และ P3

ในลักษณะเดียวกัน ถาเราตองการหาคามุมลาดเอียง (Slope) θ  ของเสนสัมผัสที่จุดใดจุดหนึ่งของโครงสราง เรา
จะให “virtual moment” ′M  ขนาด 1 หนวยกระทํ าตอโครงสรางที่จุดนั้นในทิศทางที่เราตองการหาคามุมลาดเอียง โดยที่ 
“virtual moment” นี้จะกอใหเกิดแรง virtual ภายใน uθ  ที่สวนตางๆ ของโครงสราง สมมุติให “real loads” กอใหเกิดการ
ยืดตัว dL  ในโครงสราง ดังนั้น จากหลักการ virtual work เราจะไดวา

Virtual (1)
( ) ( )1   θ

θ
= ∑u dL            (7-21)

Actual (2)

7.9 วิธี Virtual Work ในการหาคาการแอนตัวของโครงขอหมุน
วิธี Virtual Work ในการหาคาการแอนตัวของโครงขอหมุนเนื่องจากแรงกระทํ าภายนอก

รูปที่ 7-25

พิจารณาโครงขอหมุน ดังที่แสดงในรูปที่ 7-25a ซึ่งมีการเปลี่ยนแปลงรูปรางภายใตการกระทํ าของแรง P  ดังที่
แสดงในรูปที่ 7-25b และชิ้นสวนของโครงขอหมุนซึ่งมีความยาวเริ่มตน L  จะเกิดการเปลี่ยนแปลงความยาว dL  โดยที่
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=dL AENL /
เมื่อ N  เปนแรงในแนวแกนที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอหมุนที่เกิดจากแรง P  ดังนั้น จากหลักการ virtual work  
สมมุติวาเราตองการหาคาการแอนตัว B∆  ที่จุด B  เราจะทํ าการวิเคราะหไดดังนี้

1. ทํ าการวิเคราะหโครงขอหมุนหาแรงในแนวแกนที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอหมุนเนื่องจากแรง P  
ดังที่แสดงในรูปที่ 7-25a  กํ าหนดให แรงในแนวแกนที่หามาไดมีคาเปน N

2. ใหแรงขนาด 1 หนวยกระทํ าที่จุด B  ในทิศทางของการแอนตัว ∆  ที่เราตองการหา จากนั้นทํ าการวิเคราะห
โครงขอหมุนหาแรงในแนวแกนที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอหมุนเนื่องจากแรงขนาด 1 หนวย ดังที่
แสดงในรูปที่ 7-25c  กํ าหนดให แรงในแนวแกนที่หามาไดมีคาเปน n

3. จากสมการที่ 7-20 เราจะหาคาการแอนตัวที่จุดตอ B  ของโครงขอหมุนไดจาก

∑=∆
AE
nNL

B )1(            (7-22)

เมื่อ 1 = แรง virtual 1 หนวย (virtual unit load) ที่กระทํ าที่จุดตอที่เราตองการหาคาการโกงตัว ∆  ในทิศทางของ ∆
n = แรงในแนวแกนในชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอหมุนที่เกิดจากแรง virtual 1 หนวย
B∆ = คาการโกงตัวที่จุดตอของโครงขอหมุน
N = แรงในแนวแกนในชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอหมุนเนื่องจากแรงกระทํ าจริง (real load)
L = ความยาวของชิ้นสวนของโครงขอหมุน
A = พื้นที่หนาตัดของชิ้นสวนของโครงขอหมุน
E = โมดูลัสยืดหยุน (modulus of elasticity) ของวัสดุที่ใชทํ าโครงขอหมุน

ตัวอยางที่ 7-7
กํ าหนดใหโครงขอหมุนเหล็กถูกกระทํ าโดยแรง kN 30=P  ดังที่แสดงในรูปที่ 7-26 ถาพื้นที่หนาตัดของชิ้นสวน

ของโครงขอหมุน 2mm 300=A  และคา modulus of elasticity ของเหล็ก GPa 200=E  จงหา
1. คาการแอนตัวในแนวดิ่งที่เกิดขึ้นที่จุดตอ B
2. คาการแอนตัวในแนวนอนที่เกิดขึ้นที่จุดตอ B

รูปที่ 7-26
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คาการแอนตัวในแนวดิ่งที่เกิดขึ้นที่จุดตอ B
1. วิเคราะหโครงขอหมุน  ดังที่แสดงในรูปที่ 7-26a เพื่อหาแรงในแนวแกนที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนของโครงขอหมุน

เนื่องจากแรง kN 30=P  รูปที่ 7-26d แสดงผลลัพธที่ได

(d)
2. ให virtual unit load kN 1 ในทิศทางของการแอนตัว B∆  กระทํ าที่จุด B  ดังที่แสดงในรูปที่ 7-26b และทํ า

การวิเคราะหโครงขอหมุนหาแรงในแนวแกนที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอหมุนเนื่องจากแรงดังกลาว รูปที่ 7-26e 
แสดงผลลัพธที่ได

(e)
3. นํ าคาแรงในชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอหมุนที่หาไดในขอที่ 1 และ 2 มาเขียนลงในตารางดังที่แสดง

Member (m) L (kN) N )kN(n .m)(kN 2nNL

AB 3 20 0.667 40
BC 3 10 0.333 10
CD 3 10 0.333 10

DE 4.243 -14.142 -0.471 28.262
EF 3 -20 -0.667 40

AF 4.243 -28.284 -0.943 113.168

BF 3 20 0.667 40

BE 4.243 14.142 0.471 28.262
CE 3 0 0 0

.mkN 692.309 2=∑nNL
4. จากวิธี unit-load method คาการแอนตัวที่จุดตอ B  ของโครงขอหมุนจะมีคาเทากับ
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AEAE
nNL

Bv
692.309 )1( ==∆ ∑

mm 2.5m )10(2.5
)kN/m 10(200)m 10(300

.mkN 692.309 kN)  1( 3
2626

2

===∆ −
−Bv

mm 2.5m )10(2.5 3 ==∆ −
Bv

เนื่องจาก Bv∆  มีคาเปนบวก ดังนั้น Bv∆  จะมีทิศทางเดียวกันกับ virtual unit load คือมีทิศพุงลง และรูปที่ 7-
26f แสดงลักษณะการแอนตัวของโครงขอหมุนเนื่องจาก แรง kN 30=P

คาการแอนตัวในแนวนอนที่เกิดขึ้นที่จุดตอ B
ในการหาคาการแอนตัวในแนวนอนนี้ เราจะใชผลลัพธที่ไดจากการวิเคราะหโครงขอหมุนเนื่องจากแรง 
kN 30=P  ดังที่แสดงในรูปที่ 7-26d รวมผลลัพธที่ไดจากการวิเคราะหโครงขอหมุนเนื่องจาก virtual unit load kN 1

ในแนวนอนกระทํ าที่จุด B  ไปทางซายมือ ดังที่แสดงในรูปที่ 7-26c และ 7-26g

(g)

จากผลการวิเคราะห เราจะเห็นไดวา มีเพียงแรง ABN  เทานั้นที่มีคาไมเทากับศูนย ดังนั้น เราจะไดวา

AE
nNL

AE
nNL AB

Bh
)( )1( ==∆ ∑

)kN/m 10(200)m 10(300
)m 3)(kN 20)(kN 1( kN) (1 2626−=∆ Bh

mm 0.1m )10(0.1 3 ==∆ −
Bh

เนื่องจาก Bh∆  มีคาเปนบวก ดังนั้น B∆  จะมีทิศทางเดียวกันกับ virtual unit load คืออยูในแนวนอนมีทิศทาง
ไปทางซายมือ
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วิธี Virtual Work ในการหาคาการแอนตัวของโครงขอหมุนเนื่องจากการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิ

รูปที่ 7-27

เมื่ออุณหภูมิในชิ้นสวนใดชิ้นสวนหนึ่งของโครงขอหมุนมีการเปลี่ยนแปลง ยกตัวอยางเชน ชิ้นสวน FE  ของโครง
ขอหมุนในรูปที่ 7-27 มีอุณหภูมิเพิ่มสูงขึ้น Co30  ดังนั้น ชิ้นสวน FE  จะมีความยาวเพิ่มขึ้นจากเดิม ซึ่งจะเปนผลทํ าให
เกิดแรงกดอัดกระทํ าตอจุดตอ F  และจุดตอ E  ของโครงขอหมุน แรงที่เกิดขึ้นเนื่องจากการยืดตัวนี้จะทํ าตัวเหมือนแรง
ภายนอกซึ่งจะทํ าใหเกิดแรงภายในชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอหมุน และจะทํ าใหเกิดการแอนตัวของโครงขอหมุนดวย

เมื่อเราให α  เปนสัมประสิทธิ์การยืดตัวเนื่องจากการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิ (coefficient of thermal expansion) 
ของวัสดุที่ใชทํ าโครงขอหมุน ดังที่แสดงในตารางที่ 7-4 และ T∆  เปนคาของอุณหภูมิที่เปล่ียนแปลงไปแลว จากการ
ทดสอบในหองปฏิบัติการ เราจะไดวา ความยาวที่เปล่ียนแปลงไปของชิ้นสวนของโครงขอหมุนเนื่องจากการเปลี่ยนแปลง
ของอุณหภูมิจะมีคาเทากับ L∆  = TL∆α  ดังนั้น จากหลักการ virtual work เราจะหาคาการแอนตัวที่จุดตอของโครงขอ
หมุนไดจาก

∑ ∆=∆ LTn     )1( α            (7-23)
เมื่อ 1 = แรงแบบ virtual หนึ่งหนวย (virtual unit load) ที่กระทํ าอยูที่จุดตอของโครงขอหมุนที่ตองการหาคาการโกงตัว 
∆  ในทิศทางของ ∆

n = แรงในแนวแกนในชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอหมุนที่เกิดจากแรงแบบ virtual หนึ่งหนวย
∆ = คาการโกงตัวที่จุดตอของโครงขอหมุนเนื่องจากการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิ
α = เปนสัมประสิทธิ์การยืดตัวเนื่องจากการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิของวัสดุ 

ตารางที่ 7-4 สัมประสิทธิ์การยืดตัวเนื่องจากการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิของวัสดุ
ชนิดของวัสดุ α  ( Co/10 6− )
เหล็ก (Steel) 12

เหล็กหลอ (Cast iron) 12
เหล็กปลอดสนิม (Stainless steel) 17

คอนกรีต (Concrete) 11
อลูมิเนียม (Aluminum) 24

T∆ =  คาของอุณหภูมิที่เปล่ียนแปลงไป
L = ความยาวของชิ้นสวนของโครงขอหมุน

ตัวอยางที่ 7-8
จากโครงขอหมุนเหล็กในรูปที่ 7-27  ถา Co/)10(12 6−=α  จงหาคาการแอนตัวในแนวดิ่งที่เกิดขึ้นที่จุดตอ 

B  เนื่องจากชิ้นสวน FE  มีอุณหภูมิเพิ่มสูงขึ้น Co30
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1. ในกรณีนี้ เนื่องจากแรงภายนอกมีคาเปนศูนย เราไมจํ าเปนตองวิเคราะหโครงขอหมุนเนื่องจากแรงภายนอก
2. ให virtual unit load kN 1 กระทํ าที่จุด B  ในในแนวดิ่ง และทํ าการวิเคราะหโครงขอหมุนเพื่อหาแรง FEn  ซึ่ง

จากตารางในตัวอยางที่ 7-6
667.0−=FEn

3. คาการแอนตัวในแนวดิ่งที่เกิดขึ้นที่จุดตอ B  เนื่องจากชิ้นสวน FE  มีอุณหภูมิเพิ่มสูงขึ้น Co30  จะหาได
จาก

FEB LTnLTn )   (   )1( ∆=∆=∆ ∑ αα

)m 3)(30)(/10(12)kN 667.0()kN 1( oo6 CCB
−−=∆

mm 72.0m )10(720 6 −=−=∆ −
B

เนื่องจาก B∆  มีคาเปนลบ ดังนั้น B∆  จะมีทิศทางตรงกันขามกับ virtual unit load คือมีทิศทางพุงขึ้น
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วิธี Virtual Work ในการหาคาการแอนตัวของโครงขอหมุนเนื่องจากความผิดพลาดในการกอสราง

รูปที่ 7-28

ความผิดพลาดในการกอสราง (fabrication errors) ของโครงขอหมุนมักเกิดจากความผิดพลาดในการตัดหรือ
ประกอบชิ้นสวนของโครงขอหมุนเขาดวยกัน ซึ่งจะทํ าใหความยาวของชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอหมุนหลังจากที่กอสราง
เสร็จแลว มีคาไมเทากับความยาวที่ไดออกแบบไว ดังที่แสดงในรูปที่ 7-28 เราจะเห็นไดวา ถาความยาวของชิ้นสวน BF  มี
คายาวเกินกวาที่ไดออกแบบไวมีคาเปน m 01.0  ซึ่งมีคานอยมากเมื่อเทียบกับความยาวของชิ้นสวน BF แลว ในการที่จะ
ประกอบโครงขอหมุนนี้ เราจํ าเปนที่จะตองทํ าใหชิ้นสวน BF  เกิดการหดตัวเปนระยะ m 01.0  โดยการใสแรงกดอัดให
กระทํ าตอชิ้นสวน BF   เมื่อเราประกอบโครงขอหมุนเสร็จและเอาแรงกดอัดออกแลว แรงดังกลาวจะถายกลับไปกระทํ าตอ
โครงขอหมุนที่จุดตอ B  และจุดตอ F  ซึ่งจะทํ าใหเกิดแรงภายในและการเปลี่ยนแปลงรูปรางของโครงขอหมุนเกิดขึ้นใน
กรณีเชนนี้ จากหลักการ virtual work เราจะหาคาการแอนตัวที่จุดตอใดจุดตอหนึ่งของโครงขอหมุนไดจาก

)( )1( ∑ ∆=∆ Ln             (7-24)
เมื่อ 1 = แรงแบบ virtual หนึ่งหนวย (virtual unit load) ที่กระทํ าอยูที่จุดตอของโครงขอหมุนที่ตองการหาคาการแอน
ตัว ∆  ในทิศทางของ ∆

n = แรงในแนวแกนในชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอหมุนที่เกิดจากแรงแบบ virtual หนึ่งหนวย
∆ = คาการแอนตัวที่จุดตอของโครงขอหมุนเนื่องจากความผิดพลาดในการกอสราง
∆L =  ความยาวของชิ้นสวนของโครงขอหมุนที่เปล่ียนแปลงไปจากความยาวที่ไดออกแบบไว

ตัวอยางที่ 7-9
จากโครงขอหมุนในรูปที่ 7-28  จงหาคาการแอนตัวในแนวดิ่งที่เกิดขึ้นที่จุดตอ B  เนื่องจากชิ้นสวน BE  มีคา

ยาวเกินกวาที่ไดออกแบบไวเทากับ m 01.0
1. เนื่องจากแรงภายนอกมีคาเปนศูนย เราไมจํ าเปนตองวิเคราะหโครงขอหมุนเนื่องจากแรงภายนอก
2. ให virtual unit load kN 1 กระทํ าที่จุด B  ในแนวดิ่ง และทํ าการวิเคราะหโครงขอหมุนหาแรง BEn  ซึ่งจากตา

รางในตัวอยางที่ 7-6
kN 471.0=BEn

3. คาการแอนตัวในแนวดิ่งที่เกิดขึ้นที่จุดตอ B  เนื่องจากชิ้นสวน BE  มีคายาวเกินกวาที่ไดออกแบบไว 
m 01.0 จะหาไดจาก

BEB LnLn ) (  )1( ∆=∆=∆ ∑
)m 01.0)(kN 471.0( )kN 1( =∆ B

mm 7.4m )10(7.4 3 ==∆ −
B

เนื่องจาก B∆  มีคาเปนบวก ดังนั้น B∆  จะมีทิศทางเดียวกันกับ virtual unit load คือมีทิศพุงลง
ในกรณีที่โครงขอหมุนถูกกระทํ าโดยแรงภายนอก P  การเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิ T∆  และความผิดพลาดในการ

กอสราง L∆  ในเวลาเดียวกัน ยกตัวอยางเชน การเกิดขึ้นพรอมกันของเหตุการณตามตัวอยางที่ 7-7 ถึง 7-9 เปนตน เราจะ
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หาคาการแอนตัวลัพธที่เกิดขึ้นที่จุดใดจุดหนึ่งไดโดยใชหลักการ superposition ดังนั้น จาก ตัวอยางที่ 7-7 ถึง 7-9 เราจะได 
คาการแอนตัวลัพธในแนวดิ่งที่เกิดขึ้นที่จุดตอ B  มีคาเทากับ

mm 9.24.70.7-5.2                
)()()()(

=++=
∆+∆+∆=∆ ∆∆ TBLBPBtotalB
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7.10 วิธี Virtual Work ในการหาคาการโกงตัวของคานและโครงขอแข็ง

รูปที่ 7-29

พิจารณาคานซึ่งถูกกระทํ าโดยแรง P  และมีการโกงตัวดังที่แสดงตามรูปที่ 7-29a  เมื่อเราตองการหาคาระยะโกง
ตัว ∆  ที่จุด D  เริ่มตน เราให virtual unit load ที่มีทิศทางเดียวกับ ∆  กระทํ าที่จุด D  ดังที่แสดงตามรูปที่ 7-29d  และ
หาคาของ virtual moment m  ดังที่แสดงตามรูปที่ 7-29e จากนั้น เราจะหาคาของโมเมนตดัดภายใน M  ที่เกิดจากแรง 
P  ดังที่แสดงในรูปที่ 7-29b และจากรูปที่ 7-29c เราจะไดวา ภายใตแรงกระทํ า P  หนาตัดของสวนของคาน dx  ที่วัด
จากปลาย A  เปนระยะ x  จะถูกทํ าใหหมุนไป เนื่องจากการกระทํ าของโมเมนตดัดภายใน M  เปนมุม θd  จากสมการ
ที่ 7-1 เราทราบมาแลววา  =θd  ( / )M EI dx  ดังนั้น

คา virtual work ภายนอกที่เกิดจาก virtual unit load เคลื่อนที่ในทิศทางของ ∆  เปนระยะ ∆  มีคาเทากับ
∆ )1(

 และคา virtual work ภายในซึ่งเกิดจาก virtual moment m  และการหมุนในทิศทางเดียวกับมุม θd  ของสวนของคาน 
dx  เปนระยะ θd  มีคาเทากับ

m =θd  m ( / )M EI dx
เมื่อเราทํ าการอินทิเกรต (integration) สมการ θdm  ตลอดความยาวของคาน L  เราจะได คา virtual work ภายในทั้ง
หมด และเมื่อเราแทนคาลงในจากสมการที่ 7-20 เราจะไดวา

( )1
0

 ∆ = ∫
mM
EI
dx

L

           (7-25)

เมื่อ  1 = virtual unit load ที่กระทํ าอยูบนคานหรือโครงขอแข็งที่จุดที่ตองการหาระยะโกงตัว ∆  ในทิศทางของ ∆
m = virtual moment ในคานหรือโครงขอแข็งซึ่งเกิดจาก virtual unit load
∆ = คาระยะโกงตัวที่ตองการหา
M = โมเมนตซึ่งเกิดจากแรงกระทํ าจริง
L = ความยาวคานหรือองคอาคารของโครงขอแข็ง
I = moment of inertia รอบแกนสะเทินของคานหรือองคอาคารของโครงขอแข็ง
E = โมดูลัสยืดหยุน (modulus of elasticity) ของวัสดุที่ใชทํ าคานหรือโครงขอแข็ง
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ในลักษณะเดียวกัน สมมุติวาเราตองการหาคามุมลาดเอียง (slope) θ   ที่จุด D  ของคานดังที่แสดงในรูปที่ 7-
29a แลว เราจะให unit couple moment กระทํ าที่จุด D   ซึ่งจะกอใหเกิด virtual moment mθ  บนคาน ดังนั้น คา virtual 
work ภายในซึ่งเกิดจาก virtual moment mθ  และการหมุนในทิศทางเดียวกับมุม θd  ของสวนของคาน dx  เปนระยะ 
θd  มีคาเทากับ m =θd  m ( / )M EI dx เมื่อเราทํ าการอินทิเกรต (integration) สมการ θdm  ตลอดความยาว

ของคาน L  เราจะได คา virtual work ภายในทั้งหมด และเนื่องจาก virtual work ภายนอกที่เกิดจาก unit couple 
moment มีคาเทากับ θ)1(   เราจะไดวา

∫=
L

dx
EI
Mm

0

   )1( θθ            (7-26)

ตัวอยางที่ 8-10
กํ าหนดให cantilever beam ซึ่งมีคา EI  คงที่ตลอดความยาวคาน ถูกกระทํ าโดยแรง P  ดังที่แสดงในรูปที่ 7-

30a จงใชวิธี unit-load method หาคาการโกงตัวในแนวดิ่งที่จุด C

รูปที่ 7-30
1. กํ าหนด coordinate และหา function ของโมเมนตดัด M  เนื่องจากแรง P  ดังที่แสดงในรูปที่ 7-30a  และ

โมเมนตดัด m  เนื่องจาก virtual unit load kN 1  ที่จุด C  ในทิศทางดิ่งลง ดังที่แสดงในรูปที่ 7-30b
PxxM −=)(
xxm −=)(

2. หาคาการโกงตัวในแนวดิ่งที่จุด C  จากสมการที่ 7-25

∫
−−

=∆
L

C dx
EI
Pxx

0

))(( )kN 1(

EI
PL

C 3

3

=∆

เนื่องจาก C∆  มีคาเปนบวก ดังนั้น C∆  จะมีทิศทางเดียวกันกับแรง 1 หนวย คือมีทิศพุงลง ดังที่แสดงในรูปที่ 7-
30c
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ตัวอยางที่ 7-11
คานเหล็ก W360x64  ซึ่งถูกเสริมความแกรงโดยแผนเหล็กที่ชวงกลางคานและถูกกระทํ าโดยแรง kN 40  ดัง

ที่แสดงในรูปที่ 7-31a กํ าหนดให GPa 200=E  และ 46 mm )179(10 =I จงใชวิธี unit-load method หา
1. คาการโกงตัวในแนวดิ่งที่จุด C
2. คาของ slope ที่จุดรองรับ A

รูปที่ 7-31

คาการโกงตัวในแนวดิ่งที่จุด C
1. จากรูปที่ 7-31a เนื่องจากคานและแรงกระทํ ามีความสมมาตรที่กึ่งกลางของคาน เราจะหาแรงปฏิกริยาที่จุด 

A  และ B  ของคานไดเทากับ
kN 20== BA RR

2. ทํ าการกํ าหนด coordinate และหา function ของโมเมนตดัด M  เนื่องจากแรง kN 40  โมเมนตดัด m
เนื่องจากแรง kN 1  ที่จุด C  ในทิศทางดิ่งลง และโมเมนตดัด θm  เนื่องจากโมเมนตดัด m-kN 1  ที่จุด A  ในทิศทาง
ทวนเข็มนาฬิกา

เนื่องจากคานและแรงกระทํ ามีความสมมาตรที่กึ่งกลางของคาน ดังนั้น เราจะกํ าหนด coordinate ไดเปน 2 สวน
คือ 1x  และ 2x  ดังที่แสดงในรูปที่ 7-31b  และเราจะหา function ของโมเมนตดัด M  m  และ θm  ไดโดยใช free body 
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diagram ของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 7-31b ถึง 7-31d ตามลํ าดับ ตารางขางลางแสดง functions ของโมเมนตดัดตางๆ ที่
หามาได

Coordinate Range I M m θm

1x 40 1 ≤≤ x I 120x 15.0 x 112/1 −x

2x 64 2 ≤≤ x I5.1 220x 25.0 x 112/2 −x

3. จากสมการที่ 7-25 เราจะหาคาการโกงตัวในแนวดิ่งที่จุด C  ได

2

6

4

22
4

0
1

11

5.1
)20)(5.0(2)20)(5.0(2 )kN 1( dx

EI
xxdx

EI
xx

C ∫∫ +=∆

EIEIEIC

3kN.m 2.110256.67567.426
=+=∆

เนื่องจาก C∆  มีคาเปนบวก ดังนั้น C∆  จะมีทิศทางเดียวกันกับ virtual unit load คือมีทิศพุงลง และรูปที่ 7-31e
แสดงลักษณะการโกงตัวของคาน

แทนคาตางๆ ลงในสมการของ C∆  พรอมทํ าการแปลงหนวยใหสอดคลองกัน เราจะได

mm 8.30m 0308.0
]m)10)(10(179][kN/m)10(200[

kN.m 2.1102
412626

3

===∆ −C

หาคา slope ที่จุดรองรับ  A
จากสมการที่ 7-26 และคาโมเมนตดัด θm ที่หามาไดในตาราง  ดังนั้น

∫ ∫
−

+
−

=
4

0

6

4
2

22
1

11

5.1
)20)(112/(2)20)(112/(2   )m-kN 1( dx

EI
xxdx

EI
xx

Aθ

∫ ∫ 







−+








−=

4

0

6

4
22

2
2

11

2
1 20

3
5

5.1
220

3
52  dxxx

EI
dxxx

EIAθ

EIA

2kN.m 33.293
−=θ

เนื่องจาก Aθ  มีคาเปนลบ ดังนั้น Aθ  จะมีทิศทางตรงกันขามกับทิศทางของ virtual unit moment คือจะมีทิศ
หมุนตามเข็มนาฬิกาจากแนวแกนเริ่มตน ดังที่แสดงในรูปที่ 7-30e

แทนคาตางๆ ลงในสมการของ Aθ  พรอมทํ าการแปลงหนวยใหสอดคลองกัน เราจะได

radian 0082.0
]m)10)(10(179][kN/m)10(200[

kN.m 33.293
412626

2

== −Aθ

เราควรสังเกตดวยวา เนื่องจากคานและแรงกระทํ ามีความสมมาตรที่กึ่งกลางของคาน ดังนั้น AB θθ =  และเรา
ควรที่จะเขียน function ของโมเมนตดัด M  และ θm  โดยใช coordinate x  จากจุดรองรับ B  มาทางซายมือ ซึ่งจะทํ า
ใหเราสามารถทํ าการ integration เพื่อหาคาของ slope ที่จุดรองรับ A  ไดงายกวา
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ตัวอยางที่ 7-12
พิจารณาโครงขอแข็งเหล็ก W360x64  ซึ่งถูกกระทํ าโดยแรง kN 10  ที่ปลายอิสระ A  ดังที่แสดงในรูปที่ 7-

32a กํ าหนดให GPa 200=E  และ 46 mm )179(10 =I จงใชวิธี unit-load method หา
1. คาการโกงตัวในแนวดิ่งที่จุด A
2. คาการโกงตัวในแนวนอนที่จุด A
3. คาของ slope ที่จุด A

รูปที่ 7-32

หาคาการโกงตัวในแนวดิ่งที่จุด A
โดยวิธี unit-load method เราจะให virtual unit load ในแนวดิ่งลง กระทํ าที่จุด A  ดังที่แสดงในรูปที่ 7-32b ดัง

นั้น เราจะหา function ของโมเมนตดัด 
1v

m  และ 
2v

m  ไดโดยใช free body diagram ดังที่แสดง
11
xmv −=

m-kN 3
2

−=vm

และเราจะหา function ของโมเมนตดัด 1M  และ 2M  ไดโดยใช free body diagram ดังที่แสดงในรูปที่ 7-32c โดยที่

11 10xM −=

m-kN 302 −=M
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จากสมการที่ 7-25 เราจะหาคาการโกงตัวในแนวดิ่งที่จุด A  ได

2

3

0

3

0
1

11 )30)(3()10)(( )kN 1( dx
EI

dx
EI

xx
Av ∫∫

−−
+

−−
=∆

EIEIEIAv

3kN.m 36027090
=+=∆

เนื่องจาก Av∆  มีคาเปนบวก ดังนั้น Av∆  จะมีทิศทางเดียวกันกับ virtual unit load คือมีทิศพุงลง
แทนคาตางๆ ลงในสมการของ Av∆  พรอมทํ าการแปลงหนวยใหสอดคลองกัน เราจะได

mm 10m 010.0
]m)10)(10(179][kN/m)10(200[

kN.m 360
412626

3

===∆ −Av

หาคาการโกงตัวในแนวนอนที่จุด A
โดยวิธี unit-load method เราจะให virtual unit load ในแนวนอนไปทางขวามือ กระทํ าที่จุด A  ดังที่แสดงในรูป

ที่ 7-32d ดังนั้น เราจะหา function ของโมเมนตดัด 
1h

m  และ 
2h

m  ไดโดยใช free body diagram ดังที่แสดง
0

1
=hm

22
xmh =

จากสมการที่ 8-25 เราจะหาคาการโกงตัวในแนวนอนที่จุด A  ได

2

3

0

2
3

0
1

1 )30)(()10)(0( )kN 1( dx
EI

xdx
EI
x

Ah ∫∫
−

+
−

=∆

EIEIAh

3kN.m 1351350 −=−=∆

เนื่องจาก Ah∆  มีคาเปนลบ ดังนั้น Ah∆  จะมีทิศทางตรงกันขามกับ virtual unit load คือมีทิศไปทางซายมือของจุด A



เอกสารประกอบการสอนวิชาทฤษฎีโครงสราง Theory of Structures เรียบเรียงโดย ผศ.ดร. สิทธิชัย แสงอาทิตย SUT 7-46

แทนคาตางๆ ลงในสมการของ Ah∆  พรอมทํ าการแปลงหนวยใหสอดคลองกัน เราจะได

mm 8.3m 0038.0
]m)10)(10(179][kN/m)10(200[

kN.m 135
412626

3

−=−=−=∆ −Ah

คาของ slope ที่จุด A
โดยวิธี unit-load method เราจะให virtual unit moment ซึ่งมีทิศทางทวนเข็มนาฬิกากระทํ าที่จุด A  ดังที่แสดง

ในรูปที่ 7-32e ดังนั้น เราจะหา function ของโมเมนตดัด 
1θ

m  และ 
2θ

m  ไดโดยใช free body diagram ดังที่แสดง
1

1
−=θm

1
2

−=θm

จากสมการที่ 7-26 เราจะหาคาคาของ slope ที่จุด A ได

2

3

0

3

0
1

1 )30)(1()10)(1( )m-kN 1( dx
EI

dx
EI

x
A ∫∫

−−
+

−−
=θ

EIEIEIA

2kN.m 1359045
−=+=θ

เนื่องจาก Aθ  มีคาเปนบวก ดังนั้น Aθ  จะมีทิศทางเดียวกันกับ virtual unit moment ซึ่งมีทิศทางทวนเข็มนาฬิกา
แทนคาตางๆ ลงในสมการของ Aθ  พรอมทํ าการแปลงหนวยใหสอดคลองกัน เราจะได

radian 00377.0
]m)10)(10(179][kN/m)10(200[

kN.m 135
412626

3

== −Aθ

รูปที่ 7-32f แสดงลักษณะการโกงตัวของโครงขอแข็งดังกลาว
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7.11 Virtual Strain Energy
โดยปกติแลว การโกงตัวของคานและโครงขอแข็งเกิดจากพลังงานความเครียด (strain energy) เนื่องจาก

โมเมนตดัดเทานั้น แตในบางกรณี พลังงานความเครียดเนื่องจากแรงในแนวแกน (axial loads) แรงเฉือน (shear) และแรง
บิด (torsion) จะมีสวนสํ าคัญในการทํ าใหเกิดการโกงตัวของคานและโครงขอแข็งดวย เชน เมื่อคานมีอัตราสวนของความ
ยาวตอความลึกนอยกวา 10 แลว พลังงานความเครียดเนื่องจากโมเมนตดัดและแรงเฉือนจะถูกนํ ามาใชในการหาคาการ
โกงตัว เปนตน
Virtual Strain Energy เนื่องจากแรงในแนวแกน

ถาหนาตัดขององคอาคารที่ถูกกระทํ าโดยแรงในแนวแกนมีหนาตัดที่คงที่แลว จากสมการที่ 7-16 เราจะไดวา

Un = nNL
AE

         (7-27)
เมื่อ n = แรงในแนวแกนที่เกิดจาก virtual unit load

N = แรงในแนวแกนที่เกิดจากแรงกระทํ าจริง
L = ความยาวขององคอาคาร
A = พื้นที่หนาตัดขององคอาคาร
E = modulus of elasticity ของวัสดุที่ใชทํ าองคอาคาร

Virtual Strain Energy เนื่องจากแรงเฉือน

รูปที่ 7-33

พิจารณาสวนขององคอาคาร dx  ตามที่แสดงในรูปที่ 7-33 จากรูป การเสียรูปที่เกิดจากแรงเฉือน dy  บนสวน
ขององคอาคารที่เกิดจากแรงกระทํ าจริง ”real load” มีคาเทากับ dy  =γ  dx  ถาวัสดุมีพฤติกรรมอยูในชวง linear elastic 
ภายใตแรงกระทํ าแลว จากกฎของฮุค (Hooke’s law) γ  = τ / G  ดังนั้น dy  = (τ / G ) dx  และจากวิชากลศาสตร
วัสดุ เราไดมาวา τ = K V A( / )  โดยที่ K  เปนคาตัวคูณประกอบ (form factor) ซึ่งขึ้นอยูกับรูปรางของหนาตัดขององค
อาคารและ A  เปนพื้นที่หนาตัด ดังนั้น การเสียรูปที่เกิดจากแรงเฉือน dy  = K V GA( / ) dx  และงาน virtual ภายในที่
เกิดจากแรงเฉือน virtual (virtual shear force) v  และการเสียรูป dy  มีคาเทากับ dUi  = v dy  = v ( / )KV GA dx
ดังนั้น เราจะไดวา พลังงานความเครียดตลอดความยาวคานจะมีคาเทากับ

Us = K vV
GA

dx
L

( )
0
∫             (7-28)

เมื่อ v = แรงเฉือนในองคอาคารที่เกิดจากแรงแบบ virtual หนึ่งหนวย
V = แรงเฉือนในองคอาคารที่เกิดจากแรงกระทํ าจริง
K = คาตัวคูณประกอบของหนาตัดขององคอาคาร โดยที่

K = 1.2 สํ าหรับองคอาคารที่มีหนาตัดเปนรูปส่ีเหลี่ยมผืนผา
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K = 10/9 สํ าหรับองคอาคารที่มีหนาตัดเปนรูปทรงกลม
K = 1.0 สํ าหรับองคอาคารที่มีหนาตัดเปนรูป I และ W เมื่อ A= พื้นที่หนาตัดของ web

L = ความยาวขององคอาคาร
A = พื้นที่หนาตัดขององคอาคาร
G = shear modulus of elasticity ของวัสดุที่ใชทํ าองคอาคาร

Virtual Strain Energy เนื่องจากแรงบิด
โครงสรางของอาคารที่อยูในรูปแบบ 3 มิติมักจะถูกกระทํ าโดยแรงบิด ถาองคอาคารของโครงสรางนั้นมีหนาตัด

เปนทรงกลมแลว หนาตัดขององคอาคารจะไมเกิดการบิดเบี้ยว (warping) ซึ่งสงผลใหเราสามารถหาคาของ virtual strain 
ขององคอาคารที่ถูกกระทํ าโดยแรงบิดนี้ไดโดยงาย

รูปที่ 7-34

พิจารณาสวนขององคอาคาร dx  ที่ถูกกระทํ าโดยแรงบิด ดังที่แสดงในรูปที่ 7-34 แรงบิดนี้กอใหเกิดความเครียด
เฉือน (shearing strain) γ  บนหนาตัดของสวนขององคอาคารมีคาเทากับγ  = c d dx θ /  ถาวัสดุยังมีพฤติกรรมอยูใน
ชวง linear elastic แลว จากสมการของ Hooke’s law ในกรณีของแรงเฉือน γ  = τ / G  โดยที่ τ = Tc J/  ดังนั้น มุม
บิดจะมีคาเทากับ dθ   = γ  dx c/  = (τ / Gc ) dx  = ( / )T GJ dx  ถาแรงแบบ virtual หนึ่งหนวยกระทํ าตอองค
อาคารและกอใหเกิดแรงบิด  virtual ภายใน t  แลว จากนั้น ให “real loads” กระทํ า ดังนั้น พลังงานความเครียดแบบ 
virtual ตลอดความยาวขององคอาคารจะมีคาเทากับ

Ut  = tTL
GJ

            (7-29)
เมื่อ t = แรงบิดในองคอาคารที่เกิดจาก external virtual unit load

T = แรงบิดในองคอาคารที่เกิดจากแรงกระทํ าจริง
J =  polar moment of inertia ของหนาตัดขององคอาคาร

=   2/4cπ  เมื่อ c คือรัศมีของหนาตัดขององคอาคาร
L = ความยาวขององคอาคาร
G = shear modulus of elasticity ของวัสดุที่ใชทํ าองคอาคาร

ในกรณีที่เราตองการหาระยะโกงตัวของคานและโครงขอแข็งเนื่องจากแรงในแนวแกน แรงเฉือน โมเมนตดัด และ
แรงบิดแลว เราจะไดวา

∆)1(  = nNL
AE

+ K
vV
GA

dx
L

( )
0
∫ + ∫ θ

L

dx
EI
Mm

0

+ tTL
GJ
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ตัวอยางที่ 7-13
จงใชวิธี unit-load method หาคาการโกงตัวในแนวนอนที่จุด A  ของโครงขอแข็งเหล็ก W360x64  ดังที่แสดง

ในรูปที่ 7-35a กํ าหนดให GPa 200=E  GPa 75=G  46 mm )179(10 =I  2mm 8150=A  โดยรวมคาการ
โกงตัวในแนวนอนเนื่องจากแรงในแนวแกนและแรงเฉือนดวย

รูปที่ 7-35

โดยวิธี unit-load method เราจะให virtual unit load ในแนวนอนไปทางขวามือ กระทํ าที่จุด A  ดังที่แสดงในรูป
ที่ 7-35b ดังนั้น เราจะหา function ของโมเมนตดัด แรงในแนวแกน และแรงเฉือนไดโดยใช free body diagram ดังที่แสดง
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ในรูปที่ 7-35b นอกจากนั้นแลว เราจะหา function ของโมเมนตดัด แรงในแนวแกน และแรงเฉือนเนื่องจากแรงกระทํ าภาย
นอกไดโดยใช free body diagram ดังที่แสดงในรูปที่ 7-35c โดยที่ function ของโมเมนตดัด แรงในแนวแกน และแรงเฉือน
เหลานี้ไดถูกสรุปอยูในตารางดังที่แสดงขางลาง

โมเมนตดัด แรงในแนวแกน และแรงเฉือนเนื่องจาก virtual
unit load ในแนวนอน

โมเมนตดัด แรงในแนวแกน และแรงเฉือนเนื่องจากแรง
กระทํ าภายนอก

11
xmh =

11 10xM =

22
xmh = 2

222 13 xxM −=
kN 1

1
=hn kN 71 =N

kN 1
2
=hn 02 =N

kN 1
1
=hv kN 101 =V

kN 1
2
=hv 22 213 xV −=

จากสมการที่ 7-25 เราจะหาคาการโกงตัวในแนวนอนที่จุด A  เนื่องจากโมเมนตดัดไดดังนี้

2

3

0

2
22

3

0
1

11 )13)(()10)((] )kN 1[( dx
EI

xxdx
EI
xx

bAh ∫∫
−

+=∆

EIEIEIEIbAh

3kN.m 75.186
4
8111790][ =−+=∆

mm 216.5m 005216.0
]m)10)(10(179][kN/m)10(200[

kN.m 75.186][ 412626

3

===∆ −bAh

จากสมการที่ 7-27 เราจะหาคาการโกงตัวในแนวนอนที่จุด A  เนื่องจากแรงในแนวแกนไดดังนี้

AEAEAE
nNL

nAh
)m 3)(0)(kN 1()m 3)(kN 7)(kN 1(] )kN 1[( +==∆ ∑

mm 0.013m )10(9.12
])kN/m][200(10)m[8150(10

kN.m 21][ 6
2626- ===∆ −

nAh

จากสมการที่ 7-28 เนื่องจากหนาตัดโครงขอแข็งเปนรูปตัว W  ดังนั้น คาตัวคูณประกอบของหนาตัดขององค
อาคาร 0.1=K  และเราจะหาคาการโกงตัวในแนวนอนที่จุด A  เนื่องจากแรงเฉือนไดเทากับ

∫ ∫∫
−

+==∆
3

0

3

0
2

2
1

0

)213)(kN 1()kN 10)(kN 1()(] )kN 1[( dx
GA

xdx
GA

dx
GA
vVK

L

vAh

GAGAGAGAvAh
kN.m 6093930][ =−+=∆

mm 0.098m)10(2.98
]m)10(8150][kN/m)10(75[

kN.m 60][ 6
2626 ===∆ −

−vAh

ผลรวมของคาการโกงตัวในแนวนอนที่จุด A  ของโครงขอแข็งเนื่องจากโมเมนตดัด แรงในแนวแกน และแรงเฉือน
มีคาเทากับ

mm 327.5098.0013.0216.5 =++=∆ Ah  หรือ mm 3.5
เราควรสังเกตดวยวา คาการโกงตัวในแนวนอนที่จุด A  เนื่องจากแรงในแนวแกนและแรงเฉือนมีคาเปน 2.1% 

ของคาการโกงตัวเนื่องจากโมเมนตดัด ซึ่งเปนเหตุผลวา ทํ าไมเราจึงไมคํ านึงของผลของแรงในแนวแกนและแรงเฉือนในการ
วิเคราะหหาคาการโกงตัวของโครงสราง
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รูปที่ 7-35d แสดงลักษณะการโกงตัวของโครงขอแข็งเนื่องจากโมเมนตดัด ซึ่งเราสามารถที่จะรางขึ้นมาไดโดยใช 
moment diagram ดังที่แสดงในรูปที่ 7-35e
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7.12 ทฤษฎีของ Castigliano
Alberto Castigliano ไดตีพิมพทฤษฎีที่ใชหาคาการโกงตัวของโครงสรางรูปแบบตางๆ ซึ่งมักถูกเรียกวา ทฤษฎีบท

ที่สองของ Castigliano (Castigliano’s second theorem) ในป ค.ศ. 1879 โดยกลาววา
ในโครงสรางอีลาสติก (Elastic structure) คาการโกงตัว i∆  ในทิศทางของแรงกระทํ าภายนอก iP  มีคา

เทากับคาอนุพันธอันดับที่หนึ่งของพลังงานความเครียดที่สะสมอยูภายในเทียบกับแรงกระทํ าภายนอก iP

รูปที่ 7-36

พิจารณาคานอีลาสติก ดังที่แสดงในรูปที่ 7-36 ในกรณีแรก กํ าหนดใหโครงสรางถูกกระทํ าโดยแรงกระทํ า P1 ,
P2 ,…, Pi ,…, Pn  และทํ าใหเกิดการเปลี่ยนตํ าแหนงที่จุดที่แรงเหลานั้นกระทํ ามีคาเปน ∆1 , ∆ 2 ,…, i∆ ,…, ∆ n  ตาม
ลํ าดับ ดังนั้น พลังงานภายนอกเนื่องจากแรงชุดนี้จะมีคาเปน

Ue  = 112
1

∆P + 222
1

∆P + … + iiP∆2
1 + … + nnP ∆

2
1

จากนั้น ใหแรง Pi  มีคาเพิ่มขึ้นเพียงเล็กนอย dPi  และการเปลี่ยนตํ าแหนงที่จุดตางๆ ที่แรงชุด P  กระทํ ามีคาเพิ่มขึ้นอีก 
1∆d , 2∆d ,…, id∆ , …, nd∆  ตามลํ าดับ ดังนั้น คาพลังงานภายนอกที่เพิ่มขึ้นจะมีคาเทากับ

edU = 11 ∆dP + 22 ∆dP + … + ii ddP ∆
2
1 + iidP ∆ + … + nndP ∆             (7-30)

และผลรวมของพลังงานภายนอกทั้งหมดจะมีคาเทากับ

Ue + edU = 112
1

∆P + 222
1

∆P + … + iiP∆2
1 + … + nnP ∆

2
1 +

11 ∆dP + 22 ∆dP + … + ii ddP ∆
2
1 + iidP ∆ + … + nndP ∆                  (7-31)

กรณีที่สอง กํ าหนดใหแรง P1 , P2 ,…, ii dPP + , … , Pn   กระทํ ากับโครงรางพรอมกันและทํ าใหเกิดการเปลี่ยน
ตํ าแหนงที่จุดเหลานั้นมีคาเปน 11 ∆+∆ d , 22 ∆+∆ d , … , ii d∆+∆ , … , nn d∆+∆  แลว เราจะไดคาพลังงาน
ภายนอกทั้งหมดจะมีคาเทากับ

 Ue + edU  = )(
2
1

111 ∆+∆ dP + )(
2
1

222 ∆+∆ dP +…+

 ))((
2
1

iiii ddPP ∆+∆+ + … + )(
2
1

nnn dP ∆+∆                       (7-32)
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เนื่องจากการเปลี่ยนตํ าแหนงที่จุดที่แรงกระทํ าเปนอิสระกับลํ าดับการกระทํ าของแรงเหลานั้น ดังนั้น จากหลักการ 
superposition (principle of superposition) เราจะไดวา คาพลังงานภายนอกที่ไดจากสมการที่ (7-31) จะมีคาเทากับคา
พลังงานภายนอกที่ไดจากสมการที่ (7-32) ดังนั้น

112
1

∆dP + 222
1

∆dP + … + ii dP ∆
2
1 + … + nndP ∆

2
1  = iidP ∆)(

2
1

หรือ 11 ∆dP + 22 ∆dP + … + iidP ∆ + … + nndP ∆  = iidP∆             (7-33)

แทนคาสมการที่ 7-33 ลงในสมการที่ 7-30 และไมคิดเทอมที่มีคานอยมาก หรือเทอม ii ddP ∆
2
1  ดังนั้น จากหลักการ

อนุรักษพลังงาน  (principle of conservation of energy) เราจะไดวา พลังงานแรงภายนอกจะมีคาเทากับพลังงาน
ความเครียด (strain energy) ที่สะสมอยูภายในตัววัตถุ หรือ edU  = dUi เราจะไดวา

idU = iidP∆

∆ i  =
i

i

Pd
dU

 
 

เนื่องจากโครงสรางมักจะถูกกระทํ าโดยแรงกระทํ าหลายคา ดังนั้น สมการการโกงตัวมักถูกเขียนใหอยูในรูปของ 
partial derivative และเราจะไดวา

∆ i  = 
i

i

P
U
 
 

 
∂
∂             (7-34)

สมการที่ 7-34 มีความหมายวา คาการโกงตัว ∆ i  ในทิศทางของแรงกระทํ าภายนอก Pi  มีคาเทากับคาอนุพันธ
อันดับที่หนึ่งของพลังงานความเครียดที่สะสมอยูภายในเทียบกับแรงกระทํ าภายนอก Pi  และเนื่องจากสมการนี้มีพื้นฐาน
มาจากหลักการ superposition ดังนั้น สมการนี้จะใชไดเฉพาะกับโครงสรางอิลาสติกเทานั้น

นอกจากทฤษฎีบทที่สองแลว Castigliano ยังไดตีพิมพทฤษฎีที่หนึ่งดวย  ซึ่งทฤษฎีนี้สามารถเขียนไดเปน

Pi  = 
i

iU
∆∂

∂
 
 

แตเนื่องจากทฤษฎีบทนี้มีขอจํ ากัดและความยุงยากมาก จึงไมถูกนํ ามาใชในการวิเคราะหโครงสราง
7.13 วิธี Castigliano ในการหาคาการโกงตัวของโครงขอหมุน

เนื่องจากชิ้นสวนของโครงขอหมุนถูกกระทํ าโดยแรงในแนวแกน ดังนั้น สมการพลังงานความเครียดในชิ้นสวนของ
โครงขอหมุนจึงอยูในรูปของสมการที่ 7-16 หรือ U N L AEi =

2 2/  เมื่อแทนสมการนี้ลงในสมการที่ 7-34 เราจะไดวา

∆  = ∂
∂ P

N L
AE

2

2∑




โดยทั่วไปแลว ลํ าดับของการทํ าผลรวมและการทํ าอนุพันธ (differentiation) นั้นเปนอิสระตอกัน ดังนั้น เราควรทํ า
การอนุพันธกอน แลวจึงทํ าการรวมสมการดังกลาวเพราะวางายกวา และเราจะไดวา

∆  = N
N
P

L
AE∑ ( )

∂
∂
  
 

            (7-34)
เมื่อ P = imaginary force ที่กระทํ ากับจุดตอของโครงขอหมุนในทิศทางที่ตองการหาคาการโกงตัว ∆

∆ = คาการโกงตัวที่จุดตอของโครงขอหมุน
N = แรงในแนวแกนของชิ้นสวนของโครงขอหมุนซึ่งเกิดจากแรงกระทํ าภายนอกและแรง P
L = ความยาวของชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอหมุน
A = พื้นที่หนาตัดของชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอหมุน
E = โมดูลัสยืดหยุน (modulus of elasticity) ของวัสดุที่ใชทํ าโครงขอหมุน
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เราควรสังเกตวา สมการนี้คลายกับสมการที่ 7-22 ของวิธี virtual work ยกเวนแตเทอม n  ถูกแทนที่โดยเทอม 
∂ ∂  N P/  โดยที่เทอมทั้งสองนี้เปนเทอมเดียวกันเนื่องจากแสดงถึงอัตราการเปลี่ยนแปลงของแรงในแนวแกนเปรียบ
เทียบกับแรง P  หรือเปนการเปลี่ยนแปลงของแรงในแนวแกนตอแรงหนึ่งหนวย (unit load)
ตัวอยางที่ 7-14

จงหาคาการแอนตัวในแนวดิ่งที่เกิดขึ้นที่จุดตอ B  และคาการแอนตัวในแนวนอนที่จุดตอ D  ของโครงขอหมุน
เหล็ก ดังที่แสดงในรูปที่ 7-37a โดยวิธีของ Castigliano กํ าหนดใหพื้นที่หนาตัดของชิ้นสวนของโครงขอหมุน 

2mm 300=A  และคา modulus of elasticity ของเหล็ก GPa 200=E

รูปที่ 7-37

หาคาการแอนตัวในแนวดิ่งที่เกิดขึ้นที่จุดตอ B
1. เนื่องจากเราตองการหาคาการแอนตัวในแนวดิ่งที่เกิดขึ้นที่จุดตอ B  ดังนั้น โดยวิธีของ Castigliano เราจะให

แรง P  กระทํ าที่จุดตอ B  ในทิศทางดิ่งลง และเราจะแทนคาแรง kN 30 ดวยแรง P  นี้ ดังที่แสดงในรูปที่ 7-37b ขอให
ทราบไวดวยวา ในกรณีนี้ เราจะให แรง P  มีคาเทากับ kN 30  เมื่อเราทํ าการแทนคาหาคาการแอนตัวดังกลาว เนื่องจาก
แรง kN 30  เปนแรงที่กระทํ าตอโครงขอหมุนจริง

2. ทํ าการวิเคราะหหาคาของแรงที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนของโครงขอหมุนเนื่องจากแรง P  โดยวิธี method of joints 
หรือ method of sections ซึ่งผลลัพธไดถูกแสดงไวในตารางขางลาง

Member (m) L  N
P
N
∂
∂ N

)kN 30( =P
N 







∂
∂
P
N  L

AB 3 0.667P 0.667 20 40
BC 3 0.333P 0.333 10 10
CD 3 0.333P 0.333 10 10

DE 4.243 -0.471P -0.471 -14.142 28.262

EF 3 -0.667P -0.667 -20 40
AF 4.243 -0.943P -0.943 -28.284 113.168

BF 3 0.667P 0.667 20 40

BE 4.243 0.471P 0.471 14.142 28.262
CE 3 0 0 0 0

kN.m 692.309=






∂
∂∑ L
P
NN

3. จากทฤษฎีของ Castigliano เราจะได คาการแอนตัวที่จุดตอ B  ของโครงขอหมุน
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AEAE
L

P
NNBv

kN.m 692.309 =






∂
∂

=∆ ∑

mm 2.5m )10(2.5
)kN/m 10(200)m 10(300

kN.m 692.309 kN 1 3
2626 ===∆ −

−Bv

mm 2.5m )10(2.5 3 ==∆ −
Bv

เนื่องจาก Bv∆  มีคาเปนบวก ดังนั้น Bv∆  จะมีทิศทางเดียวกันกับแรง P  คือมีทิศพุงลง
หาคาการแอนตัวในแนวนอนที่เกิดขึ้นที่จุดตอ D

เนื่องจากเราตองการหาคาการแอนตัวในแนวนอนที่เกิดขึ้นที่จุดตอ D  โดยวิธีของ Castigliano เราจะใหแรง P
กระทํ าที่จุดตอ D  ในทิศทางนอนไปทางซายมือ ดังที่แสดงในรูปที่ 7-37c และจากการวิเคราะหโครงขอหมุน เราจะไดผล
ลัพธดังที่แสดงไวในตารางขางลาง

Member (m) L  N
P
N
∂
∂ N

)kN 0( =P
 L

P
NN 






∂
∂

AB 3 20+P 1 20 60
BC 3 10+P 1 10 30
CD 3 10+P 1 10 30

DE 4.243 -14.142 0 -14.142 0

EF 3 -20 0 -20 0

AF 4.243 -28.284 0 -28.284 0

BF 3 20 0 20 0

BE 4.243 14.142 0 14.142 0
CE 3 0 0 0 0

จากผลการวิเคราะห เราจะเห็นไดวา มีเพียงคา  L
P
NN 






∂
∂  ในชิ้นสวน AB  BC  และ CD  เทานั้นที่มีคาไม

เทากับศูนย โดยที่ kN.m 120=






∂
∂∑ L
P
NN

จากทฤษฎีของ Castigliano เราจะได คาการแอนตัวในแนวนอนที่เกิดขึ้นที่จุดตอ D  ของโครงขอหมุน

AEAE
L

P
NNBh

kN.m 120 =






∂
∂

=∆ ∑

mm 2m )10(2
)kN/m 10(200)m 10(300

kN.m 120 3
2626 ===∆ −

−Bh

เนื่องจาก Bh∆  มีคาเปนบวก ดังนั้น Bh∆  จะมีทิศทางเดียวกันกับแรง P  คือมีทิศไปทางซายมือ
7.14 วิธี Castigliano ในการหาคาการโกงตัวของคานและโครงขอแข็ง
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คานและโครงขอแข็งมักจะถูกกระทํ าโดยแรงดัด ดังนั้น สมการพลังงานความเครียดของคานและโครงขอแข็งจะ
อยูในรูปของสมการที่ 7-18 หรือ Ui = ∫ M dx EI2 2/ ) เมื่อแทนคาสมการนี้ลงในสมการที่ 7-33 เราจะไดวา

∆  = ∂
∂ P

M dx
EI

L 2

0 2∫
จากนั้น ทํ าอนุพันธ (differentiate) แลวทํ าการอินทิเกรต (integrate) สมการดังกลาว เราจะไดวา

∆  = M
M
P
dx
EI

L

( )
∂
∂
 
 0

∫           (7-35)

เมื่อ P = imaginary force ที่กระทํ ากับคานหรือโครงขอแข็งในทิศทางที่ตองการหาคาการโกงตัว ∆
∆ = คาการโกงตัวของคานและโครงขอแข็ง
M = โมเมนตที่เกิดขึ้นในคานหรือโครงขอแข็ง ซึ่งเกิดจากแรงกระทํ าภายนอกและแรง P
L = ความยาวคานหรือองคอาคารของโครงขอแข็ง
I = moment of inertia รอบแกนสะเทิน (neutral axis) ของคานหรือองคอาคารของโครงขอแข็ง
E = โมดูลัสยืดหยุน (modulus of elasticity) ของวัสดุที่ใชทํ าคานหรือโครงขอแข็ง

ถาเราตองการหาคามุมลาดเอียง (slope) θ  บนคานหรือโครงขอแข็งแลว เราจะให imaginary moment ′M
กระทํ าที่จุดนั้นในทิศทางที่ตองการหาคามุมลาดเอียง จากนั้นทํ า partial derivative สมการของโมเมนต M  เนื่องจากแรง
กระทํ าและ imaginary moment เทียบกับ imaginary moment ดังนั้น เราจะไดวา

θ   = M
M
M

dx
EI

L

( )
∂
∂

 
  ′∫

0

           (7-36)

เชนเดียวกับในกรณีของโครงขอหมุน สมการที่ 7-35 และ 7-36 มีลักษณะคลายคลึงกับสมการที่ 7-25 และ 7-26 ของวิธี 
virtual work ตามลํ าดับ ยกเวนแตเทอม m  และ mθ  จะถูกแทนที่ดวยเทอม ∂ ∂  M P/  และ ∂ ∂ M M/ ′  ตามลํ าดับ

ในกรณีที่เราตองการหาระยะโกงตัวของคานและโครงขอแข็งเนื่องจากแรงในแนวแกน แรงเฉือน โมเมนตดัด และ
แรงบิดแลว เราจะไดวา

∆  = N
N
P

L
AE∑ ( )

∂
∂
  
 

+ K V
GA

V
P
dx

L

( )( )
∂
∂
 
 0

∫ + M
M
P
dx
EI

L

( )
∂
∂
 
 0

∫ + ( )( )
T
GJ

T
P
dx

L ∂
∂
 
 0

∫
ตัวอยางที่ 7-15

จงหาคาการโกงตัวในแนวดิ่งของคานที่จุด C  และคา slope ที่จุด B  ของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 7-38a โดยวิธี
ของ Castigliano กํ าหนดให GPa 200=E   46 mm )179(10 =I
หาคาการโกงตัวในแนวดิ่งของคานที่จุด C

1. โดยวิธีของ Castigliano เมื่อเราตองการหาคาการโกงตัวในแนวดิ่งของคานที่จุด C  เราจะใหแรงในแนวดิ่ง P
กระทํ าที่จุด C  แสดงในรูปที่ 7-38c

2. จากรูปที่ 7-38c เราจะหาโมเมนตดัดภายในที่เกิดจากการกระทํ าของแรงตางๆ ไดดังนี้

11 PxM −= 1
1 x
P
M

−=
∂
∂

2
222 10)1( xxPM −+−= 12

2 −−=
∂
∂ x
P
M

เมื่อให 0=P  เราจะไดวา 01 =M  และ 2
22 10xM −=

3. โดยทฤษฎีของ Castigliano เราจะไดวา
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EI
dx

P
MM

L

C ∫ 






∂
∂

=∆
0

∫ ∫
−−−

+
−

=∆
1

0
2

2

0

2
2
2

1
1 )1)(10())(0( dx

EI
xxdx

EI
x

C

mm 1.9  m00186.
]m)10(179][kN/m)10(200[3

kN.m 200
3
2000 4626

3

===+=∆ −EIC

เนื่องจาก C∆  มีคาเปนบวก ดังนั้น C∆  จะมีทิศทางเดียวกันกับแรง P  คือมีทิศพุงลง รูปที่ 7-38d แสดง
ลักษณะการโกงตัวของคาน

รูปที่ 7-38

หาคา slope ที่จุด B
1. โดยวิธีของ Castigliano เมื่อเราตองการหาคา slope ที่จุด B  เราจะใหโมเมนตดัด 'M  กระทํ าที่จุด B  ดังที่

แสดงในรูปที่ 7-38c ซึ่งจากคานในรูปที่ 7-38a เราควรที่จะแบงคานโดยใช coordinate 1x  และ 2x  ดังที่แสดง
2. จากรูปที่ 7-38b เราจะหาโมเมนตดัดภายในที่เกิดจากการกระทํ าของแรงภายนอกและโมเมนต 'M  ไดดังนี้

01 =M 0
'

1 =
∂
∂
M
M

2
22 10' xMM −= 1

'
2 =

∂
∂
M
M

เมื่อให 0'=M  เราจะไดวา 01 =M  และ 2
22 10xM −=
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3. โดยทฤษฎีของ Castigliano เราจะไดวา

EI
dx

M
MM

L

B ∫ 






∂
∂

=
0 '

θ

∫ −=
−

=
2

0

2

2

2
2

3
kN.m 80)1)(10(
EI

dx
EI
x

Bθ

radian )0.74(10
]m)10(179][kN/m)10(200[3

kN.m 80 3-
4626

2

−=−= −Bθ

เนื่องจาก Bθ  มีคาเปนลบ ดังนั้น Bθ  จะมีทิศทางตรงกันขามกับโมเมนตดัด 'M  คือมีทิศตามเข็มนาฬิกา ขอให
สังเกตดวยวา คา slope ในชวง BC  ของคานจะมีคาคงที่เทากับ Bθ  เนื่องจากไมมีแรงภายนอกกระทํ าในชวงนี้ของคาน
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ตัวอยางที่ 7-16
พิจารณาโครงขอแข็งเหล็ก W360x64  ซึ่งถูกกระทํ าโดยแรง kN 10  ที่ปลายอิสระ A  ดังที่แสดงในรูปที่ 7-

39a กํ าหนดให GPa 200=E  และ 46 mm )179(10 =I จงใชวิธีของ Castigliano หา
1. คาการโกงตัวในแนวดิ่งที่จุด A
2. คาของ slope ที่จุด A

รูปที่ 7-39

1. โดยวิธีของ Castigliano เมื่อเราตองการหาคาการโกงตัวในแนวดิ่งและคาของ slope ที่จุด A  เราจะใหแรงใน
แนวดิ่ง P  และโมเมนตดัด 'M  กระทํ าที่จุด A  แสดงในรูปที่ 7-38b

Member Limits M
P
M
∂
∂

'M
M

∂
∂ M

)0' kN, 10( == MP

AB 0 ถึง 3 '11 MPxM −−=
1

1 x
P
M

−=
∂
∂

1
'

1 −=
∂
∂
M
M

11 10xM −=

BC 0 ถึง 3 '32 MPM −−= 32 −=
∂
∂
P
M

1
'

2 −=
∂
∂
M
M 302 −=M

2. จากรูปที่ 7-38b เราจะหาโมเมนตดัดภายในที่เกิดจากการกระทํ าของแรง P  และโมเมนตดัด 'M   ไดดังที่

แสดงใน column ที่ 3 ในตาราง และเราจะหา 
P
M
∂
∂  และ 

'M
M

∂
∂  ไดดังที่แสดงใน column ที่ 4 และ 5 ตามลํ าดับ จากนั้น 
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เมื่อให kN 10=P  ซึ่งเปนแรงจริงที่กระทํ าตอโครงขอแข็ง และ 0'=M  เราจะไดวา คาโมเมนตดัดภายใน M  ไดดังที่
แสดงใน column ที่ 6

Member Limits M
P
M
∂
∂

'M
M

∂
∂ M

)0' kN, 10( == MP

AB 0 ถึง 3 '11 MPxM −−=
1

1 x
P
M

−=
∂
∂ 11 −=M 11 10xM −=

BC 0 ถึง 3 '32 MPM −−= 32 −=M 12 −=M 302 −=M

3. ทฤษฎีของ Castigliano
หาคาการโกงตัวในแนวดิ่งที่จุด A

EI
dx

P
MM

L

A ∫ 






∂
∂

=∆
0

∫ ∫
−−

+
−−

=∆
3

0
2

3

0
1

11 )3)(30()10)(( dx
EI

dx
EI

xx
A

EIEIEIA

3kN.m 36027090
=+=∆

เนื่องจาก C∆  มีคาเปนบวก ดังนั้น C∆  จะมีทิศทางเดียวกันกับแรง P  คือมีทิศพุงลง เมื่อแทนคาตางๆ ลงใน
สมการของ Av∆  พรอมทํ าการแปลงหนวยใหสอดคลองกัน เราจะไดวา

mm 10m 010.0
]m)10)(10(179][kN/m)10(200[

kN.m 360
412626

3

===∆ −A

คาของ slope ที่จุด A

EI
dx

M
MM

L

A ∫ 






∂
∂

=∆
0 '

2

3

0

3

0
1

1 )30)(1()10)(1( dx
EI

dx
EI

x
A ∫∫

−−
+

−−
=θ

EIEIEIA

2kN.m 1359045
−=+=θ

เนื่องจาก Aθ  มีคาเปนบวก ดังนั้น Aθ  จะมีทิศทางเดียวกันกับ virtual unit moment ซึ่งมีทิศทางทวนเข็ม
นาฬิกา เมื่อแทนคาตางๆ ลงในสมการของ Aθ  พรอมทํ าการแปลงหนวยใหสอดคลองกัน เราจะได

radian 00377.0
]m)10)(10(179][kN/m)10(200[

kN.m 135
412626

3

== −Aθ
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บทที่ 8
Analysis of Indeterminate Structures by Force Method

8.1 Statically Indeterminate Structures
โครงสราง statically indeterminate เปนโครงสรางซึ่งมีผลรวมของจํ านวนของแรงปฏิกริยา (reactions) และ

จํ านวนของแรงและโมเมนตภายใน (internal loads) ที่ไมทราบคามากกวาจํ านวนของสมการความสมดุลของโครงสราง
และเปนโครงสรางที่มีเสถียรภาพ  โครงสรางโดยทั่วไปจะเปนโครงสราง statically indeterminate โดยเฉพาะโครงสราง
คอนกรีตเสริมเหล็ก (reinforced concrete structures) ซึ่งเกิดจากการกอสรางที่เปนการเทคอนกรีตอยางตอเนื่องซึ่งทํ าให
จุดตอขององคอาคารเปนจุดตอยึดแนน (fixed joint)
ขอดีของโครงสราง statically indeterminate (Advantages of Statically Indeterminate Structures)

1. โครงสราง statically indeterminate เปนโครงสรางที่ใชวัสดุนอยกวาและมีการโกงตัวนอยกวาโครง
สราง statically determinate กํ าหนดใหแรงและนํ้ าหนักบรรทุกที่กระทํ าตอโครงสรางมีคาและรูปแบบใดรูป
แบบหนึ่งแลว โครงสราง statically indeterminate จะมีขนาดเล็กกวาโครงสราง statically determinate 
และ ถากํ าหนดใหขนาดหนาตัดของโครงสรางมีคาเทากันแลว โครงสราง statically indeterminate จะมี
ระยะโกงตัวนอยกวาระยะโกงตัวของโครงสราง statically determinate ยกตัวอยางเชน คานตามที่แสดงใน
รูปที่ 8-1 จากรูปที่ 8-1a และ 8-1b คาน statically indeterminate ที่มีจุดรองรับยึดแนน (fixed-supported 
beam) จะมีคาโมเมนตสูงสุดนอยกวาคาโมเมนตสูงสุดของคาน statically determinate ที่มีจุดรองรับเปน
หมุดและ roller สองเทา และระยะโกงตัวสูงสุดของคานที่มีจุดรองรับยึดแนนจะมีคานอยกวาระยะโกงตัวสูง
สุดของคานที่มีจุดรองรับเปนหมุดและ roller ส่ีเทา

รูปที่ 8-1

2. โครงสราง statically indeterminate เปนโครงสรางที่มีการกระจายแรงที่ดีกวาโครงสราง statically 
determinate ในกรณีที่มีความผิดพลาดเกิดขึ้นในการกอสรางหรือในกรณีที่แรงกระทํ ามีคามากกวาที่ไดออก
แบบไวมาก โครงสราง statically indeterminate จะมีการกระจายแรงและโมเมนตภายใน (internal loads) 
กลับไปที่จุดรองรับของโครงสราง ซึ่งจะเปนผลใหโครงสรางนี้มีเสถียรภาพและไมวิบัติอยางฉับพลัน 
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พิจารณาคาน ตามที่แสดงในรูปที่ 8-1a เมื่อแรง P  มีคาเพิ่มขึ้นเรื่อยๆ จนถึงจุดๆ หนึ่งแลว วัสดุที่ใชทํ าคาน
ที่จุดที่รับโมเมนตสูงสุด (ที่ผนังและที่กึ่งกลางคาน) จะเกิดการคลาก (yielding) ขึ้น และจุดทั้งสามนี้จะมี
พฤติกรรมเหมือนบานพับ (hinge) หรือที่เรียกวา plastic hinge ซึ่งทํ าใหคานดังกลาวมีพฤติกรรมเปล่ียนไป
เปนแบบคานที่ถูกรองรับโดย hinge และเมื่อระยะโกงตัวมีคามากขึ้น ผนังที่รองรับคานในรูปของ hinge จะ
ตานทานแรงและโมเมนตปฏิกริยาและจะปองกันการวิบัติของคานอยางฉับพลัน ในกรณีของคาน ตามที่
แสดงในรูปที่ 8-1b เมื่อแรง P  มีคาเพิ่มขึ้นเรื่อยๆ จนถึงจุดๆ หนึ่ง แลว plastic hinge จะเกิดขึ้นที่จุดกึ่ง
กลางของคานเทานั้น และเมื่อระยะโกงตัวมีคามากขึ้นเรื่อยๆ จนถึงคาหนึ่ง คานจะวิบัติอยางฉับพลัน

3. โครงสราง statically indeterminate ทํ าใหเกิดการกอสรางแบบ cantilever การกอสรางในรูปแบบ 
cantilever ดังที่แสดงในรูปที่ 8-2 ทํ าใหการกอสรางสะพานมีความงายขึ้นมาก เมื่อพื้นที่ใตสะพานมีระดับนํ้ า
ที่ลึกหรือมีการใชงานอยูในขณะที่ทํ าการกอสราง

รูปที่ 8-2
ขอเสียของโครงสราง statically indeterminate (Disadvantages of Statically Indeterminate Structures)

1. การวิเคราะหและการออกแบบโครงสราง statically indeterminate มีความยุงยากมากกวาการ
วิเคราะหและการออกแบบโครงสราง statically determinate เราจะไมสามารถวิเคราะหโครงสราง
statically indeterminate ได ถาเราไมทราบขอมูลของขนาดหนาตัดขององคอาคารของโครงสราง และใน
ทางกลับกัน ถาเราไมทราบคาแรงและโมเมนตที่เกิดขึ้นภายในโครงสรางแลว เราก็จะไมสามารถออกแบบหา
ขนาดหนาตัดของโครงสรางได โดยปกติแลว ปญหานี้ไดถูกแกไขโดยการวิเคราะหโครงสรางอยางประมาณ 
“approximate analysis” กอน แลวใชคาแรงและโมเมนตที่วิเคราะหไดในการออกแบบโครงสราง จากนั้น 
ทํ าการวิเคราะหโครงสรางที่ไดโดยการวิเคราะหโครงสรางแบบ “exact analysis” แลวทํ าการออกแบบโครง
สรางอีกครั้งหนึ่ง ขั้นตอนการวิเคราะหและออกแบบจะถูกกระทํ าซํ้ าๆ จนหนาตัดขององคอาคารที่ไดมีการ
เปล่ียนแปลงจากการวิเคราะหและออกแบบในครั้งกอนหนานี้นอยมาก

2. ในบางกรณี คากอสรางโครงสราง statically indeterminate มีราคาที่แพงกวาโครงสราง statically 
determinate เชนในโครงสรางเหล็ก (steel structure) เปนตน เนื่องจากโครงสราง statically indeterminate 
ตองการจุดรองรับ (supports) และจุดตอ (connections) ที่มีความแกรงสูง ดังนั้น คากอสรางจุดตอและจุด
รองรับของโครงสรางเหล็กที่เพิ่มขึ้นอาจจะมีคาสูงกวาคาวัสดุที่ลดลงเนื่องจาก indeterminacy ของโครง
สราง
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3. การทรุดตัวที่ไมเทากัน การเปลี่ยนแปลงของอุณหภูมิ และความผิดพลาดในการกอสรางจะกอให
เกิดหนวยแรงขึ้นภายในโครงสราง statically indeterminate เพราะจุดรองรับและจุดตอของโครงสรางจะ
ไมยอมใหมีการยืดหรือหดตัวเกิดขึ้น

4. การเปลี่ยนแปลงรูปแบบของแรงกระทํ าตอโครงสรางอาจจะทํ าใหเกิด stress reversal ขึ้นในโครง
สราง statically indeterminate ไดงายกวาในโครงสราง statically determinate ซึ่งในบางกรณี เราจะ
ตองเสริมหนาตัดขององคอาคารของโครงสราง statically indeterminate เพื่อที่จะรองรับ stress reversal นี้

ขั้นตอนการวิเคราะหโครงสราง Statically Indeterminate (Methods of Analysis of Statically Indeterminate 
Structures)

โครงสราง statically indeterminate เปนโครงสรางที่เราไมสามารถทํ าการวิเคราะหไดโดยใชสมการความสมดุล
ของโครงสรางเพียงอยางเดียว เราตองใชสมการความสอดคลอง (compatibility equation) และความสัมพันธระหวางแรง
และการเปลี่ยนตํ าแหนง (force-displacement relationships) ของโครงสรางในการวิเคราะหดวย โดยที่สมการความสอด
คลองเปนเงื่อนไขที่กํ าหนดใหโครงสรางไมมีการแตกแยกหรือ overlaps กันภายใตแรงกระทํ า และความสัมพันธของแรง
และการเปลี่ยนตํ าแหนงของโครงสรางจะกํ าหนดพฤติกรรมของวัสดุในการตอบสนองตอแรงกระทํ า ในการศึกษาวิชานี้เรา
กํ าหนดใหการตอบสนองของวัสดุเปนแบบ linear elastic ภายใตแรงกระทํ า โดยทั่วไปแลว วิธีวิเคราะหโครงสราง statically 
indeterminate จะถูกแบงออกเปน 2 วิธีหลักคือ force method และ displacement method
วิธี force method

1. เปล่ียนโครงสราง statically indeterminate เปนโครงสราง statically determinate โดยการเอาแรงเกินจํ า
เปน (redundant force) ซึ่งเปนตัวแปรไมทราบคา (unknown) ออกจากโครงสราง จากนั้น คํ านวณหาคา
เปล่ียนตํ าแหนง (displacement) เนื่องจากแรงกระทํ า ณ จุดและในทิศทางที่แรงเกินจํ าเปนกระทํ า

2. ใหแรงเกินจํ าเปนกระทํ าตอโครงสรางที่ละแรง (โดยไมมีแรงภายนอกกระทํ า) แลว หาคาการเปลี่ยนตํ าแหนง 
ณ จุดตางๆ ในทิศทางที่แรงเกินจํ าเปนกระทํ า

3. เขียนสมการความสอดคลองของโครงสราง ซึ่งมีจํ านวนเทากับ degree of indeterminacy ของโครงสราง
แลว แกสมการหลายชั้น (simultaneous equation) เพื่อหาคาแรงเกินจํ าเปน

4. ใชสมการความสมดุลหา shear diagram และ moment diagram
วิธีการนี้ยังถูกเรียกในอีกชื่อหนึ่งวาวิธีเปล่ียนรูปรางตอเนื่อง (method of consistent deformation) อีกวิธีการ

หนึ่งที่เปนวิธี force method คือ วิธีงานนอยที่สุด (method of least work) ซึ่งมีพื้นฐานมาจากทฤษฎีของ Castigliano
วิธี displacement method

1. กํ าหนดใหมีการเปลี่ยนตํ าแหนงที่ไมทราบคา (unknown displacement) เกิดขึ้นที่จุดตอ (joint) ตางๆ ของ
โครงสราง

2. เขียนสมการแสดงความสัมพันธของแรงและการเปลี่ยนตํ าแหนงที่ไมทราบคา
3. เขียนสมการความสมดุลที่จุดตอของโครงสรางจากสมการแสดงความสัมพันธของแรงและการเปลี่ยน

ตํ าแหนงที่ไมทราบคา
4. แกสมการหลายชั้นเพื่อหาคาของการเปลี่ยนตํ าแหนง
5. โดยการแทนคาการเปลี่ยนตํ าแหนงที่หามาไดลงในสมการแสดงความสัมพันธของแรงและการเปลี่ยน

ตํ าแหนงของโครงสราง เพื่อหาคาแรงตางๆ ที่เกิดขึ้นในโครงสราง
6. ใชสมการความสมดุลเขียน shear diagram และ moment diagram
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ตัวอยางของวิธีการวิเคราะหโครงสราง statically indeterminate ที่เราจะไดศึกษาตอไปคือ วิธีมุมลาด-การแอน 
(slope-deflection method) วิธีกระจายโมเมนต (moment distribution method) และวิธี matrix displacement method

วิธีการวิเคราะหโครงสรางทั้งสองนี้มีขอดีและขอเสียในการใชที่แตกตางกัน ซึ่งขึ้นอยูกับ geometry และ degree 
of indeterminacy ของโครงสราง
8.2 วิธีเปล่ียนรูปรางตอเนื่อง (method of consistent deformation)

พิจารณาคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 8-3a ซึ่งเปนโครงสรางที่มีจํ านวนดีกรีอินดีเทอรมิเนทเทากับ 1 (statically 
indeterminate to the first degree) เนื่องจากมีแรงปฏิกริยาที่ไมทราบคาที่จุดรองรับ A  และ B  รวม 4 แรง และมีสมการ
ความสมดุลแค 3 สมการเทานั้น ดังนั้น เราจะวิเคราะหคานดังกลาวไดดังตอไปนี้

           
รูปที่ 8-3

1. เลือกแรงปฏิกริยาคาหนึ่งใหเปนแรงเกินจํ าเปน (redundant force) โดยที่เราจะเลือกโดยพิจารณาถึงความ
งายในการหาการเปลี่ยนตํ าแหนงของโครงสรางเปนหลัก ในที่นี้ เราจะเลือกแรงปฎิกริยาที่จุด B  เปนแรง
เกินจํ าเปน และเมื่อเราเอาแรงเกินจํ าเปนออก คานดังกลาวจะกลายเปนคานยื่น (cantilever beam) ซึ่งเปน
โครงสราง statically determinate และถูกเรียกวาโครงสรางปฐม (primary structure)  ดังที่แสดงในรูปที่ 8-
3b

2. หาระยะการโกงตัวของคานที่จุด B  เนื่องจากแรง P  ใหมีคาเทากับ ∆ B  ซึ่งมีทิศทางลง
3. โดยหลักการ superposition เราจะไดวา แรงปฏิกริยาที่ไมทราบคาที่จุด B  ( )By  จะทํ าใหเกิดการโกงตัว

ของคานที่จุด B  ในทิศทางขึ้นและใหมีคาเทากับ ′∆ BB  ดังที่แสดงในรูปที่ 8-3c โดยที่ subscript ตัวแรก 
( B ) แทนจุดที่เราตองการหาระยะการโกงตัวและ subscript ตัวที่สอง ( B ) แทนจุดที่แรงปฏิกริยาที่ไมทราบ
คากระทํ า ซึ่งถากํ าหนดใหระยะการโกงตัวที่มีทิศทางลงมีคาเปนบวกแลว จากรูปที่ 8-3b และ 8-3c เราจะ
เขียนสมการความสอดคลอง (compatibility equation) ที่จุด B  ไดเปน
+↓ 0 = ∆ B - ′∆ BB

โดยทั่วไปแลว เราจะกํ าหนดใหแรงปฏิกริยาที่ไมทราบคาที่จุด B  ( )By  มีคา 1 หนวย ซึ่งจะทํ าใหเกิดการ
โกงตัวที่จุด B  มีคาเปน f BB  และเราจะเรียก f BB  วา linear flexibility coefficient ตามที่แสดงในรูปที่ 8-
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3d โดยที่ subscripts ดังกลาวจะบอกตํ าแหนงเชนเดียวกับ subscripts ของระยะโกงตัว ′∆ BB  เมื่อวัสดุมี
พฤติกรรมแบบ linear elastic ภายใตแรงกระทํ า P  แลว คา ′∆ BB  จะแปรผันโดยตรงกับคา f BB  หรือ

′ =∆ BB By f BB
ดังนั้น จากรูปที่ 8-3b และ 8-3d เราจะเขียนสมการความสอดคลองที่จุด B  ไดใหมเปน

0 =  ∆ B - By f BB
และแรงปฏิกริยาที่จุด B  จะมีคาเทากับ

By  = 
BB

B

f
∆

ตัวอยางที่ 8-1
พิจารณาคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 8-3a กํ าหนดใหคานมีความยาว L  และแรง P  กระทํ าที่กึ่งกลางคานที่ระยะ 

2/L  จากจุดรองรับ A  ดังที่แสดงในรูปที่ 8-4a  จงหา
1. สมการของแรงปฏิกริยาที่จุดรองรับ B
2. เขียน shear diagram และ moment diagram ของคาน
3. สมการของการโกงตัวของคานที่จุดที่แรงกระทํ า C

โดยวิธีเปล่ียนรูปรางตอเนื่อง

รูปที่ 8-4

คาแรงปฏิกริยาที่จุดรองรับ B
1. กํ าหนดใหแรงปฎิกริยาที่จุด B  เปนแรงเกินจํ าเปน ดังนั้น จากหลักการ superposition เราจะทํ าการแยกคาน

ออกได ดังที่แสดงในรูปที่ 8-3b และ 8-3c และกํ าหนดให ′ =∆ BB By f BB  เมื่อ f BB  เปนคาการโกงตัวที่จุด B  เนื่อง
จากแรง 1 หนวยในทิศทางของแรงปฎิกริยา yB

2. จาก compatibility condition ที่จุดรองรับ B  เราจะไดวา
+↓ 0 =  ∆ B - By f BB
โดยวิธี conjugate beam และรูปที่ 8-3b เราจะได

EI
PLL

EI
PL

B 48
5

6
5

8

32

=





=∆

โดยวิธี conjugate beam และรูปที่ 8-3d เราจะได

EI
LL

EI
LfBB 33

2
2

32

=





=

จากสมการ compatibility เราจะไดวา

16
5PBy =

เมื่อเราทราบแรงปฎิกริยา yB  แลว เราจะใชสมการสมดุลหาคาแรงปฏิกริยา yA  และ AM  ไดดังที่แสดงโดย 
free body diagram ในรูปที่ 8-4b โดยที่
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16
11PAy = และ

16
3PLM A =

3. เราจะเขียน shear diagram และ moment diagram ของคานได ดังที่แสดงในรูปที่ 8-4c ตามลํ าดับ

4. เราจะหาสมการของการโกงตัวในแนวดิ่งที่จุด C  ไดโดยใชวิธี conjugate beam และจาก free body 
diagram ของสวน ''BC  ของ conjugate beam ดังที่แสดงในรูปที่ 8-4d และเราจะไดวา

EI
PLM CC 768

7 3

' −=∆=
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เนื่องจากวา เราสามารถเลือกคาของแรงหรือโมเมนตปฏิกริยาใดๆ เปน redundant ก็ได ดังนั้น เราจะวิเคราะห
คาน ดังที่แสดงในรูปที่ 8-3a โดยใหโมเมนตปฏิกริยาที่จุด A  เปน redundant ได ดังที่แสดงในรูปที่ 8-5 และเราจะ
วิเคราะหคานดังกลาวไดดังตอไปนี้

รูปที่ 8-5

1. ใหโมเมนตปฏิกริยาที่จุด A  เปน redundant  ซึ่งเราจะเขียนโครงสรางปฐม (primary structure) ของคาน
ไดโดยการเปลี่ยนจุดรองรับ (support) ที่ A  จากแบบยึดแนนใหเปนหมุด ตามที่แสดงในรูปที่ 8-5b

2. หาคาการหมุน (rotation) ที่จุด A  เนื่องจากแรงกระทํ า P  โดยกํ าหนดใหมีคา Aθ

3. หาคาการหมุน angular flexibility coefficient ที่จุด A  โดยใหโมเมนตขนาด 1 หนวยกระทํ าที่จุด A  ในทิศ
ทางของ redundant MA  กํ าหนดใหมีคา AAα  ดังนั้น เราจะเขียนสมการความสอดคลอง (compatibility 
equation)  ของการหมุนที่จุด A  ไดเปน

+ 0 = Aθ + MA α AA

และเราจะหาคาของโมเมนตปฏิกริยาที่จุด A  ไดจาก

AA

A
AM α

θ
−=

เครื่องหมายลบของ MA  แสดงวา MA  มีทิศทางตรงกันขามกับทิศทางของโมเมนต 1 หนวย
ตัวอยางที่ 8-2

จงหาแรงปฏิกริยาที่จุดรองรับ B  ของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 8-3a โดยวิธีเปล่ียนรูปรางตอเนื่อง กํ าหนดใหคานมี
ความยาว L  และแรง P  กระทํ าที่กึ่งกลางคานที่ระยะ 2/L  จากจุดรองรับ A  ดังที่แสดงในรูปที่ 8-4a

1. กํ าหนดใหโมเมนตปฏิกริยาที่จุด A  เปน redundant ดังนั้น จากหลักการ superposition เราจะทํ าการแยก
คานออกได ดังที่แสดงในรูปที่ 8-5b และ 8-5c และกํ าหนดให =AA'θ Aθ + MA α AA  เมื่อ AAα  เปนคา slope ที่จุด A
เนื่องจากโมเมนตดัด 1 หนวยในทิศทางของโมเมนตดัด MA
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2. จาก compatibility condition ที่จุดรองรับ A  เราจะไดวา
+ 0 = Aθ + MA α AA

โดยวิธี conjugate beam และรูปที่ 8-5b เราจะได

EI
PL

EI
PL

A 162
1

8

22

=





=θ

โดยวิธี conjugate beam และรูปที่ 8-5d เราจะได

EI
L

EI
L

AA 33
2

2
=






=α

จากสมการ compatibility เราจะไดวา

16
3PLM A =

เมื่อเราทราบแรงปฎิกริยา MA  แลว เราจะใชสมการสมดุลหาคาแรงปฏิกริยา yA  และ yB  โดยที่

16
11PAy = และ

16
5PBy =
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เมื่อคานมี degree of indeterminacy เทากับสอง ดังตัวอยางที่แสดงในรูปที่ 8-6a แลว เราจะวิเคราะหคานดัง
กลาวไดดังตอไปนี้

1. สมมุติใหแรงปฏิกริยาที่จุดรองรับ B  และ C  เปน redundant  เมื่อเราเอาจุดรองรับทั้งสองออกแลว เราจะ
ไดคาน statically determinate ซึ่งเปนโครงสรางปฐม ดังที่แสดงในรูปที่ 8-6b

2. หาระยะโกงตัวเนื่องจากแรง P1  และ P2  ที่จุด B  และจุด C  ใหมีคาเทากับ ∆ B  และ ∆C

3. โดยหลักการ superposition เราจะใหแรงเกินจํ าเปนขนาด 1 หนวยกระทํ าที่จุด B  ซึ่งจะทํ าใหเกิดการโกง
ตัวของคานที่จุด B  และจุด C  มีเปนคา f BB  และ f CB  ดังที่แสดงในรูปที่ 8-6e ตามลํ าดับ จากนั้น ให
แรงเกินจํ าเปนขนาด 1 หนวยกระทํ าที่จุด C  ซึ่งจะทํ าใหเกิดการโกงตัวของคานที่จุด B  และจุด C  มีเปน
คา f CC  และ f BC  ตามที่แสดงในรูปที่ 8-6f ตามลํ าดับ และเราจะเขียนสมการความสอดคลองของการโกง
ตัวที่จุด B  และจุด C  ไดเปน
+↓ 0 = ∆ B + By f BB +Cy f BC
+↓ 0 = ∆C + By fCB +Cy fCC (8-1)

หลังจากที่เราแกสมการหาคาของแรงปฏิกริยา By  และ Cy  แลว เราจะวิเคราะหคานตอไปโดยใชสมการความสมดุล

รูปที่ 8-6
ตัวอยางที่ 8-3

จงทํ าการวิเคราะหคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 8-7 โดยวิธีเปล่ียนรูปรางตอเนื่อง
เราควรสังเกตดวยวา คานนี้มีความสมมาตรที่จุดกึ่งกลางคาน
1. กํ าหนดใหโมเมนตปฏิกริยาที่จุดรองรับ A  และจุดรองรับ B  เปน redundant ของคาน ดังนั้น จากหลักการ 

superposition เราจะทํ าการแยกคานออกได ดังที่แสดงในรูปที่ 8-7
2. จาก compatibility condition ที่จุดรองรับ A  เราจะไดวา
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+ 0 = Aθ + MA α AA + BM ABα

จาก compatibility condition ที่จุดรองรับ B  เราจะไดวา
+ 0 = Bθ + MA BAα + BM BBα

         
รูปที่ 8-7

โดยวิธี conjugate beam เราจะได

EI
wLL

EI
wL

A 2483
2

2
1 32

=




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−=θ
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B 2483
2

2
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=

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
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L

AA 33
2

2
=


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
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EI
L
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L

BA 63
1

2
=






=α

EI
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L

AB 63
1

2
=


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
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EI
L

EI
L

BB 33
2

2
=






=α

เมื่อแทนคา slope ตางๆ ที่หาไดลงในสมการ compatibility เราจะไดวา

12

2wLM A = และ
12

2wLM B =

จากสมการสมดุล เราจะหาคาแรงปฏิกริยา yA  และ yB  ไดวา

2
wLAy = และ

2
wLBy =

3. เราจะเขียน shear diagram และ moment diagram ของคานไดดังที่แสดงในรูปที่ 8-7c
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4. เราจะรางรูปรางการโกงตัวของคานไดดังที่แสดงในรูปที่ 8-7d โดยเราจะหาคาการโกงตัวที่จุดใดๆ บนคานได
โดยใชวิธี conjugate-beam
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8.3 กฎผกผันของ Maxwell (Maxwell’s Theorem of Reciprocal Displacements)
กฎผกผันของ Maxwell จะชวยใหเราวิเคราะหโครงสรางโดยวิธี force Method ไดงายขึ้นมาก โดยกฎนี้กลาววา
คาการเปล่ียนตํ าแหนง (displacement) ที่เกิดขึ้นที่จุด B  บนโครงสราง ในทิศทาง b เนื่องจากแรงขนาด 

1 หนวยกระทํ าที่จุด A  ในทิศทาง a จะมีคาเทากับคาการเปล่ียนตํ าแหนงที่เกิดขึ้นที่จุด A  ในทิศทาง a เนื่อง
จากแรงขนาด 1 หนวยกระทํ าที่จุด B  ในทิศทาง b หรือ f BA = f AB

กฎผกผันของ Maxwell จะทํ าใหการคํ านวณหาคาโกงตัวที่ใชในการวิเคราะหโครงสรางโดยวิธี force Method ที่มี
จํ านวนดีกรีของอินดีเทอรมิเนทเทากับหรือมากกวาสองมีจํ านวนลดลง อยางเชนในสมการที่ 9-1 เราจะหาแตเพียง f BC
หรือ f CB  เพียงตัวเดียวเทานั้น เพราะ f BC  = f CB เปนตน

รูปที่ 8-8

เราสามารถพิสูจนกฎผกผันของ Maxwell ไดโดยวิธี virtual work หรือวิธี unit load พิจารณาคาน ดังที่แสดงในรูป
ที่ 8-8 ระยะโกงตัวที่จุด B  ( f BA ) เนื่องจากแรงขนาด 1 หนวยกระทํ าที่จุด A  จะหาไดจาก

1. หาคาของโมเมนตภายในคานเนื่องจากแรง 1 หนวย ตามที่แสดงในรูปที่ 8-8a โดยใชสมการความสมดุล 
สมมุติใหมีคาเปน mA

2. เอาแรง 1 หนวยออก แลวให virtual force ขนาด 1 หนวยกระทํ าที่จุด B  ตามที่แสดงในรูปที่ 8-8b จากนั้น 
หาคาโมเมนตที่เกิดขึ้นภายในคานโดยใชสมการความสมดุล สมมุติใหมีคาเปน  mB

3. หาระยะโกงตัวที่จุด B  ( f BA )เนื่องจากแรง 1 หนวยกระทํ าที่จุด A  จากสมการ ∫=∆
L

dx
EI
mM

0

  เมื่อ 

AmM =  และ Bmm =  ดังนั้น

f BA  = m m
EI

dxB A∫
ในลักษณะที่คลายคลึงกัน โดยวิธี virtual work ระยะโกงตัวที่จุด A  ( f AB ) เนื่องจากแรง 1 หนวยกระทํ าที่จุด 

B  ตามที่แสดงในรูปที่ 8-8b จะหามาไดจากสมการ

f AB  = m m
EI

dxA B∫
เมื่อ BmM =  ซึ่งเปนโมเมนตภายในเนื่องจากแรง 1 หนวยกระทํ าที่จุด B  และ Amm =  ซึ่งเปนโมเมนตภายในเนื่อง
จาก virtual force ขนาด 1 หนวยกระทํ าที่จุด A  ตามที่แสดงในรูปที่ 8-8a

เราจะเห็นไดวา จากสมการขางตนทั้งสอง ABBA ff =

ในกรณีของมุมลาดเอียง (slope) กฎผกผันของ Maxwell กลาววา คามุมลาดเอียงที่เกิดขึ้นที่จุด B  บนโครง
สราง ในทิศทาง b เนื่องจากโมเมนตขนาด 1 หนวย (unit moment) กระทํ าที่จุด A  ในทิศทาง a จะมีคาเทากับ คา
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มุมลาดเอียงที่เกิดขึ้นที่จุด A  ในทิศทาง a เนื่องจากโมเมนตขนาด 1 หนวย กระทํ าที่จุด B  ในทิศทาง b หรือ 
BAθ = ABθ   ดังที่แสดงในรูปที่ 8-9

รูปที่ 8-9

ในกรณีของระยะโกงตัวและมุมลาดเอียง กฎผกผันของ Maxwell กลาววา คามุมลาดเอียงที่มีหนวยเปนเรเดี
ยน (radian) ที่เกิดขึ้นที่จุด B  บนโครงสราง ในทิศทาง b เนื่องจากแรงขนาด 1 หนวยกระทํ าที่จุด A  ในทิศทาง a
จะมีคาเทากับระยะโกงตัวที่เกิดขึ้นที่จุด A  ในทิศทาง a เนื่องจากโมเมนตขนาด 1 หนวยกระทํ าที่จุด B  ในทิศ
ทาง b หรือ BAθ = f AB  ดังที่แสดงในรูปที่ 8-10

รูปที่ 8-10

เมื่อกฎผกผันของ Maxwell ถูกเขียนใหอยูในรูปแบบทั่วไปแลว กฎนี้จะถูกเรียกวา Betti’s Law ซึ่งจะกลาวอยาง
ส้ันๆ ไดวา virtual work U AB  ที่เกิดจากแรงชุด PB∑ เมื่อโครงสรางมีการเปลี่ยนตํ าแหนงเนื่องจากแรงชุด 
PA∑ จะมีคาเทากับ virtual work UBA  ที่เกิดจากแรงชุด PA∑ เมื่อโครงสรางมีการเปลี่ยนตํ าแหนงเนื่อง

จากแรงชุด PB∑ หรือ U AB = UBA

8.4 ขอสังเกตุเพ่ิมเติมในการวิเคราะหโครงสราง Statically Indeterminate โดยวิธี Force Method
ในกรณีที่โครงสรางมีจํ านวนดีกรีของอินดีเทอรมิเนทเทากับ n  แลว โครงสรางนั้นจะมีจํ านวนของแรงเกินจํ าเปน 

(redundant force) เทากับ n  คา หรือ Rn  และเราจะเขียนสมการความสอดคลองของโครงสรางโดยวิธี force method 
ได n  สมการ หรือ

∆1 11 1 12 2 1 0+ + + + =f R f R f Rn nL

∆ 2 21 1 22 2 2 0+ + + + =f R f R f Rn nL

      M
∆ n n n nn nf R f R f R+ + + + =1 1 2 2 0L
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โดยที่ ∆ ∆1 ,..., n  เปนคาการเปลี่ยนตํ าแหนงของโครงสรางเนื่องจากแรงกระทํ า การทรุดตัวของจุดรองรับ การเปลี่ยน
แปลงอุณหภูมิ  และความผิดพลาดในการกอสราง เนื่องจากการแกสมการขางตนซึ่งมีจํ านวนของตัวแปรที่ไมทราบคา
จํ านวนหลายคากระทํ าไดยากมาก โดยทั่วไปแลว เราจะเขียนสมการดังกลาวใหอยูในรูปของเมตริกซ (matrix) แลวจึงทํ า
การแกสมการโดยใชวิธีการทางดานเมตริกซ ซึ่งเราจะไดวา

f f f
f f f

f f f

R
R

R

n

n

n n nn n n

11 12 1

21 22 2

1 2

1

2

1

2

L

L

M

L

M M





































= −



















∆
∆

∆
 

(8-2)

หรือ fR = −∆

จากกฎผกผันของ Maxwell, f fij ji=  ดังนั้น เมตริกซ f  จึงเปนเมตริกซสมมาตร (symmetric matrix) ซึ่งจะ
ชวยใหเราแกสมการดังกลาวไดงายขึ้น
8.5 Moment Diagram ของคาน Statically Indeterminate

รูปที่ 8-11

รูปที่ 8-11 เปนตัวอยางของ  moment diagram ของคานตอเนื่อง (continuous beam) ที่เรามักจะพบเห็นโดยทั่ว
ไป ซึ่งเราจะสังเกตเห็นไดวา

• จุดรองรับแบบหมุดที่อยูที่ปลายคาน และ internal hinge จะเปนจุดที่มีคาโมเมนตดัดเทากับศูนย
• จุดรองรับยึดแนนและจุดรองรับหมุดที่อยูภายในชวง span ของคานจะมีคาโมเมนตดัดเกิดขึ้น
• แรงกระทํ าเปนจุด (concentrated load) จะทํ าให moment diagram มีลักษณะเปนเสนตรงที่มีความชัน
• แรงแผกระจายสมํ่ าเสมอ (uniform distributed load) จะทํ าให  moment diagram ที่มีลักษณะเปนเสนโคง 

parabola
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ตัวอยางที่ 8-4
จงทํ าการวิเคราะหคานตอเนื่อง (continuous beam) ดังที่แสดงในรูปที่ 8-12 โดยวิธีเปล่ียนรูปรางตอเนื่อง

กํ าหนดให จุดรองรับ B  เกิดการทรุดตัวในแนวดิ่ง m 10.0 GPa 200=E  และ 46 mm )10(179=I

   
รูปที่ 8-12

1. กํ าหนดใหแรงปฏิกริยาที่จุดรองรับ B  และจุดรองรับ C  เปน redundant ของคาน ดังนั้น จากหลักการ 
superposition เราจะทํ าการแยกคานออกได ดังที่แสดงในรูปที่ 8-12b ถึง 8-12d

2. จาก compatibility condition ที่จุดรองรับ B  ซึ่งมีการทรุดตัวในแนวดิ่ง m 10.0  เราจะไดวา
↓ + 01.0  = BCyBByB fCfB ++∆

จาก compatibility condition ที่จุดรองรับ C  เราจะไดวา
↓ + 0 = CCyCByC fCfB ++∆

ถาเราใชวิธี conjugate beam วิเคราะหหาคาการโกงตัวของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 8-12e แลว เราจะได 
conjugate beam ของคานดังกลาว ดังที่แสดงในรูปที่ 8-12f และเราจะหาคาการโกงตัวของคานดังที่แสดงในรูปที่ 8-12b 
ถึง 8-12d ไดดังตอไปนี้

สมการของ elastic weight ที่ 1xx =  และ 2xx =  จะหาไดโดยใช free body diagram ดังที่แสดงในรูปที่ 8-
12g และจากสามเหลี่ยมคลาย เราจะไดวา

11' x
L
Pbw = และ 22' x

L
Paw

และโมเมนตภายในที่เกิดขึ้นใน conjugate beam ที่ 1xx =  และ 2xx =  จะมีคาเทากับ
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)(
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1' 2
1

1
1

1
111 abaLx

EIL
Pbxx

EIL
bLPabxxx

EIL
PbM −−=

+
−














=

)(
66

)(
32

1' 2
2

2
2

2
222 abbLx

EIL
Paxx

EIL
aLPabxxx

EIL
PaM −−=

+
−














=

ดังนั้น ในการหาคา B∆  (↓ +) เราจะไดวา ระยะ m 5.2=a  m 5.10=b และ m 82 =x

EIEIB

3
2 kN.m 205.253)]m 5.10)(m 5.2()m 13)(m 5.10()m 8[(

m) (136
)m 8)(m 5.2)(kN 10(

=−−−=∆

ในการหาคา B∆  (↓ +) เราจะไดวา ระยะ m 5.2=a  m 5.10=b และ m 42 =x

EIEIC

3
2 kN.m 141.188)]m 5.10)(m 5.2()m 13)(m 5.10()m 4[(

m) (136
)m 4)(m 5.2)(kN 10(

=−−−=∆

ในการหาคา BBf  (↓ +) เราจะไดวา ระยะ m 5=a  m 8=b และ m 82 =x

EIEI
f BB

3
2 kN.m 026.41)]m 8)(m 5()m 13)(m 8()m 8[(

m) (136
)m 8)(m 5)(kN 1(

=−−−=

ในการหาคา CBf  (↓ +) ซึ่งมีคาเทากับ BCf  เราจะไดวา ระยะ m 5=a  m 8=b และ m 42 =x

EIEI
ff BCCB

3
2 kN.m 821.32)]m 8)(m 5()m 13)(m 8()m 4[(

m) (136
)m 4)(m 5)(kN 1(

=−−−==

ในการหาคา CCf  (↓ +) เราจะไดวา ระยะ m 9=a  m 4=b และ m 42 =x
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EIEI
fCC

3
2 kN.m 231.33)]m 9)(m 4()m 13)(m 4()m 4[(

m) (136
)m 4)(m 9)(kN 1(

=−−−=

หรือเราจะหาคา CCf  (↓ +) ไดจากสมการของการโกงตัวของคานซึ่งเปน function ของ coordinate 1x  โดยที่ เราจะไดวา 
ระยะ m 9=a  m 4=b และ m 92 =x

EIEI
fCC

3
2 kN.m 231.33)]m 9)(m 4()m 13)(m 9()m 9[(

m) (136
)m 9)(m 4)(kN 1(

=−−−=

จากสมการ compatibility เราจะไดวา





+



+=

EI
C

EI
B

EI yy
821.32026.41205.253m 01.0





+



+=

EI
C

EI
B

EI yy
231.33821.32141.1880

แทนคา 24626 kN.m 35800)m 10(179)kN/m 10(200 == −EI  ลงในสมการทั้งสอง แลวทํ าการแก
สมการ เราจะไดแรงปฏิกริยา yB  และ yC  มีคาเทากับ

↓= kN 753.33yB  และ ↑= kN 00.39yC
จากนั้น เราจะใชสมการสมดุลหาคาแรงปฏิกริยา yA  และ yD  ไดโดยที่

↑= kN 848.16yA และ ↓= kN 093.12yD
3. เราจะเขียน shear diagram และ moment diagram ของคานไดดังที่แสดงในรูปที่ 8-7h

4. เราจะรางรูปรางการโกงตัวของคานไดดังที่แสดงในรูปที่ 8-7i โดยเราจะหาคาการโกงตัวที่จุดใดๆ บนคานได
โดยใชวิธี Conjugate-beam
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8.6 การวิเคราะหโครงขอแข็ง (frame) โดยวิธีเปล่ียนรูปรางตอเนื่อง
การวิเคราะหโครงขอแข็งโดยวิธีเปล่ียนรูปรางตอเนื่องนี้จะเหมาะกับโครงขอแข็งที่มีลักษณะเปนชั้นเดียวและมีรูป

รางที่ไมปกติ เชน gabled frames เปนตน
ตัวอยางที่ 8.5

จงทํ าการวิเคราะหโครงขอแข็ง ดังที่แสดงในรูปที่ 8-13 โดยวิธีเปล่ียนรูปรางตอเนื่อง กํ าหนดใหEI  มีคาคงที่

รูปที่ 8-13

1. โครงขอแข็ง ดังที่แสดงในรูปที่ 8-13a เปนโครงสราง statically indeterminate 1 degree ดังนั้น เราจะให
โมเมนตดัดปฏิกริยาที่จุดรองรับ A  เปน redundant ดังนั้น จากหลักการ superposition เราจะทํ าการแยกโครงขอแข็ง 
ออกได ดังที่แสดงในรูปที่ 8-13b และ 8-13c

2. จาก compatibility condition ที่จุดรองรับ A  เราจะไดวา
+ AAAA M αθ +=0
โดยวิธีของ castiglino และรูปที่ 8-13b และ 8-13d เราจะหาคา slope Aθ  ไดดังตอไปนี้
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โดยวิธีของ castiglino และรูปที่ 8-13e เราจะหาคา slope AAα  ไดดังตอไปนี้

menber M
'M

M
∂
∂ M  เมื่อ m-kN 1'=M

BD 01 =M 0 01 =M

DC 02 =M 0 02 =M

CA
5
' 3

3
xMM =

5
3x

5
3x

EIEI
dxxx

AA 3
5

55
00

5

0

22 =++= ∫α

จากสมการ compatibility เราจะไดวา

EI
M

EI A 3
5750 +=

m-kN 45−=AM
เครื่องหมายลบ แสดงวาโมเมนตดัด AM  มีทิศทางตรงกันขามกับที่ไดสมมุติไวหรือมีทิศทางทวนเข็มนาฬิกา
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เมื่อเราทราบแรงปฎิกริยา AM  แลว เราจะใชสมการสมดุลหาคาแรงปฏิกริยา yA  และ yB  มีคาเทากับ
kN 37=yA และ kN 3=yB

3. เราจะเขียน shear diagram และ moment diagram ของคานได ดังที่แสดงในรูปที่ 8-13f และ 8-13g ตาม
ลํ าดับ

 
4. รูปที่ 8-13h แสดงการโกงตัวของโครงขอแข็ง ถากํ าหนดให GPa 200=E  และ 46 mm )10(179=I

เราจะหาคาการดกงตัวในแนวนอนที่จุดรองรับ B  ไดเทากับ mm 6.11
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8.7 การวิเคราะหโครงขอหมุน (truss) โดยวิธีเปล่ียนรูปรางตอเนื่อง
ตัวอยางที่ 8.6

จงทํ าการวิเคราะหโครงขอหมุน ดังที่แสดงในรูปที่ 8-14 โดยวิธีเปล่ียนรูปรางตอเนื่อง

รูปที่ 8-14

1. โครงขอหมุน ดังที่แสดงในรูปที่ 8-14a เปนโครงสราง statically indeterminate 1 degree เนื่องจากชิ้นสวนใน
แนวทแยง ดังนั้น เราจะใหแรงในแนวแกนของชิ้นสวน AD  เปน redundant และจากหลักการ superposition เราจะทํ า
การแยกโครงขอหมุนออกได ดังที่แสดงในรูปที่ 8-14b และ 8-14c

2. จาก compatibility condition ของชิ้นสวน AD  เราจะไดวา

ADADADAD fF  0 +∆=
โดยวิธีของ unit-load และรูปที่ 8-14b เราจะหาคาการเปลี่ยนตํ าแหนง AD∆  ไดดังที่แสดงในตารางตอไปนี้

Member (m) L (kN) N )kN(n .m)(kN 2nNL

AB 4 10 -0.8 -32
AC 3 7.5 -0.6 -13.5

BD 3 0 -0.6 0
CD 4 10 -0.8 -32

AD 5 0 1 0
BC 5 -12.5 1 -62.5

.mkN 140 2−=∑nNL

AEAD
kN.m 140

−=∆

โดยวิธีของ unit-load และรูปที่ 8-14c เราจะหาคาการเปลี่ยนตํ าแหนง ADADf   ไดดังที่แสดงในตารางตอไปนี้
.mkN 28.17 2=∑nNL

AE
f ADAD

kN.m 28.17
 =

จากสมการ compatibility เราจะไดวา

AE
F

AE AD
28.171400 +−=
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kN 102.8=ADF
เครื่องหมายบวก แสดงวาใหแรงในแนวแกน ADF  มีทิศทางเดียวกันกับที่ไดสมมุติไว (แรงดึง)

Member (m) L (kN) N )kN(n .m)(kN 2nNL

AB 4 -0.8 -0.8 2.56
AC 3 -0.6 -0.6 1.08

BD 3 -0.6 -0.6 1.08
CD 4 -0.8 -0.8 2.56

AD 5 1 1 5
BC 5 1 1 5

เมื่อเราทราบแรง ADF  แลว เราจะสามารถหาแรงในชิ้นสวนอื่นๆ ของโครงขอหมุนไดดังที่แสดงที่ 8-14d

(d)
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ตัวอยางที่ 8.7
จงทํ าการวิเคราะหโครงขอหมุน ดังที่แสดงในรูปที่ 8-15 โดยวิธีเปล่ียนรูปรางตอเนื่อง

รูปที่ 8-15

1. โครงขอหมุน ดังที่แสดงในรูปที่ 8-15a เปนโครงสราง statically indeterminate 1 degree เนื่องจากจุดรองรับ 
ดังนั้น เราจะใหแรงปฏิกริยาในแนวดิ่งที่จุดรองรับ B  เปน redundant และจากหลักการ superposition เราจะทํ าการแยก
โครงขอหมุนออกได ดังที่แสดงในรูปที่ 8-15b และ 8-15c

2. จาก compatibility condition ที่จุดรองรับ B  เราจะไดวา
BBByB fR+∆=0

โดยวิธีของ unit-load และรูปที่ 8-15b เราจะหาคาการเปลี่ยนตํ าแหนง B∆  ไดดังที่แสดงในตารางตอไปนี้

Member (m) L (kN) N )kN(n .m)(kN 2nNL

AC 3 0 -0.75 0

BD 3 -7.5 -0.75 16.875
CD 4 -10 -1 40

AD 5 12.5 1.25 78.125
BC 5 0 1.25 0

.mkN 135 2=∑nNL

AEB
kN.m 135

=∆

โดยวิธีของ unit-load และรูปที่ 8-15c เราจะหาคาการเปลี่ยนตํ าแหนง BBf  ไดดังที่แสดงในตารางตอไปนี้
.mkN 23 2=∑nNL

AE
f ACAC

kN.m 23
 =

จากสมการ compatibility เราจะไดวา

kN 87.5
23

135
−=−=

∆
−=

BB

B
By f
R
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เครื่องหมายลบ แสดงวาใหแรงปฏิกริยา ByR  มีทิศทางตรงกันขามกับที่ไดสมมุติไว (↑)

Member (m) L (kN) N )kN(n .m)(kN 2nNL

AC 3 -0.75 -0.75 1.6875

BD 3 -0.75 -0.75 1.6875
CD 4 -1 -1 4

AD 5 1.25 1.25 7.8125
BC 5 1.25 1.25 7.8125

เมื่อเราทราบแรงปฎิกริยา ByR  แลว เราจะสามารถหาแรงในชิ้นสวนอื่นๆ ของโครงขอหมุนไดดังที่แสดงที่ 8-15d

3. เราจะหาการโกงตัวของโครงขอหมุนที่จุดใดๆ ไดโดยใชวิธี unit-load หรือวิธีของ Castigliano และการเปลี่ยน
แปลงรูปรางของโครงขอหมุนจะมีลักษณะดังที่แสดงที่ 8-15e
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8.8 การวิเคราะหโครงสรางประกอบ (Composite Structures) เปล่ียนรูปรางตอเนื่อง
โครงสรางประกอบเปนโครงสรางที่มีองคอาคารบางสวนถูกกระทํ าโดยแรงในแนวแกน (axial force) และองค

อาคารที่เหลือถูกกระทํ าโดยโมเมนตดัด (bending moment)
ตัวอยางที่ 8.8

จงทํ าการวิเคราะหคานประกอบ ดังที่แสดงในรูปที่ 8-16 โดยวิธีเปล่ียนรูปรางตอเนื่อง กํ าหนดให คานเปนคาน 
W250x80  มีคา GPa 200=E  และ 46 mm )10(126=I  และแทงเหล็ก AC  มีคา GPa 200=E  และ 

2mm 126=A

รูปที่ 8-16

1. จากการตรวจสอบคานประกอบ ดังที่แสดงในรูปที่ 8-16a เปนโครงสราง statically indeterminate 1 degree
ดังนั้น เราจะใหแรงในแนวแกน AC  เปน redundant และจากหลักการ superposition เราจะทํ าการแยกคานออกได ดังที่
แสดงในรูปที่ 8-16b ถึง 8-16c

2. จาก compatibility condition ที่จุดรองรับ C  เราจะไดวา
↓ + 0 = ACACACC fF  −∆

โดยวิธี unit-load และ free body diagram ของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 8-16d และ 8-16e โดยที่
210xM −=

xm =
เราจะหาคาการโกงตัวของคาน C∆   ไดเปน

∫ ∫ ↓=−=
−

==∆
L

C EIEI
dx

EI
xxdx

EI
Mm

0

5

0

2 5.15625.1562))(10( )kN 1(



เอกสารประกอบการสอนวิชาทฤษฎีโครงสราง Theory of Structures เรียบเรียงโดย ผศ.ดร. สิทธิชัย แสงอาทิตย SUT 8-26

m 062.0
)m 10(126)kN/m 10(200

kN.m 5.1562
4626

3

==∆ −C

และเราจะหาคาการโกงตัวของคานและคาการยืดตัวของชิ้นสวน AC  ไดดังนี้

∫ ∑+=
L

ACAC AE
Lndx

EI
mf

0

22

  )kN 1(

AEEIAE
dx

EI
xf ACAC

3
3
125)m 3()kN 1( )kN 1(

5

0

22

 +=+= ∫

m 0.001772  0.0001190.001653            
)kN/m )200(10m 126(10

kN.m 3
)m 10(126)kN/m 10)(200(3

kN.m 125
2626-4626

3

 

=+=

+= −ACACf

จากสมการ compatibility เราจะไดวา

kN 35
001772.0

062.0

 

==
∆

=
ACAC

C
AC f
F

เมื่อเราทราบแรงปฎิกริยา ACF  แลว เราจะใชสมการสมดุลหาคาแรงปฏิกริยา yB  และ BM  โดยที่
kN 65=yB และ m-kN 75−=BM

3. เขียน shear diagram และ moment diagram ของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 8-16f
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8.9 วิธีงานนอยที่สุด (Method of Least Work)
วิธี least work มีความใกลเคียงกับวิธีการเปลี่ยนรูปรางตอเนื่อง (consistent deformation) และเหมาะสํ าหรับใช

ในการวิเคราะหโครงสราง statically indeterminate โดยเฉพาะอยางยิ่งโครงขอหมุน (truss) และโครงสรางประกอบ 
(composite structure) วิธีการนี้มีพื้นฐานมาจากทฤษฎีบทที่หนึ่งของ Castigliano

รูปที่ 8-17

จงพิจารณาคานตอเนื่อง (continuous beam) ที่มีจํ านวน degree of indeterminacy เทากับ 2 ดังที่แสดงในรูปที่ 
8-17a โดยวิธีเปล่ียนรูปรางตอเนื่อง เราจะกํ าหนดใหแรงปฎิกริยาที่จุดรองรับ B  และ C  เปนแรงเกินจํ าเปน 
(redundant) ที่ไมทราบคา ดังนั้น เราจะเขียนโครงสรางปฐม (primary structure) ของคานดังกลาวไดดังที่แสดงในรูปที่ 8-
17b โดยในที่นี้เราจะใหแรงเกินจํ าเปน yB  และ yC  กระทํ าตอโครงสรางปฐมรวมกับแรงกระทํ าภายนอก จากสมการ
ความสอดคลอง (compatibility condition) ของคาน เราจะไดวา คาการเปลี่ยนตํ าแหนงตรงจุดรองรับ B  และ C  จะ
ตองมีคาเปนศูนย และเมื่อเราใชทฤษฎีบทที่หนึ่งของ Castigliano เราจะเขียนสมการความสอดคลองดังกลาวไดอยูในรูป









=





















∂
∂

∂
∂

=







∆
∆

0
0

y

y

C

B

C
U
B
U

(8-3)

เมื่อ U  เปนพลังงานความเครียด (strain energy) ที่เกิดขึ้นในโครงสรางปฐมและเปน function กับแรงกระทํ าและแรงเกิน
จํ าเปน yB  และ yC  โดยทั่วไปแลว ถาโครงสรางมีแรงเกินจํ าเปน n  คา ( nXXX  ,,   , 21 K ) แลว เราจะเขียนสมการ
ที่ 8-3 ใหมไดเปน

1X
U

∂
∂ =

2X
U

∂
∂ = K  = 

nX
U

∂
∂  = 0 (8-4)

ซึ่งมักถูกเรียกวา Catigliano’s compatibility equation จากสมการนี้ เราจะไดวา
“พลังงานความเครียดของโครงสราง statically indeterminate ซึ่งถูกกระทํ าโดยแรงเกินจํ าเปนตองมีคา

นอยที่สุดที่จะรักษาความสมดุลของโครงสราง”
โดยสรุปแลว การวิเคราะหโครงสราง statically indeterminate โดยวิธี least work มีขั้นตอนการทํ าดังนี้
1. ทํ าโครงสราง statically indeterminate ใหเปนโครงสรางปฐมซึ่งเปนโครงสราง statically determinate
2. ใหแรงภายนอกและแรงเกินจํ าเปนกระทํ าตอโครงสรางและคํ านวณหาสมการของโมเมนตภายในที่เกิดขึ้น 

ซึ่งอยูในรูปของตัวแปรแรงเกินจํ าเปนที่ไมทราบคา
3. แทนสมการของโมเมนตที่ไดลงในสมการที่ 9-4 แลวหาอนุพันธ (differentiation) สมการดังกลาว
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4. แกสมการหาคาของแรงเกินจํ าเปน
5. ใชสมการความสมดุลทํ าการวิเคราะหโครงสรางเพื่อเขียน shear diagram และ moment diagram
6. ทํ าการวิเคราะหหาคาการแอนตัวของโครงสราง

8.10 การวิเคราะหโครงขอหมุนโดยวิธี least work
จากหลักการอนุลักษณพลังงาน พลังงานความเครียด (strain energy) ที่เกิดขึ้นภายในโครงขอหมุนจะอยูในรูป
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และโดยวิธี least work เมื่อเราหาอนุพันธของ iU  เทียบกับแรงเกินจํ าเปนที่ไมทราบคา iX  แลว เราจะไดวา
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ดังนั้น เมื่อโครงขอหมุนมี degree of indeterminacy เทากับ n  แลว เราจะเขียนสมการ Catigliano’s compatibility 
equation  ของโครงขอหมุนไดทั้งหมด n  สมการคือ































=































∂∂

∂∂

∂∂

=

































∂
∂

∂
∂
∂
∂

∑

∑

∑

0

 
0

0

)(
              

)(

)(

   

2

1

2

1

M
MM

AE
LXNN

AE
LXNN

AE
LXNN

X
U

X
U
X
U

n

n

(8-5)

เมื่อทํ าการแกสมการหลายชั้นของสมการที่ 8-5 แลว เราจะไดคาของแรงเกินจํ าเปน 1X  ถึง nX  ที่เกิดขึ้นในโครงขอหมุน
ตัวอยางที่ 8.9

จงทํ าการวิเคราะหโครงขอหมุน ดังที่แสดงในรูปที่ 8-18 โดยวิธีงานนอยที่สุด (Method of least work) กํ าหนดให
AE  ของชิ้นสวนของโครงขอหมุนมีมีคาคงที่

รูปที่ 8-18

1. โครงขอหมุน ดังที่แสดงในรูปที่ 8-18a เปนโครงสรางแบบ statically indeterminate 1 degree ดังนั้น กํ าหนด
ใหแรงในแนวแกนของชิ้นสวน AD  เปน redundant และโดยวิธีงานนอยที่สุด เราจะใหแรงในแนวแกนดังกลาวกระทํ าตอ
โครงขอหมุน ดังที่แสดงในรูปที่ 8-18b

2. เราจะหาสมการของแรงในแนวแกนที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอหมุนไดดังที่แสดงในตาราง
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Member (m) L (kN) N
ADF
N

∂
∂ N

ADF
N

∂
∂ L

AB 4 10-0.8 ADF -0.8 -32+2.56 ADF

AC 3 7.5-0.6 ADF -0.6 -13.5+1.08 ADF

BD 3 -0.6 ADF -0.6 1.08 ADF

CD 4 10-0.8 ADF -0.8 -32+2.56 ADF

AD 5
ADF 1 5 ADF

BC 5 -12.5+ ADF 1 -62.5+5 ADF

จาก compatibility condition ในชิ้นสวน AD  และสมการของ castigliano เราจะไดวา

0=
∂
∂
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∂
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=∆ ∑ AE
L

F
NN

F
U

ADAD
AD

028.17140
=

+−
AE

FAD

kN 102.8=ByR
เครื่องหมายบวก แสดงวาใหแรงในแนวแกน ADF  มีทิศทางเดียวกันกับที่ไดสมมุติไว (แรงดึง)
3. เราจะหาแรงภายในที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอหมุนไดดังที่แสดงในตัวอยางที่ 8-6
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ตัวอยางที่ 8.10
จงทํ าการวิเคราะหโครงขอหมุน ดังที่แสดงในรูปที่ 8-19 โดยวิธีงานนอยที่สุด (Method of least work) กํ าหนดให 

AE  ของชิ้นสวนของโครงขอหมุนมีมีคาคงที่

รูปที่ 8-19

1. โครงขอหมุน ดังที่แสดงในรูปที่ 8-19a เปนโครงสรางแบบ statically indeterminate 1 degree ดังนั้น กํ าหนด
ใหแรงปฏิกริยาในแนวดิ่งที่จุดรองรับ B  เปน redundant และโดยวิธีงานนอยที่สุด เราจะใหแรงปฏิกริยาที่จุดรองรับ B
หรือ ByR  กระทํ าตอโครงขอหมุน ดังที่แสดงในรูปที่ 8-19b

2. เราจะหาสมการของแรงในแนวแกนที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอหมุนไดดังที่แสดงในตาราง

Member (m) L N
ByR
N

∂
∂ N

ByR
N

∂
∂ L

AC 3 -0.75 ByR -0.75 1.6875 ByR

BD 3 -7.5-0.75 ByR -0.75 16.875+1.6875 ByR

CD 4 -10- ByR -1 40+4 ByR

AD 5 12.5+1.25 ByR 1.25 78.125+7.8125 ByR

BC 5 1.25 ByR 1.25 7.8125 ByR

จาก compatibility condition ที่จุดรองรับ B  และสมการของ castigliano เราจะไดวา
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เครื่องหมายลบแสดงวาใหแรงปฏิกริยา ByR  มีทิศทางตรงกันขามกับที่ไดสมมุติไว (↑)
3. เราจะหาแรงภายในที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนตางๆ ของโครงขอหมุนไดดังที่แสดงในตัวอยางที่ 8-7
4.เราจะหาการโกงตัวของโครงขอหมุนที่จุดใดๆ ไดโดยใชวิธี unit-load หรือวิธีของ castigliano ดังที่แสดงในตัว

อยางที่ 8-7
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8.11 การวิเคราะหคานและโครงขอแข็งโดยวิธี least work
ในการศึกษาวิชานี้ เรากํ าหนดใหพลังงานความเครียด (strain energy) ที่เกิดขึ้นภายในคานและโครงขอแข็งจะ

เกิดจากโมเมนตดัดเทานั้น ดังนั้น จากหลักการอนุลักษณพลังงาน (สมการที่ 7-18) เราจะไดวา

∫= dx
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MUi 2

2

และโดยวิธี least work เมื่อเราหาอนุพันธของ iU  เทียบกับแรงเกินจํ าเปนที่ไมทราบคา iX  แลว เราจะไดวา
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ดังนั้น เมื่อคานและโครงขอแข็งมี degree of indeterminacy เทากับ n  แลว เราจะเขียนสมการ Catigliano’s 
compatibility equation  ไดทั้งหมด n  สมการ































=































∂∂

∂∂

∂∂

=

































∂
∂

∂
∂
∂
∂

∫

∫

∫

0

 
0

0

)(
              

)(

)(

   

2

1

2

1

M
MM

dx
EI

XMM

dx
EI

XMM

dx
EI

XMM

X
U

X
U
X
U

n

n

(8-6)

เมื่อทํ าการแกสมการหลายชั้นของสมการที่ 8-6 แลว เราจะไดคาของแรงเกินจํ าเปน 1X  ถึง nX  ที่เกิดขึ้นในคานและโครง
ขอแข็ง
ตัวอยางที่ 8.11

จงทํ าการวิเคราะหคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 8-20 โดยวิธีงานนอยที่สุด (method of least work) กํ าหนดให EI
ของคานมีคาคงที่

รูปที่ 8-20

1. คาน ดังที่แสดงในรูปที่ 8-20a เปนโครงสรางแบบ statically indeterminate 1 degree ดังนั้น กํ าหนดใหแรงป
ฏิกริยาที่จุดรองรับ B  เปน redundant ของคาน และโดยวิธีงานนอยที่สุด เราจะใหแรงปฏิกริยาที่จุดรองรับ B  หรือ ByR
กระทํ าตอคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 8-20b
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2. จากรูปที่ 8-20c เราจะหาสมการของโมเมนตภายในของคานไดเทากับ
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จาก compatibility condition ที่จุดรองรับ B  และสมการของ castigliano เราจะไดวา
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3. เราจะเขียน shear diagram และ moment diagram ของคานได ดังที่แสดงในรูปที่ 8-20d

 

 
4. เรารางรูปรางการโกงตัว (elastic curve) ของคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 8-20e และหาคาการโกงตัวที่จุดใดๆ บน

คานไดโดยใชวิธี Conjugate-beam
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นอกจากการใชแรงปฏิกริยาที่จุดรองรับ B  เปน redundant แลว เรายังสามารถใชแรงปฏิกริยาที่จุด A  เปน 
redundant ก็ได กํ าหนดใหโมเมนตปฏิกริยาที่จุด A  หรือ AM  เปน redundant ดังนั้น โดยวิธีงานนอยที่สุด เราจะให
โมเมนตปฏิกริยา AM  กระทํ าตอคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 8-21b

รูปที่ 8-21

จากรูปที่ 8-21c เราจะหาสมการของโมเมนตภายในของคานไดเทากับ
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จาก compatibility condition ที่จุดรองรับ A  และสมการของ castigliano เราจะไดวา
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ตัวอยางที่ 8-8
จงทํ าการวิเคราะหโครงขอแข็ง ดังที่แสดงในรูปที่ 8-22 โดยวิธีงานนอยที่สุด (method of least work) กํ าหนดให 

EI  มีคาคงที่

รูปที่ 8-22

1. โครงขอแข็ง ดังที่แสดงในรูปที่ 8-22a เปนโครงสรางแบบ statically indeterminate 1 degree ดังนั้น กํ าหนด
ใหแรงปฏิกริยาในแนวดิ่งที่จุดรองรับ C  เปน redundant และโดยวิธีงานนอยที่สุด เราจะใหแรงปฏิกริยาที่จุดรองรับ C
หรือ CyR  กระทํ าตอคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 8-22b

2. โดยใช coordinate ดังที่แสดงในรูปที่ 8-22b เราจะหาสมการของโมเมนตภายในของคานไดเทากับ
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จาก compatibility condition ที่จุดรองรับ C  และสมการของ castigliano เราจะไดวา
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3. เราจะเขียน shear diagram และ moment diagram ของโครงขอแข็ง ดังที่แสดงในรูปที่ 8-22c
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4. เราจะรางรูปรางการโกงตัวของโครงขอแข็งได ดังที่แสดงในรูปที่ 8-22d และเราจะหาคาการโกงตัวที่จุดใดๆ บน
โครงขอแข็งไดโดยใชวิธี unit-load หรือวิธีของ castigliano
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ตัวอยางที่ 8-9
จงทํ าการวิเคราะหโครงขอแข็ง ดังที่แสดงในรูปที่ 8-23 โดยวิธีงานนอยที่สุด (method of least work) กํ าหนดให 

EI  มีคาคงที่

รูปที่ 8-23

1. โครงขอแข็ง ดังที่แสดงในรูปที่ 8-23a เปนโครงสรางแบบ statically indeterminate 1 degree ดังนั้น กํ าหนด
ใหแรงปฏิกริยาในแนวนอนที่จุดรองรับ B  เปน redundant และโดยวิธีงานนอยที่สุด เราจะใหแรงปฏิกริยาที่จุดรองรับ B
หรือ BxR  กระทํ าตอคาน ดังที่แสดงในรูปที่ 8-23b

2. โดยใช coordinate ดังที่แสดงในรูปที่ 8-23b เราจะหาสมการของโมเมนตภายในของคานไดเทากับ
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จาก compatibility condition ที่จุดรองรับ B  และสมการของ castigliano เราจะไดวา
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3. เราจะเขียน shear diagram และ moment diagram ของโครงขอแข็ง ดังที่แสดงในรูปที่ 8-23c
4. เราจะรางรูปรางการโกงตัวของโครงขอแข็งได ดังที่แสดงในรูปที่ 8-23d และเราจะหาคาการโกงตัวที่จุดใดๆ บน

โครงขอแข็งไดโดยใชวิธี unit-load หรือวิธีของ castigliano
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