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พลศาสตรโ์ครงสรา้ง (Structural Dynamics)

วตัถุประสงค์

 ศึกษาพฤตกิรรมของโครงสรา้งภายใตแ้รงพลวตั (Dynamic force) 
และวิเคราะหผ์ลการตอบสนอง  (Response)  สาํหรบัปัญหาแบบตา่งๆ
เพ่ือท่ีจะสามารถตรวจสอบความเหมาะสมของโครงสรา้ง  ทงัทางดา้น้

ความปลอดภยั (Safety) และความเหมาะสมท่ีจะใชง้าน (Serviceability)
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เนือหาของการนาํเสนอ้

• ระบบโครงสรา้งแบบงา่ย 
• สมการของการเคล่ือนท่ี 
• การสัน่แบบอิสระ 
• การสัน่เน่ืองจากแรงภายนอกแบบฮารโ์มนิค 
• ระบบท่ีมีระดบัขั้นความเสรีมากกวา่หน่ึง

• ระบบท่ีมีคุณสมบติัต่อเน่ือง

Some examples and figures are from
“Dynamics of Structures by Anil K. Chopra”
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ระบบโครงสรา้งแบบง่าย

ระดบัขนัความเสรี้  (Degree of Freedom)  DOF

• จาํนวนของระยะพิกดัอิสระท่ีสามารถ
ใชอ้ธิบายการเคล่ือนท่ีไดอ้ย่างสมบูรณ์
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ระบบท่ีมีระดบัขนัความเสรเีทา่กบัหน่ึง้

Single Degree-of-Freedom System   (SDOF)

u

เพ่ือการศึกษาพืนฐานของพลศาสตรโ์ครงสรา้ง้   และ
สามารถประยุกตส์าํหรบัปัญหาท่ีซับซอ้นขึนไดต้อ่ไป้
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องคป์ระกอบของระบบพลวตั

แรงท่ีเกิดขึนระหว่างการเคลื่อนท่ี้

• แรงเฉ่ือย (Inertia force)
• แรงสตฟิเนส (Stiffness force)
• แรงหน่วง (Damping force)
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องคป์ระกอบของระบบพลวตั

ผลตอบสนองท่ีเกิดขึนระหว่างการเคล่ือนท่ี้

• การขจดั (Displacement)

• ความเรว็ (Velocity)

• ความเรง่ (Acceleration) ใชส้ญัลกัษณ์ 2
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ก. องคป์ระกอบพืนฐานของแรงเฉ่ือย้

มวล (Mass)  m

กฎการเคล่ือนท่ีขอ้ท่ี 2 ของนิวตนั

แรงเฉ่ือย (Inertia force)

ใชส้ญัลกัษณ์ ดงันนั้
2
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dt
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ud
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umfI  แรง = มวล x ความเรง่
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ข. องคป์ระกอบพืนฐานของแรง้ สตฟิเนส

สตฟิเนส (Stiffness) k

กฎของฮุค

F

u

Slope = kF

u

m
k

(a) (b)

แรงสตฟิเนส (Stiffness force) sf

kufS  แรง = ค่าสตฟิเนส x การขจดั
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ค. องคป์ระกอบพืนฐานของแรงหน่วง้

Air

Material (Steel, Concrete)

Friction at Connection Joint

Friction at Attached SurfaceSoil

ความหน่วง (Damping) c

จากการทดลองพบว่า

แรงหน่วง (Damping force)
dt

du
cfD 

ใชส้ญัลกัษณ์ ดงันนั้
dt

du
u 

ucfD 

ท่ีมาของความหน่วงใน

โครงสรา้ง

แรง = ค่าความหน่วง x ความเรว็
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แบบจาํลองสาํหรบัระบบ SDOF
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สมการของการเคล่ือนท่ี

(a) (b)
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จาก Free Body Diagram ของมวล m

)(tpfff SDI 
ดงันนั้

)(tpkuucum  

Dynamic Equilibrium               Equation of Motion
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•การขจดัรวมของมวล  m

•สมดลุ

•แรงเฉ่ือย

•สมการของการเคล่ือนท่ี

)()()( tututu g
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สมการของการเคล่ือนท่ีสาํหรบั

โครงสรา้งภายใตแ้ผ่นดินไหว
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แรงแผ่นดินไหวประสิทธิผล

Moving Base
(a)

Stationary Base
(b)

)()( tumtp geff 

)()( tumtp geff 

Effective Earthquake Force )(tpeff

gu

แรงจากแผ่นดินไหว มีค่าตามมวล (หรอืนาํหนกัของโครงสรา้ง้ ) และความเรง่ของพืน้
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การส่ันเน่ืองจากแรงภายนอกแบบฮาร์โมนิค
การส่ันแบบอสิระ

(ไม่มีแรงภายนอก)

การสั่นไหวของโครงสร้าง

ระบบที่ไม่มีความหน่วง

ระบบที่มีความหน่วง

Faculty of Engineering
Thammasat University
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การสัน่แบบอิสระของระบบท่ีไม่มีความหน่วง

)(tpkuucum   0 kuum 

คาํตอบ

โดยท่ี
m

k


00

A, B หาไดจ้ากสภาวะเร่ิมตน้

Faculty of Engineering
Thammasat University
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การสัน่แบบอิสระของระบบท่ีไม่มีความหน่วง

หรอื
)cos()(   ttu

คาบธรรมชาต ิ(Natural Period)

ความถ่ีธรรมชาต ิ(Natural Frequency)
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Natural Frequency and Natural Period

Natural Frequency Natural Periodm
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โครงสรา้ง Rigid 
ความถ่ีสูงหรอืคาบสนั้

โครงสรา้ง Flexible 
ความถ่ีต ํา่หรอืคาบยาว
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การสัน่แบบอิสระของระบบท่ีมีความหน่วง

0 kuucum 

หารดว้ย m ตลอด

)cos()(    tetu t

นิยาม Damping Ratio

(โดยทัว่ไป                              )
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ตวัแปรสาํคญัในการอธิบายการสัน่ไหว

แอมปลิจดูลดลงดว้ยอตัราเรว็

,    

ถา้     สูง

การสัน่แบบอิสระของระบบท่ีมีความหน่วง

(Damped Free Vibration)

การสัน่แบบอิสระของระบบ SDOF ท่ีมี      = 2% , 5% ,10% และ 20%

 



Faculty of Engineering
Thammasat University
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Example

จงคาํนวณคา่คาบธรรมชาติของถงัน้ําท่ีมีน้ําหนัก 23 kN เสาท่ีรองรบัสงู 3.65 m 

เป็นท่อเหล็กมีขนาดเสน้ผ่านศนูยก์ลาง 114 mm. หนา 6 mm.  

โมดลูสัยดืหยุน่เท่ากบั 200 x 109 N/m2 น้ําหนักเสาเท่ากบั 158 N/m 
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Formulate equation of motion of a small 1‐story building, 6m x 9m
‐Moment frame in N‐S direction
‐Braced frame in E‐W direction
‐Mass is only at roof = 146.5 kg/m2

‐All column Ix = 3446 cm4, Iy = 762 cm4

‐Bracings are rod with A = 5 cm2

‐E steel = 200,000 MPa
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The lumped mass of roof, m = 146.5 x 6 x 9 = 7911 kg
Consider roof as a rigid diaphragm.
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Example
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การสัน่เน่ืองจากแรงภายนอกแบบฮารโ์มนิค

(Harmonically Forced Vibration)

• แรงแบบฮารโ์มนิค คือแรงท่ีกระทาํกลบัไปมาและมีความถ่ี
คงท่ีเช่นฟังกช์นั Sine หรือ Cosine เป็นตน้

• แรงจากแผ่นดินไหวและแรงตามธรรมชาตทิัว่ไปไม่ใช่แรง

แบบฮารโ์มนิค แตส่ามารถพิจารณาว่าเป็นสว่นผสมของแรง
ยอ่ยแบบฮารโ์มนิค หลายแรงท่ีมีความถ่ีตา่งๆ ผสมกนัอยูไ่ด ้

• ผลตอบสนองของแรงทัว่ไปมีพืนฐานจากความเขา้ใจ้

ผลตอบสนองจากแรงแบบฮารโ์มนิค

Faculty of Engineering
Thammasat University
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การสัน่เน่ืองจากแรงภายนอกแบบฮารโ์มนิค

(Harmonically Forced Vibration)

tpkuucum sin0 
คาํตอบ

แอมปลิจูดลดลงตามเวลา

Transient Response
แอมปลิจูดคงที่

Steady State Response

)sin()cos()( 0    tD
k

p
tetu t

 สัน่ดว้ยความถ่ีของแรงภายนอก
สัน่ดว้ยความถ่ีธรรมชาตขิองโครงสรา้ง

Faculty of Engineering
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Steady State Response
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Steady State Response
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การสัน่เน่ืองจากแรงภายนอกแบบฮารโ์มนิค

(Harmonically Forced Vibration)

ตวัคณูขยายทางพลวตั 
(Dynamic Magnification Factor)

แอมปลิจูดของ Steady State Response D
k

p0

Response Static

Response Dynamic
D

tp sin0

ความถ่ีของแรงภายนอก/ความถ่ีของโครงสร้าง

มีค่าขึนกบั้

• ความถ่ีของแรงและของโครงสรา้ง
• อตัราสว่นความหน่วง
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การสัน่พอ้ง (การกาํทอน) (Resonance)

Example

T ตํา่
สูง

T สูง
ต ํา่,f ,f

m

k
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f

Faculty of Engineering
Thammasat University
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การตอบสนองของแบบจาํลองอาคารต่อแผ่นดินไหว

Faculty of Engineering
Thammasat University
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ระบบโครงสรา้งท่ีมีระดบัขั้นความเสรีมากกวา่หน่ึง

(Multi Degree of Freedom System , MDOF)
pN(t)

pn(t)

p2(t)

p1(t)
m1, c1, k1

m2, c2, k2

mn, cn, kn

uN

mN, cN, kN

u2

un

u1

Faculty of Engineering
Thammasat University

p(t)

m, c, k

u(t)

ระบบ SDOF u(t) ข้ึนกบั 
•แรงภายนอก
•คาบธรรมชาติ 
•ความหน่วง

ระบบ MDOF u(t) ข้ึนกบั 
•แรงภายนอก
•คาบธรรมชาติ 
•ความหน่วง
•ตาํแหน่งของ u(t)หรือรปูร่างขณะเกิดการสัน่ไหว

คุณสมบติัเชิงพลศาสตร์

(Dynamic Properties)
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ระบบโครงสรา้งท่ีมีระดบัขั้นความเสรีมากกวา่หน่ึง

(Multi Degree of Freedom System , MDOF)
pN(t)

pn(t)

p2(t)

p1(t)
m1, c1, k1

m2, c2, k2

mn, cn, kn

uN

mN, cN, kN

u2

un

u1

Faculty of Engineering
Thammasat University

คุณสมบติัเชิงพลศาสตรข์องระบบ MDOF

•ความหน่วง มกัใชค่้าจากการประมาณ ไมใ่ช่จากการวเิคราะห์
•ตาํแหน่งของ u(t)หรือรปูร่างขณะเกิดการสัน่ไหว เรียกวา่ 
รปูร่างการสัน่ไหว (Mode Shape)

•คาบธรรมชาติ หรือ ความถ่ีธรรมชาติ

ไดจ้ากการแกปั้ญหาท่ีเรียกวา่ Eigenvalue

โดยสาํหรบัระบบท่ีมีจาํนวน DOF เท่ากบั N ตวั
จะมี N ชุดคาํตอบสาํหรบัความถ่ีธรรมชาติและรปูร่างการสัน่ไหว 
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Mode of Response

46

Mode of Response
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Mode of Response

48

Mode of Response

Mode ท่ี i

Mode Shape

Modal Response
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ระบบโครงสรา้งท่ีมีระดบัขั้นความเสรีมากกวา่หน่ึง

(Multi Degree of Freedom System , MDOF)

pN(t)

pn(t)

p2(t)

p1(t)
m1, c1, k1

m2, c2, k2

mn, cn, kn

uN

mN, cN, kN

u2

un

u1

unpn(t)

fSn+1 , fDn+1

fSn+1 , fDn+1

n-th Floor

fSn, fDn

fIn

fSn, fDn

Equilibrium Equation

)(11 tpfffff nSnDnSnDnIn  n-th Floor

N-th Floor )(tpfff NSNDNIN 
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สมการการเคล่ือนท่ีสาํหรบัระบบ MDOF 

nnIn umf 

)( 1 nnnDn uucf 

)( 1 nnnSn uukf

n-1 Floor

n Floor

un-1

un

un-un-1

แรงเฉ่ือย

แรงหน่วง

แรงสติฟเนส
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ตวัอยา่งสมการการเคล่ือนท่ีสาํหรบัระบบ MDOF

)(tpKuuCuM  
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ความถ่ีธรรมชาติและรปูร่างการสัน่ไหว 
(Natural Frequency and Mode Shape) 

0KuuM 

การสัน่แบบอิสระสาํหรบัระบบท่ีไม่คิดผลของความหน่วง 

คาํตอบ u อยูใ่นรปูของฟังกช์นัฮารโ์มนิค 
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ความถ่ีธรรมชาติและรปูร่างการสัน่ไหว 
(Natural Frequency and Mode Shape) 

เง่ือนไขสาํหรบัการหาคาํตอบ 0det 2  MK 

สมการท่ีมีเลขยกกาํลงั N สาํหรบัตวัแปร 2

N คาํตอบสาํหรบั 2

จาก

จะไดว้า่
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 คือค่าความถ่ีธรรมชาติของระบบ 

ดงัน้ัน มี N ค่าความถ่ีธรรมชาติของระบบ 
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ความถ่ีธรรมชาติและรปูร่างการสัน่ไหว 
(Natural Frequency and Mode Shape) 

• N คาํตอบท่ีแตกต่างกนั แสดงถึงรปูแบบของคาํตอบท่ีแตกต่างกนัหรือ 
Mode เหล่าน้ัน 
• แต่ละ Mode มีคุณลกัษณะในการสัน่ไหวท่ีแตกต่างกนั 
• ความถ่ีธรรมชาติสาํหรบั Mode ใด ๆ แสดงถึงจงัหวะของการสัน่ตาม
ธรรมชาติของ Mode น้ัน
• Mode ท่ีมีค่าความถ่ีธรรมชาตินอ้ยท่ีสุดเรียกวา่ รปูแบบการสัน่ไหวพ้ืนฐาน 
(Fundamental Mode) หรือ Mode ท่ีหน่ึง 
• สาํหรับ Mode ท่ีมีความถ่ีธรรมชาติสงูข้ึนเรียกช่ือเป็น Mode ลาํดบัต่อ ๆ ไป 

Faculty of Engineering
Thammasat University
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ระบบโครงสรา้งท่ีมีระดบัขั้นความเสรีมากกวา่หน่ึง

(Multi Degree of Freedom System , MDOF)

T1 = 1.22 s. T2 = 0.44 s. T3 = 0.33 s.
3-Story Building

Mode 1 Mode 2 Mode 3

(a) (b) (c) (d)

k = 100

m = 1.0

m = 0.5

m = 1.0

k = 100

k = 100

Mode 1 Mode 2 Mode 3
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Vibration of 3-DOF System (Mode 1)
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Vibration of 3-DOF System (Mode 2)
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Vibration of 3-DOF System (Mode 3)
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คุณสมบติั Orthogonality

  02  φMK 
จาก

คาํตอบของ Mode ท่ี n และ Mode ท่ี m 
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(1 x N)   (N x N)  (N x 1)  = 1 x 1  (Scalar)
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คุณสมบติั Orthogonality
จาก
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คุณสมบติั Orthogonality
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การวเิคราะหผ์ลตอบสนองโดยวธีิ Modal Analysis 
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สามารถจดัรปูสมการการเคล่ือนท่ีได ้ดงัน้ี
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K
2โดยท่ี

การวเิคราะหผ์ลตอบสนองโดยวธีิ Modal Analysis 

64

n

n
nnnnnn M

p
tqtqtq

*
2 )()(2)(   

การวเิคราะหผ์ลตอบสนองโดยวธีิ Modal Analysis 

หากพิจารณาใหอ้ตัราส่วนความหน่วงของ Mode ท่ี n มีคา่เป็น n

วเิคราะห์หาคาํตอบ qn(t) โดยวธีิเดียวกบระบบั  SDOF

)(...)()()( 2211 tqtqtqt NNφφφu 

วิธี Modal Analysis หรอื Modal Superposition (วิธีรวมโหมด)
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N

n 1

),( nnT  )andwith ( nnTT  

ระบบโครงสรา้งท่ีมีระดบัขั้นความเสรีมากกวา่หน่ึง

ผลตอบสนองสาํหรบั Mode ‘n’ ผลตอบสนองสาํหรบัโครงสรา้งแบบง่าย SDOF 

ผลตอบสนองรวมทงัหมด้  = ผลตอบสนองยอ่ยของแตล่ะ Mode

สาํหรบัโครงสรา้งท่ีมีจาํนวน Mode  มาก  อาจประมาณผลตอบสนองรวม
จากการพิจารณา เฉพาะ ผลตอบสนองของ Mode  ตํา่ๆ ได้

Faculty of Engineering
Thammasat University
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ตวัอยา่ง 
โครงสรา้งอาคาร 2 ชั้น แต่ละชั้นมีมวล 50 ton สติฟเนสของชั้น 1 (k1) 

เท่ากบั 40 x 10 6 N/m และ สติฟเนสของชั้น 2 (k2) เท่ากบั 20 x 106

N/m สมมุติใหอ้ตัราส่วนความหน่วงสาํหรบัทุก Mode คือ 0.02 จงหา
ผลตอบสนองแบบสภาวะคงตวั (Steady State Response) ภายใตแ้รง
กระทาํท่ีชั้นบน                                                             N 

p2(t)

m , k1

m , k2

u1

u2

u1

p2(t)

fS1
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fS2

u2

fI2

fS2

 ttp 12 1.1sin000,10)( 

0211  sSI fff

)(222 tpff sI 
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ปัญหา Eigenvalue

คาํตอบอยูใ่นเง่ือนไข

  02  φMK 

0det 2  MK 

0
000,5010201020

1020000,501060
det

266

626
















0108104105.2 1421249  

= 234.3 และ 1365.7

= 15.31 rad/sec 
= 36.96 rad/sec 

2
n

1

2
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ระบบท่ีมีคุณสมบติัต่อเน่ือง (Continuous system)

Continuous system ≡ System with distributed parameters 

(mass and elasticity)
‐ Infinite number of particles = infinite number of DOF
‐ Consider continuous function for infinite DOF problem
‐ System contains an infinite number of modes of vibration. 
‐ Dynamic response can be calculated as the sum of an 
infinite number of normal mode contributions. 

Example (1D): Beam, Cable, Rod

Application: Tower, Bridge, Cable
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Equation of Motion
1. String (Long cable without sag)

Parameters, m (mass per length), A, E, L, T (tension)
‐ Carry transverse loading, p(x,t)
‐ Axial stiffness from pre‐tension, T
‐ Consider transverse displacement, w(x,t)
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Wave velocity:    
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(1)
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Equation of Motion
2. Beam (Longitudinal vibration)
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(2)



79

Equation of Motion
3. Beam (Transverse vibration)
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Natural Frequency & Mode Shape
1. String (Long cable without sag)
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equation for free vibration : eq.(1)
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constant shape  varying amplitude
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)cos()sin()( tBtAtq  

)cos()0()sin(
)0(

)( tqt
q

tq 





)0(q )0(q

From eq. (4)

For initial condition

= Harmonic motion with natural frequency 

From eq. (5) )cos()sin()( xDxCx  

Apply the boundary conditions for string 

0)0(0),0(  tw

0)(0),(  LtLw 

Zero displacement at both ends

(6)

(7)

(8)
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Substitute eq.(8) into eq.(7)

0)sin( L

L

n
n

 Solution of the equation;

(Infinite number of solution)

n = 1, 2, 3, …
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Natural frequency;
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 sin)(Mode shape;
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Free vibration solution;
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Vibration of Cable StructureVibration of Cable Structure

String modelString model

11stst ModeMode
Low frequencyLow frequency

44thth ModeMode
Higher frequencyHigher frequency
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Natural Frequency & Mode Shape
2. Transverse Vibration of Beam
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Rewrite eq.(10) (11)
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axaxiaxiax eCeCeCeCx   4321)(

)sinh()cosh()sin()cos()( 4321 axAaxAaxAaxAx 

Solution of (11) 

or 

(12) 

Constant A1 to A4 define shape and amplitude of mode, 
they can be computed from beam’s boundary conditions.  

Then the frequency equation can be derived.  
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a) Simple Beam 

Boundary Condition =  Displacement and moment at two ends are zero
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(13) 

Apply eq. (13) into eq. (12); 

(14) 
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Determinant of matrix in eq.(14) = 0, 
then the frequency equation is 
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Natural frequency of the n‐th mode; 
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The corresponding mode shape; 
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(similar to string) 
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b) Cantilever Beam 

Boundary Condition =  Displacement & slope at fixed end,
and moment & shear at free end are zero
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The frequency equation is 
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Natural frequency of the n‐th mode; 

The corresponding mode shape; 
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c) Fixed‐Hinged Beam 

Boundary Condition =  Displacement & slope at fixed end,
and displacement & moment at free end are zero
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The frequency equation is 
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Natural frequency of the n‐th mode; 

The corresponding mode shape; 
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d) Fixed‐Fixed Beam 

Boundary Condition =  Displacement & slope at fixed end,
and displacement & slope at free end are zero
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The frequency equation is 

1)cosh()cos( aLaL
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Natural frequency of the n‐th mode; 

The corresponding mode shape; 
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Summary 
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Modal Analysis of Continuous System 
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Assume the solution as; 

Using modal orthogonality; 
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